Préparation & ’agrégation interne de mathématiques - Année 2014-2015
Préparation a I’écrit - Samedi 13 décembre 2014

Durée : 4 a 6 heures - Le sujet comporte 6 pages.

Dans ce probléme, on se propose de prouver I’analogue complexe suivant du théoréme de Rolle :

Théoréme 1. Soient n un entier avec n = 2, P un polynoéme de degré n a coefficients complexes
et a et b deux nombres complezes distincts tels que P(a) = P(b). Alors le polynome dérivé P’ de P
posséde au moins une racine dans le disque

Da,b,n = {Z eC :

b
z— a;_ ‘ < Ra,b,n}

ou
a — b ><cos( )

n
2 sin (%)

Ra,b,n = |

— Les parties A, B et C sont indépendantes.

— Certaines questions des parties D et E utilisent un ou plusieurs résultats établis précédemment.

— Le corps C des nombres complexes est assimilé & un plan affine euclidien dont les éléments
seront indistinctement dénommés nombres ou points.

— Pour tout entier naturel n, la notation C,[X] désigne l'espace des polyndémes a coefficients
complexes et de degré au plus n.

— La notation [m,n] désigne I’ensemble des entiers k vérifiant m < k < n.

Merci de préciser 'avancement de la copie aprés 4 heures de composition.
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Partie A. Cas particuliers

1. Soit P un polynéme a coefficients réels et a et b deux réels tels que a < b et P(a) = P(b).
Démontrer qu’il existe un réel ¢ appartenant a Ja, b tel que P’(c) = 0.

2. On suppose ici que P est un polynoéme a coeflicients réels de degré n > 4 et que a et b sont
deux réels tels que a < b et P(a) = P(b). Vérifier que le théoréme 1 est vrai.

3. On fixe ici P = X? et deux nombres complexes distincts a et b tels que P(a) = P(b).
Vérifier que le théoréme 1 est vrai.

Partie B. L’opérateur A,
Si P appartient a C,[X] et z appartient & C, on définit le polynéme A, P par
A.P(X) = (2 — X)P'(X) +nP(X).

Cette définition dépend donc de l'entier n.
1. Vérifier que A, définit une application linéaire de C,,[X]| dans C,,_1[X].

2. Justifier que, pour tous z; et zo complexes, on a
Az (AZQP) (X) = A, (Azlp) (X)

ou dans la composition A, 0A,,, A,, est considéré comme application de C,,[X] dans C,,_;[X]
et A,, est considéré comme application de C,,_1[X] dans C,,_3[X]. Pareillement, dans la com-
position A,, o A,,, A,, est considéré comme application de C,[X] dans C,_1[X] et A, est
considéré comme application de C,_1[X] dans C,_2[X].

3. Justifier que la famille (X — 2)¥ ot 0 < k < n est une base de l'espace vectoriel C,[X].
4. Déterminer le noyau et I'image de I’application linéaire A, de C,[X] dans C,_1[X].

5. L’application P — A,P définit également un endomorphisme de C,[X]. On notera :1; cet
endomorphisme.

(a) Montrer que I'endomorphisme Zl\z est diagonalisable.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les nombres complexes z; et z3 pour que
les endomorphismes A, et A., commutent.

(c) Soit E un endomorphisme de C,[X]. Montrer que E commute avec A si et seulement si
il existe un polynéme @ appartenant a C,[X] tel que E = @ <;1\z>



Partie C. Homographies et cercles du plan

On désigne par oo un élément n’appartenant pas au corps C des nombres complexes.

Si M= <CCL Z) est une matrice de M (2, C) vérifiant ad — bc # 0, on définit ’application

az+b
: CU{oo}l — CU{0} @ z2+—
fur : CU{oo) {oo} ot
avec les conventions suivantes :
(i) sic=0:
£(z) = %‘H’ sizeC
] o si z =00
(i) sic#0:
% siz;éooetz;é%d
f(z)=14 o siz:_Td
% sl z =00

Une telle application est appelée homographie. On note H '’ensemble des homographies.
L’application

¢ : GL(2,C) — H : M +— fu
est donc une application surjective entre GL(2,C) et H.

1. Démontrer qu'une homographie réalise une bijection de C U {o0}.

2. Vérifier que pour toutes matrices My, My de GL(2, C), on a
(M1 M3) = (M) o p(Ms)

ou My M, désigne le produit matriciel et p(My)op(Ms) désigne la composition des applications.

3. Justifier que H est un groupe pour la composition puis que ¢ est un morphisme surjectif du
groupe GL(2,C) dans H. Préciser le noyau de .

4. (a) Justifier que 'unique homographie f vérifiant

est 'identité id : z — z.

(b) Démontrer que si 21, 22, 23 sont trois éléments de C U {oo} distincts deux & deux, alors il
existe une unique homographie f vérifiant

f(z1) =0,  f(z)=o00,  fl(zs) =1

- . k3 X2 !
(On pourra utiliser 1’expression X

z—29 23—21
Si 21, 29, 23, 24 sont quatre éléments de C U {oo} avec z1, 29,23 deux & deux distincts, leur
birapport est

[Zla 22,23, Z4] = f(Z4)

ou f est 'homographie définie par les égalités f(z1) =0, f(z2) = 0o et f(z3) = 1.
Le birapport est donc un élément de C U {oo}.

5. Démontrer que si g est une homographie, alors, pour tous nombres complexes 21, 22, 23, 24 avec
21, 22, 23 distincts deux & deux, on a

[9(21), 9(22), 9(23), 9(24)] = [21, 22, 23, 24].



10.

. Démontrer que si z1, 29, 23, 24 sont quatre éléments de C U {oo} avec z1, 29,23 deux & deux

distincts et z1, 29, 24 deux a deux distincts, alors

1
[21722724723] =
[21, 22,23, 24]

. Soient 21, 29, z3 trois nombres complexes distincts deux a deux.

(a) Justifier I'égalité
23 — 22
[217 22,23, OO] - -
z3 — %1
(b) Montrer que le birapport [z1, 22, 23, 00] est réel si et seulement si 21, 22, 23 sont alignés et
qu’il est réel strictement négatif si et seulement si z3 appartient au segment |21, zo/.

On rappelle la caractérisation suivante : quatre nombres complexes z1, 2, 23, 24 distincts deux
a deux sont cocycliques ou alignés si et seulement si

23 — 22 Z4 — 21
X

cR

z3 — 21 24 — 22

On considére trois nombres complexes z1, 29, z3 non alignés. Démontrer qu'un nombre z appar-
tient au cercle passant par zq, zo et z3 si et seulement si

[21, 22, 23, 2] € RU {00}
Si le cercle C de C est défini par
C={z€C : |z—2z|=r}
avec zg complexe et r réel strictement positif, on définit
C ={2€C : |z—z|<r}etCt={2€C : |z—2|>r}

Justifier que, si C est un cercle, alors C~ et C UC~ sont des sous-ensembles convexes de C.

Soient f une homographie et C est un cercle de C ne contenant pas f~!(co). Démontrer les
affirmations suivantes :
(a) L’image f(C) est un cercle.
(b) Si f~!(co) appartient a C*, alors f(C~) = f(C)~. (Autrement dit : P'image du disque
bordé par C est le disque bordé par f(C).)

(On pourra utiliser sans démonstration le fait suivant : si C est un cercle et z appartient
a C—, alors toute droite passant par z rencontre C en deux points distincts z; et zo avec
z appartenant au segment ouvert |z1, z3].)



Partie D. Racines de A,P

Dans cette partie, z1,..., 2, désigneront n nombres complexes non nécessairement deux a deux
distincts et £ un nombre complexe vérifiant

Vie[l,n], &#z.

n

Si le nombre Z

i=1

est non nul, on définit (de maniére unique) le nombre d¢ par 'égalité

Z; —

1 lew 1
55—5:5222‘—5. (1)

n
On considére également le polynoéme P(X) = u H(X — z;) avec u appartenant a C*.
=1

1. Justifier que I'application
1

est une homographie.
2. On suppose qu’il existe un cercle C tel que

Vie[l,n], zeC” et ¢ect.
Démontrer successivement que
(a) f(C™) est un disque ouvert qui ne contient pas 0;

I~ 1

(b) — Z est un nombre complexe qui appartient & f(C™);
i AT

(c) le nombre J¢ est bien défini par (1) et appartient a C~.

(i € [1,n]) puis en déduire que, si P’(£) est

/

3. Exprimer en fonction des nombres
P(¢) — 2

non nul, alors ¢ est bien défini par (1) et vérifie

G
SR Gk

4. On considére un nombre complexe z vérifiant

Vie[l,n], z# z.

(a) Montrer que

n

12
z=— Zj
n 4"

j=1

si et seulement si le degré de A, P est strictement inférieur a n — 1.

(b) Montrer que ’ensemble des racines du polynéme A, P est la réunion

{zi, i€[l,n] : P'(z)=0}U{{ € C\{z, i €[l,n]} : 0 =z}

5. On suppose qu’il existe un cercle C tel que

Vie[l,n], z€C et zeCUCT.

Démontrer que toutes les racines du polynéme A, P appartiennent a C~.



Partie E. Apolarité.

Dans cette partie, on considére deux polynomes de C[X] de degré n :

n

P:uH(X—Zi) et Q:UH(X_Z'Z{)
i=1

i=1

avec u et v appartenant a C*.
On dira que P est apolaire par rapport a @ si, en utilisant les notations précédentes :

Ay Ay - Ay P(X) =0.
1 2 n

On utilise toujours la convention décrite dans la partie B, question 2 : A, est vu comme application
de C,[X] dans C,,_1[X], A, est vu comme application de C,-1[X] dans C,_o[X], ... Az est vu
comme application de C;[X] dans C.

1. On suppose que P est apolaire par rapport & Q. Montrer que, si C est un cercle tel que
Vie[l,n], zeC

alors il existe i appartenant a [1,n] tel que z] appartienne a C~.

2. Soient a et b deux nombres complexes distincts. Montrer qu’il existe n nombres complexes
by, ...,bn_1 que I'on calculera, tels que, pour tout polyndéme du type

—1 -1
T(X) = aq + (n 1 >Q1X + -+ <n 2>an2Xn_2 + anlen_l’
n_

on ait
! -1 -1

/ T(a + S(b — a)) ds = agb,,—1 — (n 1 >a1bn2 + <n 9 )agbn3 + -+ (—1)"_1an,1b0.
0

Avec les notations précédentes, on pose

A =t+ ("7 pxe s (0

1 >bn2Xn_2 + bnlen_l.

n—2

3. Montrer que A(X) = ¢((X — a)™ — (X — b)") ou ¢ est une constante que 'on déterminera.
Soit P appartenant & C[X] de degré n > 2 tel que P(a) = P(b). On note

-1 -1
Pl(x) =ap + (n 1 >a1X R <Z . 2>an—2Xn2 "‘an—anil-

et on désigne par ti,...,%,_1 les racines de P’ comptées avec multiplicité.

4. En admettant 1’égalité

n— anfl
(1) lmAtlAta A, A(X) =

-1 -1
agbp—1 — <n 1 >a1bn—2 + <n 5 >a2bn—3 +o A (=) an1bo

démontrer que A est apolaire par rapport & P’ puis en déduire le théoréme 1.

FIN DU PROBLEME



