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Notions traitées : Séries téléscopiques. Calcul des sommes de séries. Séries géométriques.
Utilisation des criteres de convergence. Inégalité de Holder et espaces #P. Dualité des espaces ¢P.

1 Calculs de sommes de séries

Exercice 1.1. Calculer la somme des séries suivantes :
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4. — En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction logarithme, déterminer tous
les x € R tels que

i (_i)nxn =—In(l+z).
n=1

— Retrouve-t-on exactement le méme résultat a ’aide des propriétés des séries entieres ?

5. Application des séries de Fourier au calcul des sommes :
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2 Application des criteres de convergence

Exercice 2.1. Vérifier que les termes généraux des séries suivantes sont équivalents. Donner
ensuite la nature de ces séries :
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Exercice 2.2. Soit f une fonction de classe C! dans [1,+oo, telle que l'intégrale impropre
J721F ()] dt est convergente. Démontrer que Y f(n) et fioo f(t) dt sont de méme nature.
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Application : Pour quelles valeurs de a > 0 la série ) est-elle convergente ?

Exercice 2.3. Soit (u,)nen une suite réelle décroissante de limite nulle. Montrer que si la série
> uy, converge, alors la suite (nuy,)yen tend vers zéro.

Exercice 2.4. Soit (a,)nen une suite croissante de réels positifs qui tend vers I'infini. Construire

une suite (u,)nen de réels positifs telle que > u,, converge et Y a,u, diverge.
(Indication : considérer u,, = ai - L),
n n+1

Exercice 2.5. On se propose de démonter le critere de Gauss (qui est une variante du critere
de Raabe-Duhamel : si (a,) est une suite de réels positifs tels que pour tout n € N*
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a
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alors Y ay, converge si et seulement si o > 1.



1. Démontrer que

apt1 (n+ 1>

?( - ) =1+cy, avec Z|cn|<oo.
2. Démontrer que p := [[72; 1 + ¢, converge.

3. Démontrer ’équivalent pour N — oo, ay ~ pai N~ et conclure.

Exercice 2.6. Pour k£ € N* on note (2k)!l = Hle(%) et (2k— 1! = Hf:1(2i —1). Démontrer

que la série > (2(27:)1,? ! diverge.

3 Espaces (?

Exercice 3.1. Soit 1 < p < o0o. On considére deux suites u = (Up)pen €t v = (vp)nen de
nombres complexes.

1. Démontrer I'inégalité de Holder

o o° 1/p s o0 1/q 1 1
Zunvn < <Z|un|p> (Z ]vn|q> : 1<p,g<+oo, —+-=1.

(Indication : on commencera par démontrer que Va,b > 0 on a ab < % + %. FEnsuite 'on

peut se ramener au cas » o~ o |upP =Y 07 [vp|? = 1).

1/p
2. Pour toute suite complexe u = (uy)nen, on note ||ul|, = (Zfzo |t |P . Démontrer que

| - ||, définit une norme sur 'espace P, out 7 = {u = (up)nen: ||ullp < co}.
(Indication : appliquer I'inégalité de Holder & |lu + v|[h = >, |un + vp|P 7 g + v)).

3. Comparer les espaces P! et P2, pour 1 < py; < po.
4. Démontrer que (¢7,] - ||,) est un espace de Banach.

5. Soit £+ +1 =1,1<p,g < oo. On se propose de démontrer que le dual topologique de ¢4,
noté (¢7)*, s’identifie isométriquement a ¢P.
— Soit ¢ € ¢P. Démontrer que f — > > p(n)f(n) définit une application linéaire et
continue : £? — C. Quelle est la norme de cette application linéaire ?

— On note (¢7)* 'ensemble des application linéaires continues : 9 — C, muni de la norme

F
usuelle : V F' € (£4)%, || F|| g0y = SUDfeqa, f20 %

Démontrer que Papplication L: P — (¢9)*, définie par L(p)(f) = Y oy e(n)f(n), est
une isométrie linéaire.

— Démontrer que si F' € ¢4, alors il existe ¢ € (P telle que F(f) = Y 7 ¢(n)f(n).
Conclure que L: P — (£9)* est surjective.

Exercice 3.2. On considére une suite (u,)nen+ & termes positifs, non nuls, positifs et tels que
la série anl u2 converge. On définit la suite (v,) en posant vy = 0 et v, = %Zzzl ug pour
n € N*,
ye 4 " N 2 N
— Montrer I'inégalité > " vy < 2> | UpUy.
(Indication : up, = nv, — (n — 1)v,_1. Etablir ensuite v2 — 2u,v, < (n — 1)v2_; — nv2).
— Montrer I'inégalité de Hardy : > o vp2 <4 o u2.
— En considérant des troncatures de la suite (ﬁ)nzla montrer que dans l'inégalité ci-dessus
la constante 4 est la meilleure possible.



