ENS ULM 1983 MATH 1: ENONCE

Les candidats sont invités a lire soigneusement la liste des définitions qui précede ’énoncé
des questions.

Les parties I et II sont indépendantes.

Les correcteurs tiendront compte du soin apporté a la rédaction.

On rappelle que Z, Q, R, C désignent respectivement ’ensemble des entiers positifs, négatifs
ou nuls, des rationnels, des réels, des complexes.

PARTIE 1

I.1. Montrer que pour tout réel z € [0,7/2], on a
2

—r<sine < x.
T

I.2. Soit a € R\ Q. Montrer que si la suite sin nar a une limite quand n € N tend vers l'infini,
la suite cosnam est aussi convergente (on pourra écrire sin(n + 1)ar a laide de sin nar
et de cosnar). En déduire que la suite sin nar n’est pas convergente.

PARTIE II
Soit f une application continue de [0, 1] dans C. Pour tout entier n > 1, on définit le polynéme

B,, de degré n par
k
B _ ke (PN ke _ o \n—k
(0= 3 ctr (5]
0<k<n

ott les C¥ sont les coefficients du binome.

I1.1. Calculer les polynomes

Z kCFky " et Z k(k — 1)Crakyn=F,

0<hk<n 0<k<n

I1.2. On pose 74(z) = Cka*(1 — z)"*.
Calculer les polynomes :
S omlx), > kr(x), > k(k—D)re(a).
0<k<n 0<k<n 0<kLn
En déduire I’égalité

Z (k —nx)?ri(z) = nz(l — z).

0<k<n

I1.3. On rappelle que la fonction f, continue sur [0, 1] est uniformément continue, i.e. pour
tout e > 0, il existe . > 0, tel que pour z € [0,1], y € [0,1] et |z — y| < 7., on ait
() — f)] < Onpose M= sup |f(z)].

0<z<1
Montrer que pour tout z € [0,1] on a :
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(on pourra considérer les k tels que |k — nz| < nn. et ceux tels que |k — nx| > nn..

IT.4. En déduire que la suite des polynémes B, converge uniformément vers f dans [0, 1] i.e.
No(f — By) tend vers 0 pour la norme infinie sur C([0, 1].

PARrTIE 111

II1.1. Montrer que pour tout nombre rationnel b > (, ou ¢ est un entier > 1, il existe une unique
q

famille d’entiers {k,as,...,ar}, k> 1, a1 >0, ax > 0, 0 < a; < i, pour tout entier i s’il en
existe, tel que : 2 < i <k, telle que :

p a1 ag ag

C

g 11 2! k!

ITII.2. a. Soit (a;)r>; une suite d’entiers telle que 0 < a;, < k pour k > 2.

a
Montrer que la série » k_I: est convergente.
+oo k _
b. Calculer la somme ) I pour tout entier p > 0.
k=p+2 :
c. Soit « € R\ Q, a > 0. Montrer qu’il existe une unique suite d’entiers > 0, (ay) telle
que a; = 0, pour tout k > 2, 0 < ap < k et

IT1.3. Soit [ € [—1,1]. Montrer qu'il existe « € R\ Q tel que

hrf sin(nla2m) = [.

PARTIE IV

Soit : a € R\ Q. On rappelle que tout sous-groupe de R est soit dense dans R soit de la
forme aZ.

IV.1. Montrer qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers ¢, > 0, et une suite (p,),
Pn € 7, telles que
ag, — 2p, — 0 quand n — +o00.

IV.2. Montrer que, pour tout [ € [—1, 1], il existe une suite strictement croissante d’entiers > 0,
¢, telle que :
lim sin(g,am) = 1.

n—-+oo

3

IV.3. Calculer lim sin(nler) et lim n®sin®(nler).

n—-+00 n—-+00

IV.4. On suppose a = /2.

a. Montrer que pour tout nombre rationnel P on g est un entier > 1, tel que : |\/§—]—)| <1,
q q

on a : 1
V2 —pl > —————.
| (1+2v2)q

b. Soit (g,) une suite strictement croissante d’entiers > 0 telle que

lim sin(g,v2r) = 0.

n—-+o00

Montrer que, pour tout entier k& > 3 :

lim g} sin*(g,V27) = occ.
n——+00
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PARTIE V

Déterminer un nombre o € R\ Q et une suite strictement croissante d’entiers ¢, > 0 tels
que, pour tout entier k > 0 :

lirf ¢* sin(g,am) = 0.

+o0 a
n , . . . .
On cherchera « sous la forme o = Y — et on déterminera une suite strictement croissante

nzln!
1 sin=k,

0 sing{k,}
PARTIE VI

(k) d’entiers tels que a,, =

VI.1. Soit z un nombre complexe et o un réel appartenant a U'intervalle |0, 1[.

A Taide de 'expression de la somme des termes d’'une suite géométrique, transformer la

N

somme uy = »_ sin(nma)z". Si|z| < 1 en déduire la limite de uxy quand N — +o0.

n=0
VI.2. Soient aq,...,qx, aq,...,a; des nombres réels tels que 0 < oy < ... < ag < 1.
k
Pour tout entier n > 1, posons ¢, = Y, a,sin(nray).
p=1
Montrer que pour tout z complexe, |z| < 1, la série > ¢,2" est convergente et a pour
n=>0
somme _
Z apz sin ay,m
1 — 2z cos apm + 22

1<p<k

VI.3. On suppose que lim ¢, = 0. Montrer que les coefficients a,, 1 < p < k, sont tous nuls.
n—-—+00



