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Arithmétique dans Z - 10 o
tobre 2012

1 Divisibilité dans Z

Exer
i
e 1. En utilisant une 
ombinaison linéaire adéquate, démontrer que :

1. Deux entiers 
onsé
utifs sont premiers entre eux ;

2. Deux entiers impairs 
onsé
utifs sont premiers entre eux ;

3. Les entiers 3n+ 5 et 2n + 3 sont premiers entre eux (n entier).

4. Si a et b sont deux entiers tels que a2 − b2 est pair, alors a2 − b2 est divisible par 4.

Exer
i
e 2. L'ensemble {n2 − 25 : n ∈ N} 
ontient-il des nombres premiers ?

Exer
i
e 3. Nombres de Mersenne

1. Soient p et q deux entiers naturels non nuls. Démontrer (à l'aide d'une somme de termes d'une

suite géométrique) que 2p − 1 divise 2pq − 1.

2. En déduire une 
ondition né
essaire simple pour que l'entier Mn = 2n−1 soit premier. Contre-

exemple au 
ara
tère su�sant ?

Exer
i
e 4. Cal
uls modulo 4.

1. Dresser la table de multipli
ation dans Z/4Z.

2. Montrer que, si un entier est la somme de deux 
arrés, il est 
ongru à 0, 1 ou 2 modulo 4.

Exer
i
e 5. Cal
uls modulo 5 et modulo 10

1. Dresser la table de multipli
ation dans Z/5Z.

2. Résoudre dans Z l'équation x2 + 1 ≡ 0 (mod 5).

3. (a) Déterminer selon l'entier naturel n, le reste de 3n dans la divion eu
lidienne par 5.

(b) En déduire selon l'entier naturel n, le reste de 3n dans la divion eu
lidienne par 10.

(
) Quel est le 
hi�re des unités (en notation dé
imale) du nombre 20132012 ?

2 Dé
omposition, PGCD, PPCM , Eu
lide, Bézout, Gauss

Exer
i
e 6. Dé
omposition et diviseurs

1. Dé
omposer 2600 en produit de fa
teurs premiers. Combien 2600 admet-il de diviseurs positifs ?

2. Déterminer les trois plus petits entiers naturels admettant exa
tement 35 diviseurs positifs.

3. Démontrer qu'un entier non nul est un 
arré parfait si et seulement s'il admet un nombre

impair de diviseurs positifs.

Exer
i
e 7. Algorithme d'Eu
lide

1. Appliquer l'algorithme d'Eu
lide aux nombres 1806 et 714.

2. En déduire le PGCD, le PPCM ainsi que tous les diviseurs 
ommuns
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Exer
i
e 8. Équation diophantienne linéaire

1. Appliquer l'algorithme d'Eu
lide à a = 90 et b = 77 et déterminer deux entiers u et v tels que

au+ bv = 1.

2. Véri�er qu'il n'y a pas uni
ité du 
ouple (u; v).

3. Résoudre dans Z
2
l'équation 90x+ 77y = 1.

4. Résoudre dans Z
2
l'équation 90x+ 77y = 5.

Exer
i
e 9. Re
her
he d'inverse

Justi�er que (la 
lasse de) 53 est inversible dans Z/100Z puis déterminer son inverse en utilisant

l'algorithme d'Eu
lide.

Exer
i
e 10. Codage a�ne

On 
onsidère un alphabet de n lettres qu'on identi�e à l'anneau Z/nZ.
Pour a et b appartenant à Z/nZ, on dé�nit la fon
tion f : Z/nZ −→ Z/nZ : x 7−→ ax+ b.

1. Quelle(s) 
ondition(s) doivent remplir a et b pour que la fon
tion f soit bije
tive ?

2. Combien existe-t-il de 
odages a�nes di�érents sur l'alphabet 
lassique (si n = 26) ?

3 Primalité, Fermat, Wilson

Exer
i
e 11. Trois démonstrations du petit théorème de Fermat

Le �petit théorème� de Fermat est le suivant : si p est un nombre premier, alors tout entier a non

divisible par p véri�e la 
ongruen
e

ap−1 ≡ 1 (mod p).

1. Une démonstration dire
te.

Pour tout entier k, 1 6 k 6 p− 1, notons rk le reste de la division eu
lidienne de ka par p.

(a) Justi�er que les restes rk sont non nuls et distin
ts deux à deux. En déduire l'égalité

ensembliste

{r1, · · · , rp−1} = {1, · · · , p− 1}

(b) Démontrer le théorème en 
onsidérant le produit

p−1
∏

k=1

ka modulo p.

2. Une démonstration par ré
urren
e.

(a) Montrer, à l'aide du théorème de Gauss, que p divise le 
oe�
ient binomial

(

p
k

)

= p!
(p−k)!k!

pour tout entier 1 6 k 6 p− 1.

(b) En déduire, pour tout entier a, la 
ongruen
e

(1 + a)p ≡ 1 + ap (mod p).

(
) Démontrer par ré
urren
e que, pour tout entier a :

ap ≡ a (mod p).

(d) En déduire le théorème.

3. Démontrer le petit théorème de Fermat en utilisant le théorème de Lagrange (sur l'ordre d'un

sous-groupe d'un groupe �ni).

4. Généraliser le petit théorème de Fermat lorsque p n'est pas premier (théorème d'Euler).
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Exer
i
e 12. Le théorème de Wilson

. . . est le suivant : si p est un nombre premier, alors

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

1. Démontrer que pour tout entier 1 6 x 6 p − 1, il existe un unique entier y dans [1; p − 1] tel
que xy ≡ 1 (mod p). Que représente y pour x dans Z/pZ ?

2. Résoudre x2 ≡ 1 (mod p). Que représentent les solutions dans Z/pZ ?

3. Démontrer le théorème de Wilson.

4 Équations de degré 2 dans Z/pZ

La résolution d'un équation polynomiale du se
ond degré né
essite de savoir 
al
uler l'inverse du


oe�
ient dominant et de déterminer, si elle existe, une � ra
ine 
arrée � du dis
riminant. Ce dernier

point peut servir de motivation pour l'étude des 
arrés du 
orps Fp = Z/pZ.
On suppose dans toute la suite que p est un nombre premier stri
tement supérieur à 2.

Exer
i
e 13. Cara
térisation des 
arrés dans Fp si p > 2

On note Cp l'ensemble des éléments de Fp qui sont des 
arrés et C∗

p l'ensemble des éléments non nuls

de Cp :

Cp =
{

x2 : x ∈ Fp

}

et C∗

p =
{

x2 : x ∈ Fp, x 6= 0
}

= Cp ∩F
∗

p

Le but de l'exer
i
e est de démontrer la 
ara
térisation suivante. Pour tout x dans Fp :

x ∈ C∗

p ⇐⇒ x
p−1

2 = 1. (1)

1. Justi�er l'impli
ation ⇒ et majorer le 
ardinal de l'ensemble C∗

p .

Indi
ation : utiliser Fermat et un polyn�me.

2. Justi�er que l'ensemble C∗

p 
ontient exa
tement

p−1
2 éléments.

Indi
ation : utiliser l'appli
ation Fp −→ Cp : x 7−→ x2.

3. Con
lure.

Exer
i
e 14. Le 
as de −1 : re
her
he d'une ra
ine 
arrée

1. En utilisant le résultat de l'exer
i
e pré
édent, justi�er que −1 est un 
arré dans Fp si et

seulement si p ≡ 1 (mod 4).

2. On suppose i
i que p ≡ 1 (mod 4).

En utilisant le théorème de Wilson, justi�er que l'entier x =
(

p−1
2

)

! véri�e x2 ≡ −1 (mod p).

Exer
i
e 15. Résolution manuelle d'une équation de degré 2

On 
onsidère le polyn�me P = 3X2 + 4X − 1 (les 
oe�
ients appartiennent à Z ou Z/pZ) dont on

her
he les ra
ines dans le 
orps Fp = Z/pZ.

1. On suppose i
i p = 17. Déterminer les ra
ines de P .

2. On suppose i
i p = 19. Déterminer les ra
ines de P .
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Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2012-2013

Arithmétique dans Z - Annexe - Résumé de résultats

Je renvoie aux livres [Mon06℄ et [WAC

+
02℄ pour plus de détails et de démonstrations.

1 Divisibilité dans Z, 
ongruen
es

Proposition 1.1.

1. Un sous-ensemble non-vide de N possède un plus petit élément.

2. Un sous-ensemble non-vide et minoré de Z possède un plus petit élément.

3. Quels que soient l'entier naturel b non nul et l'entier naturel a, il existe un entier naturel n tel

que a < nb. (N est ar
himédien).

Une liste de dé�nitions/vo
abulaires :

1. Un entier b divise un entier a (on note b|a) s'il existe un nombre entier k tel que a = b× k.

2. L'ensemble Da des diviseurs positifs d'un entier a est non vide (et �ni si a est non nul).

3. L'entier a est premier si Da 
ontient exa
tement deux éléments (qui sont alors 1 et |a|).

4. L'ensemble des multiples de a est aZ.

5. La notion de diviseur 
ommun, de multiple 
ommun à deux ( ou plus) nombres est naturelle.

6. Deux entiers a et b (ou plus. . . ) sont premiers entre eux si Da ∩Db = {1}.

Propriété 1.1. Si c divise a et b, alors c divise toutes les 
ombinaisons linéaires αa+ βb ave
 α et

β entiers relatifs.

Propriété 1.2 (Sur l'existen
e des nombres premiers).

1. Tout nombre entier naturel n > 2 admet pour diviseur un nombre premier.

2. Tout nombre entier naturel n > 2 non premier admet un diviseur premier p véri�ant p2 6 n.

3. L'ensemble des nombres premiers est in�ni.

Théorème 1 (Division eu
lidienne). Soient a et b deux entiers ave
 b 6= 0.
Il existe un unique 
ouple (q; r) (quotient ; reste) d'entiers véri�ant :

a = bq + r et 0 6 r < |b|.

Dé�nition 1.1. Deux entiers relatifs a et b sont dits 
ongrus modulo l'entier n si n divise b− a.
On note a ≡ b (mod n).

Remarque 1.1. Il est équivalent de dire que a et b ont même reste dans la division eu
lidienne par

n (si n 6= 0).

Propriété 1.3. La 
ongruen
e est 
ompatible ave
 les opérations usuelles (+ ; − ; × ; exponentia-

tion).

La 
ongruen
e modulo n est une relation d'équivalen
e sur Z 
onstituée de n 
lasses (si n > 0).
L'ensemble quotient est (l'anneau) Z/nZ =

{

0; 1; . . . ;n − 1
}

.
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2 Dé
omposition, PGCD, PPCM , Eu
lide, Bézout, Gauss

Théorème 2 (Dé
omposition en produit de fa
teurs premiers). Tout entier naturel n > 2
peut s'é
rire de façon unique 
omme un produit :

n =

i=m
∏

i=1

pαi

i = pα1

1 pα2

2 . . . pαm
m

où p1, p2, . . . , pm sont des nombres premiers véri�ant 2 6 p1 < p2 < . . . < pm
et α1, α2, . . . , αm sont des nombres entiers naturels non nuls.

Les deux dé�nitions suivantes ne sont pas les plus habituelles mais ont l'avantage de ne pas

né
essiter d'hypothèses de non-nullité sur a et b.

Propriété et dé�nition 2.1 (Plus Grand Commun Diviseur). Soient a et b deux entiers

relatifs. Il existe un unique entier naturel δ = PGCD(a; b) = PGCD(b; a) véri�ant :

• δ est un diviseur 
ommun à a et b ;

• tout autre diviseur 
ommun à a et b divise δ.

Si a et b sont non nuls, le nombre PGCD(a; b) est le dernier reste non nul obtenu en appliquant

l'algorithme d'Eu
lide aux entiers a et b.

Propriété et dé�nition 2.2 (Plus Petit Commun Multiple). Soient a et b deux entiers

relatifs. Il existe un unique entier naturel µ = PPCM(a; b) = PPCM(b; a) véri�ant :

• µ est un multiple 
ommun à a et b ;

• tout autre multiple 
ommun à a et b est un multiple de µ.

Remarque 2.1. Le nombre µ = PPCM(a; b) véri�e aZ ∩ bZ = µZ.

Théorème 3 (Bézout). Soient a et b deux entiers relatifs.

1. il existe des entiers relatifs u et v tels que au+ bv = PGCD(a; b).

2. (Corollaire) Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s'il existe des entiers

relatifs u et v tels que au+ bv = 1.

Propriété 2.1. Soient a, b, c, d et k des entiers relatifs.

1. Si a|c et b|d, alors PGCD(a; b)|PGCD(c; d) et PPCM(a; b)|PPCM(c; d).

2. PGCD(ka; kb) = |k| × PGCD(a; b) et PPCM(ka; kb) = |k| × PPCM(a; b)

3. PGCD(a; b)× PPCM(a; b) = |ab|

Théorème 4 (Gauss). Soient a, b et c trois entiers relatifs.

1.

a | bc
PGCD(a; c) = 1

}

⇐⇒ a | b

2. Plus généralement : si PGCD(a; c) = 1 alors PGCD(a; bc) = PGCD(a; b).

3. (Corollaire) Un nombre premier p divise ab si et seulement si p divise a ou p divise b.
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