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Notions traitées : Distances. Continuité sur les espaces métriques. Espaces compacts. Espaces
séparables. Espaces complets. Propriété de Baire. Théoreme des contrations. Applications.

1 Distances

Exercice 1.1. Soit (X,d) un espace métrique, A C X. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur A pour que la fonction caractéristique 14: X — R, définie par 14(z) =1siz € A
et 1a(z) =0siz ¢ A, soit continue.

Exercice 1.2. Soit (X, d) un espace métrique. Pour x € X et A C X, avec A # (), on pose
d(z,A) = inf{d(z,y) : y € A}.
a) Montrer que la fonction
X — R
x +— d(z,A)
est 1-lipschitzienne (c¢’-a-d qu’elle vérifie

b) Soient A, B € P(X). Montrer que ’ensemble {z € X : d(z, A) < d(x, B)} est ouvert.

¢) En déduire que si F' et G sont deux fermés disjoints de X, il existe deux ouverts U et V
tels que
FcU GcV,UnV ={.

2 Utilisation de la compacité

Exercice 2.1.

1. Démontrer que si (X,d) est un espace métrique compact et f: (X,d) — (Y,d) est une
application bijective et continue, alors f est un homéomorphisme.

2. (Un contrexemple classique a la propriété précédente). Soit f: [0,27[— {z € C: |z| = 1}
'application définie par f(t) = e'*. Démontrer que f est bijective et continue, mais f n’est
pas un homéomorphisme.

Exercice 2.2. (Utilisation de la compacité)

1. Soit A € R™ un ensemble fermé non vide. Démontrer que Vxy € R"™, il existe dans A un
point de meilleure approximation pour zg : Jag € A tel que d(xg,ap) = infue4 d(xo, a).

2. (Un contrexemple & la propriété précédente, dans un espace de dimension infinie). Soit
X = C(]0,1],R), muni de la distance du sup : d(f,g) = || f — glleo- Vérifier que 'ensemble
A={feX: f01/2 f- f11/2 f = 1} est fermé. Calculer d(0, A) et montrer qu’il n’y a pas
de fonction f € A telle que d(0, f) = d(0, A).

Exercice 2.3. (Un théoréme de point fixe) Soient (K, d) un espace métrique compact et f :
K — K une fonction telle que d(f(z), f(y)) < d(z,y) siz,y € K et  # y.

Montrer que f a au plus un point fixe.

Montrer qu’il existe un élément a € K tel que d(a, f(a)) < d(z, f(x)) pour tout z € K.

Montrer que a est le point fixe de f.

o=

Pour zp € X, on définit (z,)n>0 par xn+1 = f(x,),n € N. Montrer que (d(xy,a))n>0
converge vers une limite [ > 0.

5. Montrer que [ = 0. Conclusion ?



3 Séparabilité
Exercice 3.1. Démontrer que tout espace m’etrique compact est séparable.

Exercice 3.2.

1. Soit (X,d) un espace métrique. Supposons qu’il existe £ > 0, un ensemble [ infini non
dénombrable et (z;);c; C X tels que

d(zi, ) > e, Vi,jel,i#j.

Montrer que (X, d) n’est pas séparable.

2. Soit £ T'espace des suites réelles bornées, muni de la norme || - ||oo. Démontrer que ¢>°
n’est pas séparable.

Exercice 3.3.

1. Soit ¢ 'espace des suites réelles convergentes vers 0, muni de la norme || - ||oo. Démontrer
que ¢ est séparable.

2. Soit 1 < p < co. Démontrer que I'espace (€7, || - ||,) est séparable.

4 Exemples d’espaces complets

Exercice 4.1. On considere sur X =|0,+oo[ la distance euclidienne de(z,y) = |z — y| et la
distance d définie par d(z,y) = |Inz — Inyl.

1. Les distances d et d. sont-elles métriquement équivalentes? Sont-elles topologiquement
équivalentes 7

2. L’espace (X, d.) est-il complet ? Et I'espace (X, d)?

Exercice 4.2. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Démontrer que si Y est com-
plet, alors l'espace Cy,(X,Y") de toutes les fonctions continues et bornées de X dans Y est complet
pour la distance d(f, g) = sup,cx dy (f(x), g(x)).

Retrouver que si a < b, alors 'espace C([a, b], R), muni de la norme du sup, est un espace de
Banach.

5 Applications du théoreme de Baire

Exercice 5.1. (Théoreme de Baire) Soit (X, d) un espace métrique complet.

1. (Théoréme de Baire). Démontrer que l'intersection dénombrable d’ouverts denses est dense
dans X.

2. Montrer que toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide
dans X.

(o)
3. Soit (F},)n>1 une suite de fermés de X telle que Up>1F,, = X. Montrer que Un21 F,, est
un ouvert dense dans X.

Soient X un espace métrique complet, et A une partie de X. On dit que A est Baire-
négligeable (ou “maigre”) si elle est contenue dans une réunion dénombrable de fermés de X
d’intérieurs vides. Si une propri¢té est satisfaite en tout point de X sauf éventuellement dans
un ensemble Baire-négligeable, on dit qu’elle est valable Baire-presque partout.



Exercice 5.2. On considere une suite ( f,),>0 d’applications continues de R dans R, convergeant
simplement vers une application f: R — R.

1. Montrer sur des exemples qu’en général f n’est pas continue.

2. Pour tout € > 0, pour tout n € N, on pose

Fn,a = {SC ER:Vp>n, ‘fn(x) - fp(x)| < 5}'

o
Montrer que Q. = Upen Fy o est un ouvert dense dans R (on pourra utiliser 'exercice
précédent) et que

Vzo € Qe, 3V voisinage de xg tel que |f(zg) — f(x)] < 3¢ dans V.

3. Démontrer que f est continue Baire-presque partout.

4. Soit f : R — R une application dérivable sur R. Que peut-on dire de I’ensemble des points
de continuité de la fonction dérivée f'?

6 Applications contractantes

Exercice 6.1. Soient (X, d) un espace métrique complet, f: X — X et k € N. On suppose que
ff = fo---of (k fois) est contractante. Montrer que f a exactement un point fixe.

Exercice 6.2. Pour 7y € R, on définit la suite (,,)n>0 : Tne1 = 2 — 100 +sinn, n > 0. On
veut montrer le résultat suivant : il existe un unique choiz de xo € R tel que (z,,) C [10, 11]

1. Montrer que Y = {(y,) € £*: (yo) C [10,11]}, muni de la distance d((y»), (v},)) =
sup,, |yn — y,| est complet.

2. Soit F'((yn)) = (zn), ol 25, = /100 + yp41 — sinn. Montrer que F': Y — Y est bien définie
et contractante.

3. Conclure.



