IREM DE LYON

rminaison d’un rithm
Te aison d’un algorithme

Trois questions a se poser quand on fabrique un algorithme :

— est-ce qu’il donne un résultat 7 ~» terminaison ;

— est-ce qu’il donne le/un bon résultat ? ~ validité ;

— est-ce qu’il donne le résultat en temps raisonnable ? ~ complexité.

1 Algorithme d’Euclide (1)

Rappeler 1'algorithme d’Euclide (on suppose disposer des opérations arithmétiques et de la partie
entiére). Justifier qu'il se termine et donne le bon résultat.

(Une résolution )
On cherche le pged (a,b) de deux entiers a et b supposés positifs.

Sage

fonction pged(a,b entiers)
def pged(a,b):

X = a
y=>»
while y!=0:
cC =Y
q = floor(x/y) // floor est la partie entiére
y = X=¥y*q
X =c

return x
Deux

propriétés sont utiles :

— quels que soient les entiers a, b, q, pged(a, b) = pged (b, a — bq) ;

— quel que soit a, pged(a,0) = a.

La boucle a pour effet de remplacer le couple de variables (z,y) par (y, x —yq). La premiére propriété
montre que si, & Uentrée dans la boucle while, on a : pged(z,y) = pged(a, b), alors cela reste vrai
en sortie de boucle. L’égalité étant vraie & la premiére entrée dans la boucle, elle est vraie en sortie
—pour autant qu’on en sorte.

L’assertion « le pged des variables x et y est la réponse souhaitée » reste vraie a chaque passage
dans la boucle : c’est ce qu’on appelle un invariant de boucle. L’'usage de telles propriétés permet de
certifier la validité d’'un algorithme.

Quant a la boucle, on finit par en sortir car les valeurs de la variable y, qui est remplacée par le reste
d’une division par y a chaque passage dans la boucle, forment une suite strictement décroissante.

2 Fractions égyptiennes

On fixe un rationnel a/b, ot a et b sont des entiers strictement positifs et a < b. On souhaite 1’écrire

comme somme d’inverses d’entiers tous distincts :
a 1 1 1
= — 4+ —+ -+ —, nyg>mng >--->n, > 0.
b ni  ne N,
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La méthode proposée procéde de la fagon suivante : choisir n; minimal parmi les entiers n tels que
a/b > 1/n; remplacer a/b par a;/by = a/b — 1/ny; recommencer avec a; /b, autant que nécessaire.

1.
2.

Traduire la méthode en pseudo-code, puis I'implémenter.

Justifier que I'algorithme qu’il se termine et donne une suite finie (ny,...,n,) satisfaisant aux
contraintes imposées.

On rappelle que la série harmonique, > 1/n, diverge. Etendre 1’algorithme précédent a toutes
les fractions a/b, sans hypothése sur 'ordre de a et b.

[Une résolution]

1.

On peut procéder ainsi (syntaxe SAGE) :

Sage
def frac(a,b,L):
if a——0:
return L
else:
X — a
y =Db
while x != 0:
n = ceil(y/x)
L.append(n)
z =y
y = n*z
X — N*X—%
return L

ou, de facon récursive :
Sage

def decomp(a,b,L):
if a==0:
return L
else:
n — ceil(b/a)
L.append(n) // on ajoute n a la fin de la liste L
return decomp (axn—b,nxb L)

L’image de a/b par la fonction « plafond » ceil, notée [a/b], est le plus petit entier supérieur
ou égal & a/b. C’est donc —|—a/b|, ou |-| désigne la partie entiére; c¢’est 'unique entier n tel

que
b 1 a 1

n—1<-<n, ouencore — < —-< .

a n~-b n-1

C’est bien le plus petit entier tel que 1/n est inférieur ou égal & a/b.

On appelle cette fonction par : decomp(a,b, [1). Le troisiéme argument est une liste qui s’al-
longe a chaque passage dans la boucle.
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2. L’assertion suivante est un invariant de boucle :

a T 1
EZE—FZZ et x>0.
leL

En effet, au premier passage, la liste L est vide donc la somme de droite est nulle, et a/b = z/y.
En fin de boucle, on a remplacé x par 2’ = nx — y et y par ¥’ = ny et on a ajouté n a la liste

L'. Par suite :
¥ nr—y x 1 a Z 1
Y ny oy n b n’

comme on le souhaitait. Par ailleurs, par définition de la partie entiére supérieure ceil, on a :

n—1<y§n—1, donc: 0 <nzr—y<ux.
T

Ceci finit de prouver qu’on a bien un invariant de boucle et entraine que la boucle se termine.

Variante : On pose ag = a, by = b. On définit trois suites d’entiers (éventuellement finies) par
récurrence. Soit k € N, supposons que ay et b, ont été définis :

— si a; = 0, le processus s’arréte ;

— si ag # 0, on pose :

by,
Ng1 = LL— . Qg1 = QN — by, b1 = ngby.
k

En entrant dans la boucle, la variable a vaut ag et b vaut by. Si ag # 0, en sortie de boucle,
a vaut ay, b vaut b; et L est la liste contenant n;. Par récurrence sur ’entier k£, on démontre
qu’au k°® passage dans la boucle, a vaut a; a l'entrée et ap,q en sortie, idem pour b, et L, qui
est la liste contenant dans Pordre (nq,...,n,_1) en entrée, se voit adjoindre ny a la sortie.
Ainsi, si on montre que ax,; = 0 pour un certain entier k, I'algorithme s’arréte au (k + 1)°
passage et renvoie (nq,...,ng). Mais ceci est presque évident. Tant que a; > 0, on a :
by, o
(L_k + 1 > ng, il vient : ap > apng — by, = Af41-
Comme il n’existe pas de suite strictement décroissante dans N, la suite a5 prend la valeur 0.
Alinsi, ce qui prouve la terminaison de I'algorithme, c’est que la variable entiére x décroit strictement
a chaque passage dans la boucle.

3. Soit a/b un rationnel et soit ¢ 'unique entier tel que

q 1 q+11
sy

i=1
La divergence de > 1/i assure l'existence de g. On pose

S| 2

/ q

a a 1 a’ 1
— = - — — | 0< — < — < 1.
Vb le R
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Si on applique 1'algorithme précédent a a’/b’, on obtient une suite strictement croissante d’en-

tiers ny < --- < n,, donc le premier, ny, satisfait par construction a
1 o 1 1 .
—< =< ——<—-, doug<mn
n bV qg+1 ¢
Ainsi, la suite (1,2,...,¢,n1,...,n,) est strictement croissante et on a :

1 1 1
TP RS AT D
1= 1= 1=

3 Un algorithme « aléatoire » (d’aprés Dowek)

Hypothése d’école : on suppose disposer d’une fonction rnd() capable de tirer au sort un nombre
entier sans limitation de taille (peu importe la loi de probabilité).
On considére la fonction définie £ de la fagon suivante :

#| Pseudo-code

Entrée : deux entiers naturels (n, p)
Définition de la fonction f
si pl!=10 // = signifie "différent de"
alors renvoyer f(n, p—1)
sinon si n != 0 alors renvoyer f(n—1, rnd())

sinon renvoyer 0

1. Pourquoi est-il presque évident que ’algorithme va se terminer si on suppose que la fonction
rnd () prend ses valeurs dans un intervalle borné [0, M] (ou M = le plus grand entier que I’or-
dinateur peut représenter, par exemple) 7 Pourquoi n’est-ce pas une bonne idée d’implémenter
Ialgorithme, méme sous cette hypothése 7

2. Prouver que cet algorithme se termine pour toute valeur d’entrée.

(Une résolution)
1. Si on sait que les valeurs de p vont appartenir a I'intervalle [0, M], on peut borner a priori le
nombre de passages dans la boucle avant que I'algorithme n’arrive a la valeur (0,0) en fonction
des valeurs a lentrée (ng, pg) par po + (ng — 1) M.

2. On sent bien que c¢a va se terminer, mais pour méme pour n = 1, il n’est pas possible de
majorer le nombre d’étapes avant la terminaison : en effet, on va faire un tirage aléatoire dont
le résultat n’est pas borné par une fonction a priori des valeur initiales de n et p.
Supposons que 'algorithme ne se termine pas pour une certaine valeur (ng, pg). L’algorithme
produit donc une suite de couples d’entiers ((ng, pr))ren telle que, pour tout entier k :
— si pr # 0, alors ngy1 = ny et pry1 = pr;
— si pr. =0, alors ny # 0 et ng 1 = ng — 1 (et on ne sait rien de pyy1, qui est tiré au hasard).
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Soit N la plus petite valeur atteinte par la suite (ng), et soit (ki,ks,...) la suite, finie ou
infinie, des indices ou cette valeur est atteinte. Soit P la plus petite valeur atteinte par la suite
(Pkys Pss - - - ), €t s0it k un de ces indices, pour lequel on a p, = P —et n;, = N. Supposons que
pr # 0, alors ppi1 = pr — 1 et ng 1 = ng = N, ce qui contredit la minimalité de P. On a donc
P = 0. Supposons que N # 0. Alors, comme py =0et ny =N >0,0ona: ng =ngp — 1, ce
qui contredit la minimalité de N. Ainsi, N =0 et P = 0, si bien que 'algorithme se termine.

Un peu plus conceptuellement, la variable qui décroit n’est plus un entier, mais le couple (n, p),
¢lément de I'ensemble N? ordonné lexicographiquement :

(lex) (n,p) < (n,p) <= [n<n'ou(n=n"etp<p.

La terminaison de I'algorithme traduit que cet ensemble totalement ordonné est bien ordonné,
c’est-a~dire qu’il n’y existe pas de suite strictement décroissante ; de fagon équivalente (pourquoi
est-ce équivalent ?), toute partie non vide posséde un plus petit élément.

Si on dispose de deux ensembles totalement ordonnées (deux ordinaux), leur produit cartésien
peut étre muni de l'ordre lexicographique, défini par (lex). La preuve précédente montre en
fait que le produit de deux ensembles bien ordonnés est bien ordonné.

4 « Petites suites de Goodstein » (d’aprés Dowek)

Fixons un entier naturel n, par exemple 5. On va construire une suite d’entiers de la fagon suivante.
On écrit la suite de chiffres de n en base 2, dans I'exemple, 1015. On interpréte cette suite de chiffre
comme un nombre écrit en base 3. Dans I'exemple : 1013 = 3% 4 3°, ¢’est dix. On retranche 1. On
écrit ce nombre en base 3, on 'interpréte en base 4. Dans 'exemple, neuf s’écrit 1003, ce qui donne
1004 = 42, c’est seize. On retranche 1. On interpréte en base 5. Et ainsi de suite.
[’opération de changement de base remplace une expression > aib* par > a;(b+1)% : elle « tire vers
le haut » (bottes de sept lieues). L’opération de retrancher 1 est un pas de fourmi « vers le bas ».
Qui gagne ?
1. Traduire ceci en pseudo-code et 'implémenter : on suppose savoir faire les conversions d’une
base a ’autre ; on affichera les valeurs intermédiaires et le nombre d’itérations nécessaires pour
les atteindre. Tester pour des petites valeurs.

2. Prouver que 'algorithme se termine, au sens ot la suite stationne a zéro.

(Une résolution )
1. Voici une facon de coder la fonction a itérer :

=% Xcas
g(x,b):= {
local y;
if (x==0) return 0 ;
y := convert(x,base ,b) ;

y = convert(y,base b+1) ;
// afficher(y) ;
return(y—1) ;
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Quelques essais suggérent qu’il faut itérer jusqu’a atteindre la valeur 0. On peut faire ainsi :
«# Xcas

itere(x):= {
local b,m ;

b =2 ;
m:= 0 ;
tantque (x!=0) {
return("valeur de x et numéro étape : " x,b—2);
X = g(Xab) )
if (mex) {m := x ;} ;
b := b+1 ;
¥

afficher ("max atteint ,nombre d’ étapes")
return (m,b—2)

}

2. Soit n un entier et (a,,...,ao) la suite de ses chiffres en base 2. Le changement de base ne
modifie en rien la suite des chiffres; 'opération de retrancher 1 garde sa longueur constante ou
la diminue de 1. Quitte & ajouter des zéros a gauche de sorte a garder la longueur constante égale
ar+1, on voit ainsi que la suite des chiffres est une varitable strictement décroissante a valeurs
dans N"*1 (orienté lexicographiquement). A moins que la suite soit (0,...,0), cet invariant
diminue strictement & chaque étape (penser a 'algorithme de la soustraction...). D’aprés le
raisonnement du paragraphe précédent, I'ensemble N"™! est bien ordonné (récurrence sur 7).
Par suite, la suite stationne, et ca ne peut étre qu’a la valeur 0.
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