Exponentielle : tangentes perpendiculaires
1. Fiche Résumé

Titre : Exponentielle : tangentes perpendiculaires

Niveau : TS

Domaine : Les Fonctions (exponentielle, tangentes, appartenance d’un point à une courbe)

Durée : 1 h 

2. Fiche professeur

2.1 Analyse mathématique

Les fonctions représentées sont les suivantes : f1(x) = exp (kx)  et  f2(x) = exp (– kx)

Il s’agit de trouver si les tangentes tracées peuvent être perpendiculaires (selon les valeurs de k et la position de M), d’observer des propriétés pour la longueur de [M’N’] et la position de P sur ce segment. Les résultats observés devant être démontrés par la suite.

Voir énoncé au paragraphe 3 (fiche élève).
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Question 1 : tangentes perpendiculaires

En effectuant égalant le produit des coefficients directeurs des deux tangentes à – 1 , on obtient :

 k exp(kx) (– k) exp(kx)  = – 1 d’où k = 1 sachant qu’il est positif. 

De sorte que les tangentes sont perpendiculaires uniquement pour les courbes exp(x) et de exp(-x) indépendamment de la position de M sur la courbe.

Question 2 : P milieu de [M’N’]

Ce résultat est indépendant de la position de M sur la courbe, ainsi que du nombre k. En effet, les abscisses respectives de M’, P et N’ sont : a – (1 / k),  a  et  a + (a / k).

Approfondissement 

Envisager des propriétés analogues par symétrie par rapport à la droite d’équation y = x avec les fonctions 

f (x) = k ln (x) et g(x) =  – k ln (x), les points M’, P et N’ se trouvant sur l’axe des ordonnées.

Ce T.P. a été testé en classe et il est très difficile aussi bien du côté TICE que pour son aspect mathématique. De plus, les élèves ne sont pas capables d’envisager la symétrie en question.

2.2 Niveau du TP

Classe : TS

Pré-requis : La fonction exponentielle (en base e) et sa dérivée

Place dans une progression : en début d’année, selon les programmes.

2.3 Objectifs

 Objectifs en terme d'apprentissage mathématique et lien avec les programmes de la classe 

-Utiliser le fait qu’un point de la courbe de f a pour coordonnées (a , f(a)) (pour placer M et N sur chacune des courbes)

-Utiliser la définition de la tangente à la représentation graphique d’une fonction pour connaître son coefficient directeur

-Utiliser la formule de dérivation d’une fonction du type exp (u)

-Gérer avec discernement le pilotage de chacune des deux variables : a et k

-Utiliser une équation d’une tangente à une courbe

-Déterminer le point d’intersection de deux droites, dont l’une dépend d’un paramètre

-Utiliser la propriété des coefficients directeurs de deux droites perpendiculaires
 Objectifs instrumentaux 

-définir  une variable et choisir un intervalle adapté à la résolution du problème

-tracer la représentation graphique d’une fonction

-Placer un point d’abscisse variable sur le graphique d’une fonction, il y a un aspect mathématique

-tracer la tangente à une courbe en un point

-piloter une variable

Remarque : comparaison des logiciels géoplan et géogébra

Pour géoplan,  il faut donner les coordonnées de M pour pouvoir le placer sur la première courbe, et de plus afficher les variables créees (ce qui est automatique sous géogébra). Par ailleurs, sous géoplan, il faut connaître le coefficient directeur de la tangente à une courbe pour pouvoir la tracer.

2.4 Scenario d'usage

Une dmei-heure environ pour une investigation  l’aide du logiciel et un demi-heure pour la démonstration de mathématique.

3. Fiche élève

Version 1

Le plan est muni d’un repère orthonormé.

Soit k un réel strictement positif et les fonctions f1 et f2 définies sur R par 

f1(x) = exp (kx)  et  f2(x) = exp (– kx)

On appelle C1 la représentation graphique de f et C2 celle de g.

On considère trois points M, N et P ayant la même abscisse et situés respectivement sur C1 , C2 et l’axe des abscisses (M est un point mobile sur C1).

La tangente  T1 en M   à C1 coupe l’axe des abscisses en M’, la tangente T2 en N à C2 coupe l’axe des abscisses en N’.

Partie A : effectuer la construction à l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique.

1) Est-il possible que les tangentes T1 et T2 soient perpendiculaires ? (suivant les valeurs de k et selon la position du point M)

2) Qu’observe-t-on pour les points M’, N’ et P ? Et pour le segment [M’N’] ?

Partie B : Démontrer les résultats observés (on admettra que deux droites non parallèles à l’axe des ordonnées sont parallèles si et seulement si le produit de leurs coefficients directeurs est égal à – 1).

Version 2

Le plan est muni d’un repère orthonormé.

Soit k un réel strictement positif et les fonctions f1 et f2 définies sur R par 

f1(x) = exp (kx)  et  f2(x) = exp (– kx)

Partie A

A l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, définir la variable k, puis représenter graphiquement les fonctions f1 et f2 . On appelle C1 et C2 leurs représentations graphiques respectives.

Définir une deuxième variable numérique a, puis placer sur C1 le point M d’abscisse a, ainsi que sur C2 le point N de même abscisse.

La tangente (T1) en M à C1 coupe l’axe des abscisses en M’ et la tangente (T2) en N à C2 coupe cet axe en N’. Placer tous ces éléments sur le graphique.

1) En faisant varier le  nombre a, observer la position du milieu I du segment [M’N’], ainsi que la longueur de ce segment. Reprendre le même principe avec diverses valeurs de k.

2) Est-il possible que les tangentes (T1) et (T2) soient perpendiculaires ? quelle conjecture peut-on faire, suivant les valeurs de k et selon la position de M sur C1 ?

Partie B

Démontrer les résultats observés dans la première question.

4. Compte-rendu d'expérimentation

1. pour toute valeur de k, lorsque M1 point de la courbe C1 s'éloigne "vers l'infini" (+ ou -) les tangentes semblent devenir perpendiculaires. Cela permet de mettre les élèves dans une situation de fausse conjecture et donc de renforcer le discours : " la machine ne démontre rien et permet tout au plus, en général, des conjectures intéressantes". 

On pourrait envisager (est ce réalisable ?) de poursuivre l'étude en faisant déterminer l'angle entre les tangentes et avec une question du genre : "l'oeil ne perçoit pas une différence de 0,1°, dans quels cas  serez vous amené à une fausse conjecture ?" 
2. Les élèves ne pensent pas à faire varier les deux variables. S'ils trouvent une valeur de k et une valeur de a qui donnent des tangentes perpendiculaires, ils s'arrêtent là sans tester si la conjecture dépend ou non des valeurs de a. La version actuelle (celle qui est donnée dans ce fichier) comporte une formulation insistant là-dessus, malgré cela le problème persiste chez certains élèves. C'est là certainement que les didacticiens argumenteraient sur le problème du contrat didactique : trop de rabâchage, de "montrer que" au fur et à mesure des années qui mènent à un manque d'autonomie et de contrôle des résultats (même quand l'énoncé y invite). 
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