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(approximation de nombres algébriques)

Soit x un nombre réel irrationnel algébrique, c’est-a-dire une racine d’un polynéome P = ap, X" +
A1 X"+ Fag de degré n, a coefficients entiers et que l’on peut supposer sans racine rationnelle.
Le but de l’exercice est de montrer que le réel x est « mal approché » par les rationnels et d’utiliser
ce critére pour donner un exemple explicite de nombre transcendant.

1. Soit% un nombre rationnel (p et q entiers) de l'intervalle [x—1;x+1]. En appliquant l’inégalité

des accroissements finis a la fonction ¢ : t — P (g) — P(t), démontrer que

‘x — g‘ >C ‘P (g)‘ avec C = ( sup \P'(t)\) h

[z—1;2+1]

2. En déduire, pour tout rationnel g (p et q entiers, ¢ > 1) de lintervalle [x — 1;x + 1], l’inégalité

1

3. Démontrer que la série Z Ton!

n=1

définit un nombre transcendant. (Ce nombre est appelé constante

de Liouville).

(matrices et homographies)

Une homographie est une application définie par r —

(supposé ici étre R) et ad — be # 0.
1. On prolonge lapplication h : x — %ig a l’ensemble R U {oco} en posant h(co) = & (& = oo si
c=0) eth(—%) =00 (—%l =00 sic=0).

Vérifier qu'une homographie définit alors une bijection de R U {oco} sur lui-méme.

ax+b
ce+d

avec a,b,c,d appartenant a un corps K

2. Justifier que, si h est une homographie, il existe a, b, c,d réels tels que h : x — Z;”Ig et ad—bc =
+1.

3. On note H ’ensemble des homographies et G ’ensemble des matrices appartenant a M(2,R)
dont le déterminant est £1. Justifier que 'application

a b

G—>7—L;< ez +b
c d

cr +d

)l—)h:ﬂt»—)

définit un morphisme de groupes (pour le produit matriciel et la composition des homographies)
qui est surjectif. Préciser son noyau.

4. On obtient ainsi une action du groupe G sur l’ensemble R U {oo}.
(a) Déterminer 'orbite et le stabilisateur du point co, du point 0.

(b) Le sous-groupe I' = SL(2,Z) de G agit également sur [’ensemble R U {oco}. Montrer que
Uorbite par T’ de 0 est QU {o0}.

. . ) b
5. Soit g une homographie représentée par la matrice > appartenant a G.

d
Montrer, pour tous réels x et y vérifiant cx +d # 0 et cy + d # 0, légalité

_ [z —yl



(développement en fraction continue)

A tout réel x, on associe les suites (x1,)y et (ny)y (finies ou infinies) définies par les relations :

1

zo=x ; np=DFx P Tpp] = ———
0 ;e =E(rg) 5wy p—

ou E(.) désigne la partie entiére.

1. Déterminer les suites associées aur réels 4—77, V2 et ¢ = 1+2\/5.

2. On démontre dans cette question que les suites (xx)r et (ng)x sont infinies si et seulement si
x est irrationnel.

(a) Vérifier l'équivalence xp, € Q\ Z <= w141 € Q.
(b) On suppose ici que © = xg est rationnel. Ainsi chaque terme de la suite (xy )k peut s’écrire

de maniére unique sous forme irréductible xy = Z—: avec qi entier naturel non nul.
Montrer que, si les termes xy et xp+1 existent, alors qr+1 < qk.

(¢c) Démontrer [’'équivalence annoncée.

Exercice 4. | (convergence des fractions continues)

Soit © un nombre irrationnel et (xp)r et (ng)i les suites (infinies et indexées sur N) définies dans
l’exzercice précédent.
On définit les suites (pr)r et (qr)x de la maniére suivante :

{ p-1=0 { qg-1=0 { Pk+1 = Ngt1Pk + Pk—1
Po = no q =1 Qk+1 = Nk+19k + Qr—1

On considére les homographies T : x — x4+ 1 et 0 : x — % et on note, si n est un entier naturel,

h, = ™"0.
Enfin, on note g, ’homographie gy, = hypohy, ... Ay, .
1. Pour chacune des homographies o, T et hy,, indiquer une matrice appartenant auw groupe G
(exercice 2) qui la représente.

En déduire que, pour tout entier naturel k, g est représentée par la matrice <zk Zk1>
k k—1

2. Montrer, pour tout entier naturel k, les égalités
T = hny (1) 3 @ = gr(Tkt)-

3. En utilisant [’homographie gro et ['exercice 2 5., démontrer que, pour tout entier naturel k :

1
qkdk+1

x—& <

dk

_Pr
dk

1
%

puis que |T

En déduire que la suite (Z_:) de nombres rationnels (les « réduites » de x) converge vers x.
k

. En notant [ng,n1, ...,n;| le nombre & on peut ainsi écrire
0, ) s ok qr’ Y4
T = kET [no, M1,y k] =[N0, N1y - e vy Mgy - - ]
o

(a) Que valent T7(x), o(x), hy(x) ?
(b) On note T Uapplication définie sur I =]0;1] par T(z) = 2 — E ().
Vérifier que T([0,n1,...,ng,...]) = [0,n2,...,ng,...] et déterminer l’ensemble des points

fizes de T'.



