
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011-2012exponentielle et puissane d'une matrie - 23 novembre 2011La déomposition de Dunford sera utilisée à plusieurs reprises. Il est onseillé de bien en onnaîtrela formulation. Référenes : [Mon07℄, [Gri02℄ et [Gou94℄ par exemple.Exerie 1. (exponentielle d'une matrie) Soit A appartenant à Md(C).1. Justi�er que la série d'appliations A 7−→
∑

k>0

Ak

k!
est onvergente et ontinue sur Md(C).On note exp(A) ou eA la somme de ette série.2. Justi�er que, si AB = BA, alors eA+B = eAeB. En déduire que, quelle que soit la matrie A,la matrie eA est inversible.3. Véri�er l'égalité det(eA) = etr(A) suessivement :(a) pour les matries diagonales ;(b) pour les matries diagonalisables ;() pour les matries quelonques de Md(C) (utiliser un argument de densité ou bien la trig-onalisation).4. Calul expliite d'une exponentielle de matrie.(a) Montrer que, si A = D +N est la déomposition de Dunford de A, alors

eA = eD.p(N)où p est un polyn�me que l'on dé�nira.(b) Caluler eA si A =





8 −1 −5
−2 3 1
4 −1 −1



.5. Compléments.(a) Montrer que si A est une matrie réelle antisymétrique, alors eA appartient à SO(d,R).(b) L'appliation exp : Md(R) −→ GL(d,R) est-elle surjetive ? injetive ?Indiation : Pour la non-injetivité, on pourra aluler exp(tA) ave A =

(

0 −1
1 0

).Exerie 2. (puissane d'une matrie) On s'intéresse, pour une matrie A appartenant à
Md(C), à la onvergene éventuelle de la suite (An)n des puissanes de A. On note ρ(A) son rayonspetral (le maximum des modules des valeurs propres de A).1. Montrer que, si ρ(A) > 1, alors la suite (An)n diverge.2. On suppose ii que ρ(A) < 1. On veut montrer que la suite (An)n onverge vers la matrienulle.(a) Montrer ette propriété en supposant A diagonalisable.(b) Cas général. Soit A = D +N la déomposition de Dunford de A. Développer An puis endéduire que limAn = 0.3. On suppose que λ est une valeur propre de A véri�ant |λ| = 1 6= λ. Montrer que la suite (An)ndiverge.4. (Plus di�ile) On suppose ii que 1 est une valeur propre de A et une raine multiple dupolyn�me minimal de A. Montrer que la suite (An)n diverge.Indiation : Justi�er l'existene d'un veteur v appartenant à ker(A−Id)2 et pas à ker(A−Id),onsidérer le veteur v′ = (A− Id)v puis montrer que la suite (Anv)n diverge.5. Bilan : indiquer une ondition néessaire et su�sante sur les valeurs propres de A pour laonvergene de la suite (An)n. 1
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