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Université Claude Bernard—Lyon I

CAPES de Mathématiques : Algdbre linéaire EXGrClC‘?S 1
Année 2006-2007 Bases, matrices

On fixe un corps K. Par défaut, E désigne un espace vectoriel, L(E) 'espace des endomorphismes
linéaires de F.

Exercices divers

Somme, somme directe de sous-espaces

a) Soit a € K et v € E. Montrer que awv = 0 si et seulement si « = 0 ou v = 0.

b) Mise en garde importante. On sait que la somme de deux sous-espaces est toujours un
sous-espace. (Rappeler pourquoi.) En revanche, la réunion de deux sous-espaces n’est presque
jamais un sous-espace.

Plus précisément, si F' et G sont des sous-espaces de F, on a ’équivalence :

F UG est un sous-espace <= F CGouGCF.

c) Généralisation. On suppose que K est infini. Supposons qu’'un espace E soit la réunion d’un
nombre fini de sous-espaces F1,..., F,, avec n > 2. Quitte a jeter certains sous-espaces, on peut
supposer n minimal. Par suite, pour tout ¢ =1,...,n,ona: F; ¢ U#i F};. On peut donc choisir
des vecteurs z; € F;, x; ¢ Uﬁéi F;. On a une infinité de vecteurs de la forme tzq 4 (1 —t)z2, donc
I'un des F; contient au moins deux de ces vecteurs. (Pourquoi ?) En déduire que F; contient x;
et 9, une contradiction.

Peut-on supprimer ’hypothese sur K ?

d) Soit E l'espace des fonctions continues de [—1, 1] dans R. Montrer que I’ensembles des fonctions
paires et celui des fonctions impaires sont des sous-espaces supplémentaires de FE.

Vérifier que l'application f +— f_ll f(t)dt est une application linéaire de E dans R. Trouver un
supplémentaire de son noyau.

Familles libres

libre o libre
génératrice génératrice
b) On prend K = Q et E = R. Montrer que (1,v/2,v3) est libre. Est-ce que la famille
((1 + \/5)”)” cn st libre 7 Quelle propriété permet de montrer que la famille (7™),cy est libre ?
(Ici, m = 3,14159... comme vous pensez.)
c) On prend K = R et E l'espace des fonctions R — R. Etudier 'indépendance linéaire des

a) Vrai ou faux ? Toute Szui—famille d’une famille (4 cas).

familles suivantes :
(x = sin(nx))pen+, (x| —al)eer, (T e")ser.

(Indications : dans tous les cas, commencer par écrire une combinaison linéaire (finie !) des
vecteurs de la famille, en supposant que les tous coeflicients qui apparaissent ne sont pas nuls.
Pour la premieére famille, on pourra dériver deux fois la combinaison linéaire et se débrouiller
pour faire disparaitre un terme, ou bien calculer 'intégrale sur [0, 27| de la combinaison linéaire
multipliée par sin(kt), ou k apparait dans la combinaison. Pour la deuxiéme, on constatera en
séparant un terme |r — a| que la fonction est a la fois dérivable et non dérivable en a. Pour la
troisieme, on classera les a qui interviennent par ordre croissant, on divisera par ’exponentielle
correspondant au parametre a le plus grand et on passera a la limite en +00.)

Bases

a) Trivial mais fondamental. Si deux espaces vectoriels sont inclus I'un dans I’autre ont la
méme dimension finie, alors ils sont égaux. Contre-exemple en dimension infinie ?
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b) Soit K = R ou C. Donner une base de I’espace vectoriel K(X) des fractions rationnelles, &
I’aide du théoreme de décomposition en éléments simples.
c) Bases et supplémentaires. Une famille obtenue en juxtaposant une base de deux

supplémentaires est une base de ’espace. Les sous-espaces engendrés par deux parties complémentaires

d’une base sont supplémentaires.

d) On admet le théoreme de la base incompléte. Démontrer que tout sous-espace possede un
supplémentaire.

e) L’existence d’un supplémentaire est vraiment un résultat non trivial. Donnons-nous un espace
FE et un endomorphisme linéaire ¢ : E — E. 1l est faux en général de dire que tout sous-espace
de F stable par ¢ possede un supplémentaire stable par ¢. Donner un contre-exemple.

f) A T'aide du théoréme de d’Alembert et du théoréme de décomposition en éléments simples,
donner une base de 'espace vectoriel des fractions rationnelles C(X).

Applications linéaires

a) Montrer que 'on définit une unique application linéaire avec 'une des données suivantes :

e l'image d’une base de 'espace de départ ;

e sa restriction a deux sous-espaces supplémentaires.
b) (Projecteurs.) Soit F; et Ey deux supplémentaires de E. Pour = € E, on écrit x = x1 + x2
de fagon unique, avec xz; € F; (i = 1,2). On note m; application qui & x € E associe x; : c’est la
projection de F sur Eq parallelement a Fo, et on définit de méme m9. Montrer que m; est linéaire ;
calculer son carré et m + mo.
Inversement, soit @ € L(E) tel que m o™ = w. Montrer que E; = Im7 et Ey = Kerm sont
supplémentaires. Montrer que 7 est la projection de F sur F; parallelement & Fs. Calculer la
restriction de 7 & ces sous-espaces.
Utiliser ce qui précede pour définir des bijections

{projecteurs} «— {couples de sous-espaces de E supplémentaires}.

A quoi correspond ’échange de E et Eo pour les projecteurs ?

Retenir ce qui précede. Généraliser a n sous-espaces.

A toutes fins utiles, vérifier que Idg + 7 est inversible.

¢) Soit 7 et 7' deux projecteurs. On suppose que 7 + 7’ est un projecteur. Montrer que 7 o
7'+ 7 om =0, en déduire que mon’ = 7’ o = 0. Monrer que Im(7m + 7') = Im 7 + Im 7’ et
Ker(m + 7') = Kerm N Ker'.

d) (Un exemple de projecteur.) Soit £ = K[X], l'espace des polynémes en une indéterminée.
Fixons un polynéme B € K[X]. On note ¢(A) = ¢p(A) le reste de la division euclidienne de A
par B. Montrer que l'application ¢ : A — ¢(A) est linéaire. Calculer son carré. Caractériser son
noyau ; son image.

e) (Symétries.) Comme ci-dessus, soit E; et Fy deux supplémentaires de E, 7 le projecteur
de E sur E; parallelement a Ey. Pour x € E, montrer qu’il existe un unique o(z) € E tel que
(x+o0(x))/2 € E1 et © — o(x) € Ey. Exprimer o(z) a 'aide de 7 ; en déduire que o est linéaire ;
calculer son carré et sa restriction a Fq et Es.

Inversement, soit o € L(F) telle que 0 o 0 = Idg. Retrouver des espaces Ej et Es de maniere a
ce que o provienne de la construction ci-dessus. Associer un projecteur a o de fagon naturelle.

f) Pour chacune des conditions suivantes, déterminer un espace E et une application ¢ € L(E)
qui la satisfassent :

Imp =Keryp, ImpnKerp=1{0}, Imp+Kerp=F, (ImcpCKergpet Imgp#Kercp).

g) On suppose que K = R. Montrer que dim E est paire si et seulement s'il existe une application
linéaire ¢ € L(F) telle que Im ¢ = Ker ¢, si et seulement s’il existe une application ¢ € L(E) telle
que Y oy = —Idg.

Que subsiste-t-il de ces résultats si K =C ?
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h) On suppose dim F finie. Soit ¢ € L(F). Exhiber ¢ € L(F) inversible et m € L(E) tels que
2 =met porhp =m.

i) Soit F, F' de dimension finie, W un sous-espace de F et
A={pe L(E,F), W C Ker ¢}

Est-ce un sous-espace de L(E, F') 7 Si oui, quelle est sa dimension ?

Les trois exercices qui viennent sont plus délicats, mais par exemple le j) sera vraiment utile
plusieurs fois.
j) Soit E, F, G trois espaces, ¢ : E — F et ¢ : E — G linéaires. Montrer I’équivalence :

30 € L(F,G), Yy =00¢ <= Keryp C Ker.

k) (Une caractérisation des homothéties.) Soit ¢ : E — E une application linéaire telle
que pour tout z € E, la famille (z, p(z)) soit liée. Montrer que ¢ est une homothétie.

1) (Centre de L(FE).) Soit ¢ € L(FE) une application linéaire qui commute a L(E) : pour tout
Y € L(E) on a p o =1)op. Montrer que ¢ est une homothétie.

(Indication : S’il existe x € E tel que (z,p(z)) soit libre, considérer 0 : z — x + p(x) pour en
tirer = 0, une contradiction, et conclure avec k).)

Théoréeme du rang et applications

a) Démontrer le théoréme du rang sous la forme : soit ¢ : E — F linéaire et E’ un supplémentaire
de Ker . Alors la restriction de ¢ & E’ établit un isomorphisme sur Im ¢. En déduire, lorsque E
est de dimension finie, la relation bien connue :

dimKer ¢y +rgy = dim E.

Jusqu’a la fin du 5°, on suppose E de dimension finie.

b) Soit f,g € L(F) tels que go f =0, f + g =Idg. Montrer que rg f + rgg = dim E.

c) Soit F' et N deux sous-espaces de E. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour
Pexistence de ¢ € L(F) tel que Imp = F et Kergp = N.

d) Déterminer sup(rg ¢ + rge), le sup étant pris sur I'ensemble des couples (p,%) € L(E)? tels
que Yo =0.

e) Soit ¢ : E— F et ¢ : F — G linéaires. Montrer que rg(¢y o ¢) < max(rgv,rg ). Montrer que
si p (resp. 1) est inversible, alors rg(y o ) = rg1) (resp. rg(y o ) =rg ).

f) Méme situation. Montrer que dim Ker(p o) < dim Ker ¢ + dim Ker .

Théme : noyaux et images itérés

On se donne une endomorphisme linéaire ¢ sur un espace de dimension quelconque E. On veut
étudier la suite de sous-espaces :

K, =Kery", I,=Im¢" (neN).

Trivialités et exemples

a) Montrer que pour tout n on a K,, C K41 et I, D I41.

b) Vérifier que si I, = I,,41 (resp. K, = Ky41), alors on a I, = Ip,qp (resp. K, = K,p,) pour
tout p > 1.

On dit alors que la suite stationne a partir de n.

c) Montrer que si la dimension de E est finie, les deux suites stationnent & partir d’un certain
rang.
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d) En dimension infinie, tout peut arriver : aucune suite ne stationne, exactement une stationne
ou les deux stationnent. Donner un exemple (avec dim £ = 400) correspondant aux quatre cas
possibles.

(Indication : Pour les cas délicats, on pourra penser a la dérivation sur les polynémes et sur
R[X, X 1], les polynomes en X et X 1)

Plus de précisions

a) Montrer que si I,, = I;,11 et K11 = K49, alors K, = K, 41.

b) En déduire que si la suite (I,), stationne & partir de m et la suite (K,), stationne & partir de
p, alorson a: p<m.

c) Procéder de méme en échangeant image et noyau. En déduire que si les suites stationnent,
c’est a partir du méme entier.

d) Montrer que si les suites stationnent & partir de n, on a : E = I, ® K.

Theéme : espace vectoriel cyclique par rapport a un vecteur

Soit E un espace de dimension n, ¢ un endomorphisme de £, On note

Clp) ={v € L(E), pop =v o},
Plp) = {agld + a1+ - + arp* | k>0, (ag,...,a) € KF}.

a) Quelle relation y a-t-il entre C(yp) et P(p) ?
b) Vérifier que C(p) et P(p) sont des sous-algeébres de I’algébre des endomorphismes de F, i.e.
des sous-espaces stables par produit.

On supose désormais qu'’il existe un vecteur v tel que (v, (v),..., " 1(v)) soit une base de E.
Evidemment, l'existence d’un tel vecteur n’est pas assurée en général.

c) Quelle est lallure de la matrice de ¢ dans cette base ?

d) Montrer que (Id, @, ..., " !) est une base de P(ip).

e) Montrer que I'application C(p) — E, 1 +— 1(v) est linéaire et injective.

f) En déduire que C(p) = P(p).

(Voir aussi le probleme de synthese.)
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Exercices 2
Matrices

I Manipulations basiques

10

20

Calculs de quelques matrices

a) L’exemple fondamental
Soit m et n deux entiers strictement positifs et A € M,, ,,(K) une matrice m x n a coefficients
dans K. Montrer que ’application

pq: K* — K”
X — AX

est linéaire. Calculer sa matrice dans la base canonique.

b) Soit E = K, [X] I'espace des polynomes de degré au plus n. En donner une base. Montrer que
lapplication de £ — E, P — X P’ — P est linéaire. Calculer sa matrice dans la base précédente.
c) Soit A = (aj;) la matrice 2 x 2 définie par : a;; = 2i+j—2. Montrer que 'application Ms(K) —
Ms(K), M — AM est linéaire. Calculer sa matrice dans la base des matrices élémentaires.

d) Soit ¢ un endomorphisme de rang 1 de K" (avec n > 2).

Montrer que dans une base convenable, seule la premiere ligne de la matrice de ¢ n’est pas nulle.
Une telle base est-elle unique ?

Montrer que cependant le coefficient en haut et a gauche ne dépend pas du choix d’une telle base.
Améliorer le choix de la base de maniére a ce que tous les coefficients soient nuls sauf un.

e) Soit ¢ un endomorphisme de K" tel que dim Ker(p —Id) = n — 1. Montrer qu’il existe une
base et des scalaires (a1, ...,a,) dans laquelle la matrice de ¢ est A dans une base convenable.
Montrer que a, ne dépend pas du choix de la base.

Si an # 1 (resp. a, = 1), trouver une base dans laquelle la matrice de ¢ est B (resp. C). Peut-on
avoir a =07

1 0 0 a 1 0 0 0 1 0 00
0 0 : 0
A= 0 » B= 0 , U= 0
1 : 1 0 1 a
0 0 ap 0 0 a, 0 0 1

Quelques calculs avec les matrices

a) Soit M une matrice n x n de rang 1. Montrer qu’il existe des vecteurs X,Y € K" tels que
M = X.%Y', ot X est une colonne et %Y une ligne.

Montrer que I'on a : M? = tr(M) M. (La trace est définie en II.)

b) On fixe m,n € N*. Pour 1 <i <met 1< j < n, soit E(9) 1a matrice m x n dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui d’indice (4, §), qui vaut 1. Montrer que la famille (E()); ; est une
base de M, ,,(K).

Calculer le produit de deux matrices élémentaires.

c) Soit M une matrice n x n telle que pour tout A, B € M,,(K) on ait : AMB = 0. Montrer que
M = 0.

d) Soit A, B deux matrices n X n telle que pour tout X € K" on ait : AX = BX. Montrer que
A=DB.

10 111
e) Calculer les puissances de 1 1 Jetf| 1 11
01 111

o O =
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f) On note

2 -3 0
A=12 1 =2
4 -2 =2

Calculer A% et A3, en déduire une relation de dépendance linéaire entre A, A% et A3. Montrer que
A est semblable & la matrice diagonale ayant pour coefficients diagonaux 0, —1, 2. Calculer A"
pour tout n.

Trace

Définition matricielle

Soit n € N*. Pour A = (a;;) € M, (K), on pose : tr A =37, a; : c’est la somme des coefficients
diagonaux.

a) Vérifier que l'application tr est linéaire.

b) Constater que pour tout A on a : tr(A) = tr(*A).

c) Montrer que l'on a pour tout A, B : tr(AB) = tr(BA).

Trace d’un endomorphisme

Soit F un espace de dimension n et ¢ un endomorphisme de E. Soit B (resp. B’) une base de E,
A (resp. A’) la matrice de ¢ dans B (resp. B').

a) Quelle relation y a-t-il entre A et A’ ?

b) Montrer que tr A = tr A’.

c) Expliquer comment et pourquoi on peut définir la trace d’'un endomorphisme.

d) Exemple : calculer la trace d’un projecteur.

Formes bilinéaires associées

a) Montrer que les applications M,,(K) x M, (K), (4, B) — tr(AB) et (4, B) — tr(*AB) sont
bilinéaires (i.e. les applications A — tr(AB) et B — tr(AB) sont linéaires) et symétriques.

b) Montrer que ces formes bilinéaires sont non-dégénérées : si pour tout B on a tr(AB) = 0, alors
A = 0. (Utiliser les matrices élémentaires.)

c) On suppose ici que K = R. Montrer que tr(*AA4) > 0, avec égalité si et seulement si A = 0. En
d’autres termes, on a ainsi un produit scalaire sur M, (R).

Des exercices presque indépendants

a) On se donne deux matrices carrées A et B. Résoudre : X — tr(X) A = B.

(Indication : donner pour plus tard un coup de trace a I’équation ; vérifier que lapplication
X — X —tr(X) A est linéaire, calculer son rang selon la trace de A, son noyau, son image.)

b) Soit M une matrice 2 x 2 de trace nulle. Montrer que M est semblable & une matrice dont les
coefficients diagonaux sont nuls. Peut-on généraliser aux matrices n x n 7
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Exercices 3
Dualité

Sauf mention du contraire, F désigne un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

Essentiellement du cours

Hyperplans

On appelle hyperplan de F tout sous-espace qui possede un supplémentaire de dimension 1.

a) Montrer que tous les supplémentaires d’un hyperplan sont de dimension 1. (On donnera deux
preuves : avec un calcul de dimensions, 'autre directe.)

b) Montrer que le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan. Que se passe-t-il si la
forme linéaire est nulle 7

c) Inversement, montrer que tout hyperplan H est le noyau d’une forme linéaire ¢ non nulle.
Justifier 'expression “¢ est une équation de H.”

d) Montrer que deux formes linéaires ont le méme noyau si et seulement si elles sont proportion-
nelles (avec un coefficient de proportionnalité non nul).

On a établi ainsi une bijection naturelle : {hyperplans de E'} «— {droites de E*}.

Orthogonal
Pour P une partie de E, on note P+ = {¢ € E*, Yv € P, {(v) = 0}.

a) Montrer que P+ est un sous-espace de E* et que P+ = (Vect(P))*, ot Vect(P) est 'espace
vectoriel engendré par P. On ne se préoccupera donc plus que de sous-espaces.

Soit F' un sous-espace de E.
b) Vérifier que la restriction a F' définit un morphisme surjectif Res : E* — F™*.
c) Quel est le noyau de Res ? En déduire la formule :

dimF + dim F+ = dim E.

d) En déduire que (F+)* = F, puis que (P*+)* = Vect(P).
Transposition

Soit E et F' deux espaces vectoriels. Pour ¢ : E — F linéaire, on note

to. F* — E*
{ — Lo

a) Montrer que % est linéaire.

b) Montrer que lapplication L(E, F) — L(F*, E*), ¢ + % est un isomorphisme linéaire.

c) Montrer que 'on a (Imy)+ = Kerfp (facile) et Im% = (Ker ) (plus dur ; cela revient &
(re)montrer que pour m € E*, 3 € L(E,K),m =l o ¢ < Keryp C Kerm, cf. fiche 1).

Si E et F sont de dimension finie, en déduire que

rg o = rg'p.

d) Soit B (resp. C) une base de E (resp. F) et B* (resp. C*) sa base duale. Montrer que la
matrice de % dans les bases (C*, B*) est la transposée de la matrice de ¢ dans les bases (B,C).
e) Soit G un troisitme espace. Montrer que si ¢ € L(E,F) et v € L(F,G), alors on a :
(Woyp)="poly.

f) Soit A une matrice m x n. Déduire de c) et d) que rg A = rg'A.

g) Soit B une matrice n x p. Déduire de e) que I'on a : {AB) = 'B'A. Redémontrer cette derniére
égalité directement.
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Systémes d’équations de sous-espaces (vraiment important)
Soit E de dimension n, B = (ey,...,e,) une base de E.

Recherche d’équations d’un sous-espace donné

a) Théorie. Soit F' un sous-espace de E de dimension d. On forme une base de F' et on la
complete en une base de E. En considérant sa base duale, montrer qu’il existe » = n — d formes
linéaires /1, ...,¢, € E* telles que F' = N;_; Ker /;.

b) Pratique. A l'aide de l'algorithme de Gauss, exhiber de telles équations lorsque F' est le
sous-espace de R* engendré par (1,0, —1,2), (—1,1,1,3) et (—1,2,1,8). Généraliser.

Etude du sous-espace défini par des équations

Inversement, on se donne p formes linéaires ¢1,...,¢, € E* et on s’intéresse & F = NY_, Ker ;.
Pour cela, on considere ’application

p: F — KP
vo— (L(v),..., (V).

a) Vérifier que Kerp = F. Au lieu d’étudier p formes linéaires, on étudie donc 1 application
linéaire £ — KP?.

b) Quelle est la matrice de ¢ dans les bases (B,C), ou C est la base canonique de RP 7

c) Onnote r le rang de la famille (¢;);=1 ... p. Quitte a réordonner, on peut supposer que (¢1,...,¢,)
est libre dans E*. Vérifier que F = N;_; Ker ;.

d) Montrer que r = rg(u) et en déduire que dim F' = n — r. (Rappel : on peut calculer le rang
d’une matrice avec les lignes ou avec les colonnes.)

e) Interpréter.

f) Complément. Soit ¢ une forme linéaire dont le noyau contient F' = Ker p. Montrer qu’il
existe 0 : KP — K tel que ¢ = 6 o ¢. En déduire que ¢ est une combinaison linéaire des (¢;)i=1,...p.
g) Pratique. A l'aide de I'algorithme de Gauss, trouver une base du sous-espace de R* défini
par les équations xq1 + brg — x3 — x4 = 0, 221 + 5x9 — 14 = 0. Généraliser.

Divers (un peu) plus concrets

Polynémes d’interpolation

Soit E = K,,_1[X] I'espace des polynoémes de degré au plus n—1. On se donne n scalaires distincts
Aly...,0np.

a) Montrer que la famille formée des formes ¢; : P +— P(a;) est une base de E*.

b) Ecrire une formule pour la base duale (PZ)Fln dans E. Pour P € E, quels sont les coor-
données de F dans cette base 7

On se donne & présent n + 1 scalaires distincts (ay,...,a,) et n+ 1 entiers positifs (ry,..., 1)
On pose N = Y r; +n. On se donne enfin N scalaires 10,...,Z1r;, 20,5229, -5
Tp0s---,%nr,. Montrer qu'il existe un unique polynéme P € Ky_;[X] tel que pour 1 <i < n

et 0 < k < r; on ait : P¥)(q;) = z; k. (Rappel : un polynéome de degré au plus N — 1 a au plus
N — 1 zéros comptés avec multiplicité.)

Dualité en dimension infinie

Donnons-nous deux indéterminées X et D. On note E = K[X] (les polynémes) et F' = K[[D]]
(les séries formelles, c’est-a-dire les sommes infinies de la forme ), -, b, D", ot (by,), est une suite
quelconque de scalaires). B

Pour f =3, .oby,D" € F et P € E, on pose : ®;(P) =" -,b, P(0).

a) Donner un sens & cette somme “infinie”... Vérifier que <I>J_c est une forme linéaire sur E.

b) Montrer que I'application F' — E*, f +— ®; est un isomorphisme.

Interprétation : K[X] est naturellement isomorphe & KN et K[[D]] & KN. La dimension du
premier est card(N), celle du second est card(R) = 2°24(N) > card(N). Ainsi, en dimension infinie,
le dual d’un espace est “strictement plus gros” que l’espace de départ.
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Exercices 4
Algorithme de Gauss et avatars

Interprétation matricielle de P’algorithme
Opérations élémentaires sur les rangées

Soit p € N*. On note I, la matrice identité d’ordre p, Ei(z;») la matrice p X p dont le coefficient
d’indice (7, 7) vaut 1 et les autres 0. On considere les matrices p x p suivantes (D pour dilatation,
T pour transvection, P pour permutation) :

1<i<p, w_ [ N
ackK, a#0 ha T ’
[p—i—l
1
1< ) < p, .. ..
S T, =5+ BEY) - K (8 en position (i, )
1
Iy
0 1
1<i<jij<p ]31(5) :P](f) = Ii i1
1 0
Ip—j—1

On se donne aussi une matrice A de taille m x n.

a) Calculer le produit DZ(V;L)A : vérifier qu’on 'obtient en multiplicant la iéme ligne de A par
a, ce que 'on notera : L; « «L;. Ceci donne la premiere colonne du tableau suivant, que ’on
vérifiera :

‘ration ; ; :
operatio ,a el i,7;8 Z,

ﬂWA‘ 7" A ‘ﬂWAH Amm‘ AT™ ‘AP@

LZ‘HLi—i-ﬂLj L; — L; C; — aC; Cj<_Cj+/BC’i CZHC]

résultat H L, —alL;

b) Calculer les inverses des matrices D, T, P. Avec la formule de changement de base, déduire :

En faisant des opérations élémentaires sur les rangées d’une matrice,
on ne change pas le rang d’une matrice.

Théoréme du rang (4)

L’algorithme de Gauss. On se donne une matrice m X n quelconque A et on lui applique
lalgorithme suivant (A désigne la “matrice courante,” i.e. change a chaque étape) :
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action effet

si A =0, ne fait rien

sinon, choisit un coeff. a;y;, # 0

permute L;, et Ly, Cj, et C1, i.e.

remplace A par Pz(oml) AP](:)1 le coeff. d’indice (1,1) est non nul

multiplie C par %, ie.

remplace A par AD(HL le coeff. d’indice (1,1) est 1

i

remplace L; par L; — a;1 L1 (2 <i<m), ie.
remplace A par T, (m) A fait apparaitre des 0 sur la 1'¢ ligne

t,1;—aiq

remplace C; par C; — a1 C1 (2 < j < n),ie.
n)
7j;_a1,j

remplace A par ATl( fait apparaitre des 0 sur la 1'® colonne

A lissue de cette procédure, on se retrouve avec une matrice de la forme :

ou A’ est une matrice (m — 1) x (n — 1), a laquelle on rapplique cette procédure, et ainsi de suite.
a) Pourquoi ceci a-t-il un sens 7
b) Qu’obtient-on a la fin 7
c) Pourquoi toutes les matrices que l'on écrit sont-elles équivalentes ?
d) Comment peut-on donc interpréter le nombre de coefficients égaux & 1 dans la matrice finale 7
e) Qu'a-t-on démontré ?
1 -2 -1 =2
f) Application numérique: A= -2 1 0 3
1 -5 -3 -3
Décomposition de Bruhat

a) On se donne une matrice n x n inversible. Adapter 'algorithme précédent avec les restrictions
suivantes : on n’a plus le droit de permuter deux rangées ; pour pouvoir faire une transformation
L; — L; + BL; ou C; «— C; + BC}, il faut que l'on ait j < i.

b) Montrer qu’a la fin de l'algorithme, on peut obtenir une matrice qui n’a qu’un seul coefficient
non nul par ligne et par colonne. Une telle matrice est dite monomiale.

c) En déduire que toute matrice inversible peut s’écrire comme produit d’une matrice triangulaire
inférieure, d’'une matrice monémiale et d’une matrice triangulaire supérieure (dans cet ordre).

1 -2 -1 1 -2 -1
d) Application numérique : A = 3 -6 -2 |,B= 3 -5 -3
-2 5 4 -2 6 3

Systémes et algorithme de Gauss

Discussion théorique

Soit A = (aij)izl,...,m,jzl,...,n une matrice mxn et B € K™. Considérons le systeme de m équations
a n inconnues x1,...,Ty :

a11x1  4apxre +... Fapr, = by

anyry  +aspry +... “Faspr, = bo
(S) _

Am1T1 +amaxas +... ‘amnTn = bm.

o8



20

30

a) On note X = (x;)j=1,.n. Vérifier que X est solution de (S) si et seulement si AX = B,
c’est-a-dire si p4(X) = B, ou py : K" — K™ est la multiplication par A.

b) En déduire que 'ensemble des solutions est soit vide (si B ¢ Im p4), soit un espace affine de
dimension n — r, ot 7 = rg A, porté par Ker A (si B € Imp,).!

C’est tout : décevant, non ?

Résolution “pratique”

a) Discuter les systémes dont la matrice est de la forme suivante :

I *
0

*

0 1% «evvnn x |
0 olo ------ 0
0« e 0]0 e 0

ou le premier bloc est r x r avec r = rg(A) et les * représentent des coefficients quelconques.
Dans un systeme de ce genre, on appellera les r premieres inconnues “principales” et les n —r
dernieres secondaires. Décrire les éléments caractéristiques : rg(A), Im p4, Ker p4.

b) Dans l'algorithme de Gauss, on se permet uniquement de permuter les colonnes et on manipule
les lignes comme on veut. A quoi cela correspond-il matriciellement ?

c) En déduire que tout systéme est équivalent a un systéme dont la matrice est comme en a).
d) En déduire une (la ?) méthode de résolution des systémes n X n.

e) Amélioration : Remplacer les étoiles du bloc supérieur gquche de la matrice de a) par des 0.

Systemes, bases et équations de sous-espaces

a) Considérons la famille de vecteurs de K* : F = (1,0,—1,2),(—1,1,1,3),(—1,2,1,8). On note
A la matrice 4 x 3 dont les colonnes sont les vecteurs de F.

Constater qu'un vecteur B € K* est dans I'espace engendré par cette famille (i.e. dans I'image de
©v4) si et seulement si le systeme AX = B a une solution. En résolvant ce systeme, en déduire un
systeme d’équations du sous-espace engendré par F.

Généraliser : donner une méthode pour trouver des équations d’un sous-espace engendré par une
famille dans K™.

b) Considérons le sous-espace de R* défini par les équations x1+5bx9s—x3—x4 = 0, 201 +5x9—24 =
0. Résoudre ce systeme ; écrire la solution générale comme une combinaison linéaire dont les
coefficients sont les inconnues secondaires. En déduire une base de ce sous-espace. (Pourquoi
est-ce une base ?)

'En d’autres termes, SGEASM = SPEASM + SGESSM !
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I Quelques calculs

1° Cas faciles

a) Sachant que 456, 247 et 703 sont divisibles par 19, montrer que

b) Calculer, pour a,b,c € R

Exercices 5

Déterminants
4 27
5 4 0 | aussi.
6 7 3
1 1 1 1 1 1
sina sinb sinc |et | cosa cosb cosc
cosa cosb cosc cos2a cos2b cos2c

c) Calculer le déterminant d’une matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf un par ligne et
par colonne qui vaut 1, en fonction de la permutation associée.

d) Calculer le déterminant d’une matrice élémentaire. En déduire l'effet d’une transformation
élémentaire sur le déterminant.

e) (Plus dur.) Calculer le rang de la comatrice en fonction du rang de la matrice. (On distinguera
trois cas : rang =n, =n—1, <n—2.)

2° Déterminant de Vandermonde (cf. probléme de synthése)

On se donne n scalaires distincts aq,...,a,. On pose : A, = det(aéfl)m:l,___,n.
a) Calculer A, par récurrence : retrancher la derniére colonne de toutes les autres et factoriser
ce que 'on peut ; avec des manipulations sur les lignes, faire apparaitre A, _q.
b) Vérifier que si on le considére comme un polynéme en a,, A, est de degré exactement n — 1.
Calculer son coefficient dominant et exhiber n — 1 racines. En déduire une relation de récurrence

puis la valeur de A,,.

3° Matrice compagnon (cf. probleme de syntheése)

On donne ay, ..., a,_1 € K. Calculer :
—x 0 0 —ay
1 -z . : —a1
0
0
1 —=z —Qp—9
0 -+ -+ 0 1 —z—ap

(Commencer avec n = 2, n = 3, puis le cas général.)

4° Une formule sommatoire

On considere le déterminant (n + 1) x (n + 1) suivant :

1
1
1

— = = e

0 0 (z+1)
2 0 : (z +1)?
3 3 : (x+1)3
L, Gy O 0 @t
cL e Ol (1)
G G CZ:L% (z + 1)
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a) Calculer P,(z) — P,(z — 1).

b) Calculer P,(m) pour m € N.

c) En déduire une expression de ) ;" | k™.

d) Application numérique : n=1,n =2, n = 3.

Un exercice
On pose D1 =1 et pour n > 2 on considere le déterminant (n — 1) x (n —1) :
3 1 ... 1
D, — 1 4
: . . 1
1 -+ 1 n+1

a) Montrer que I'on a pourn >2: Dypyq = (2n+1)D,, —n® Dy, 1.

D D D D,_
b) En déduire que*ﬂ——nzl no_ _—nol )
(mn+1)! n!l n41

c) En déduire que D,, = n!(1+---+1/n).

n! (n—1)!

Theme : déterminant de Cauchy

Soit n > 1 et ay,...,an,b1,...,b, € K. On suppose que les a; sont distincts, que les b; aussi, et
que pour 4,j =1 amn,on a: a; +b; # 0. On veut calculer :

ai1+b1 a1+bn
A, = : :
an+b1 an+bn
Pour cela, on introduit pour tout z1,...,z, € K la fraction rationnelle :
F(X) = :
(X) Z X +b;
=1
et le systeme linéaire d’inconnues x1,..., %, :
( T x
1 4. 4 = 0
ai + by a4by,
(5) L T
ap—1 + b1 an—1+ by
T In
an + by an + by

a) Constater que (S) équivaut a F(a,) =1 et F(a;) =0 (1 <n—1).

b) Montrer I'existence et 'unicité de P(X) de degré < n — 1 tel que :
PX)

H?=1 (X +b;)

et que les relations de a) soient satisfaites. Donner une expression de P(X).

c) En développant F(X), montrer qu’il existe une unique solution de (S). Donner & I'aide du
développement une expression de z,.

F(X) =

n—1

d) Avec les formule de Cramer, vérifier que z,, =

TT(a: — a)(bi — b))

i>j

e) En déduire par récurrence que A,, = -

IT (@i +))

1,7=1
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Exercices 6
Réduction des endomorphismes

I Réduction de matrices particulieres

10

20

Divers fastoches

a) Que représente géométriquement une application diagonalisable sur R? ?

b) Quand une matrice de rang 1 est-elle diagonalisable ?

c) Diagonaliser les symétries ; les projecteurs. En particulier, montrer que le rang d’un projecteur
vaut sa trace.

d) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice dont tous les coefficients valent
1.

e) Trouver valeurs et vecteurs propres de la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux
des deux diagonales, qui valent 1.

f) Supposons qu’une matrice soit diagonalisable et nilpotente. Qu’en dire ?

g) Supposons qu'une matrice n’ait qu’une valeur propre. Quand est-elle diagonalisable ?

h) Soit ¢ € L(E). Montrer que I'ensemble des 1) € L(E) tels que 1oy = 0 est un espace vectoriel
et calculer sa dimension.

Application : on considere ¢ : L(E) — L(E), ¢ — o). Montrer que ¢ et ® ont les mémes
valeurs propres. Montrer de plus que ® est diagonalisable si et seulement si ¢ 'est.

i) Supposons A € M,,(K) diagonalisable. Donner un programme pour calculer A* (k € N).

J) Quels sont les sous-espaces de K™ stables par une matrice diagonalisable ?

k) On fixe une norme raisonnable ||.|| sur M,,(C), par exemple ||A|| = sup;<; j<, [a;|.

Soit T" une matrice triangulaire. Montrer que pour tout € > 0, il existe D diagonalisable telle que
|| — D|| <e. (Modifier légerement les coefficients diagonaux de T' de maniére a les rendre tous
distincts.) En déduire que ’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C) (pour
la topologie induite par la norme [|.||).

1) Application : démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton sur C. (Les coefficients de x4
dépendent contintiment des coefficients de A. Si une suite (A, )nen tend vers A, il en résulte que
les coefficients de (x4, Jnen tendent vers ceux de x4, puis que la suite de matrices (x4, (An))nen
tend vers x4(A). On approche A par des matrices A,, diagonalisables, pour lesquelles ’égalité
XA, (An) = 0 est triviale, et elle donne a la limite x4(A) = 0.)

Déterminant circulant

Soit ag,...,an—1 € C. On cherche & calculer le déterminant de la matrice suivante :
ay a1 az - ap_1
On—1
Alag, .. an—1)= | -, . . gy
4 . e o
a1 as - an_1  ag
a) Constater que A(ag,...,a,—1) est un polynéme en A = A(0,1,...,0). Comment interpréte-t-

on “géométriquement” A 7

b) Calculer A”. En déduire que A est diagonalisable, puis les valeurs propres et les vecteurs
propres de A. En particulier, on écrira la matrice de passage vers une base propre de A. Que
reconnait-on 7 (Voir probleme de synthese.)
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c) Lorsque A est une matrice quelconque et P un polynéme quelconque, donner une formule pour
det(P(A)) en fonction des valeurs propres de A. (Commencer par une matrice diagonale, puis
triangulaire, puis quelconque.)

d) Appliquer a notre matrice circulante A.

Compléments

Applications du lemme des noyaux

On cherche I'ensemble F' des fonctions f : R — R telles que pour tout € R on ait : f(¢t + 2) —
5f(t+1)4+6f(t) = 0. Pour cela, on considere I'espace réel des fonctions de R dans R et 'opérateur
D:E — E défini par : (Df)(t) = f(t+1).

a) Qui sont les éléments de Ker(D — 1d) 7

b) Pour A > 0, déterminer un élément simple de Ker(D — Ald). Avec l'idée de la méthode de
variation de la constante, déterminer alors la forme générale des éléments de Ker(D — \Id).

c) Vérifier que F = Ker(D? — 5D + 6Id) et appliquer le lemme des noyaux pour conclure.

Polynéme caractéristique d’un produit

On suppose K infini.

a) Soit A et B deux matrices carrées. Montrer que si A est inversible, alors xap = xpa. (Con-
stater que AB et BA sont semblables.)

b) Pour ¢ € K, calculer x444a(X) en fonction de t et x4(X). Constater que pour presque tout
t € K, A+ tld est inversible. En déduire que pour A quelconque, on a : xap = XBA-

c) Extension. on prend A € M;,x,(R) et B € Myxm(R). On considére alors les matrices
(m 4+ n) x (m + n) suivantes (préciser les formats) :

(). - (3

En appliquant le résultat précédent & A et B, trouver une relation entre x4p et x54.
d) Peut-on supprimer ’hypothese sur K ?

Diagonalisation simultanée

Soit E de dimension n et ¢,1 € L(E).

a) On suppose que @ et 1 sont diagonalisables dans la méme base. Montrer que ¢ et ¢ commutent.
b) Soit F un sous-espace de E stable par ¢. Montrer que si ¢ est diagonalisable, alors la
restriction de ¢ a F' est diagonalisable. (Par le cours, ¢ annule un polynéme scindé & racines
simples ; il en est alors de méme de sa restriction a F'.)

c) Supposons que ¢ et ¥ commutent. Montrer que tout espace propre de v est stable par ¢. En
déduire que si ¢ diagonalisable, alors sa restriction a tout espace propre de i est diagonalisable.
d) Montrer enfin que si ¢ et 1 sont diagonalisables et commutent, alors elles sont diagonalisables
dans la méme base.

e) Généralisation. Dans un espace de dimension finie n, on se donne une famille (y;);er (I
pas forcément fini) d’endomorphismes diagonalisables qui commutent deux a deux. Montrer qu’ils
possedent une base commune de vecteurs propres.

(On raisonnera par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est clair. Si tous les ¢; sont des homothéties,
c’est clair. Sinon, I'un des ¢; a au moins deux valeurs propres. On applique I’hypohese de
récurrence a ses espaces propres avec b).)

Polynéme minimal

Soit F un espace de dimension finie sur K et ¢ € £L(E). On considere 'application

eval, : K[X] — L(F)
P +— P(y).

a) Vérifier a nouveau que eval, est un morphisme d’algebres. Est-il surjectif en général ?
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b) Est-ce que eval, peut étre injectif 7 En déduire I'existence d’un polynéme p, de degré minimal
et de coefficient dominant 1 appartenant au noyau de eval,,.

c) Montrer I'unicité de p,. On appelle i, le polynéme minimal de ¢. (Si p1 et pp conviennent,
constater que py — pg est de degré strictement plus petit.)

d) Montrer que si P € Kereval,, alors pu, divise P. (Effectuer la division euclidienne de P par
fip-)

e) Montrer que pu, divise x,.

f) Inversement, montrer que toute racine de i, est une racine de x,. (Rappel : Ker(¢ — Ald) C
Ker(¢ — Md)* pour tous A, k.)

P

Petit challenge

Soit A, B deux matrices carrées complexes de méme taille. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

e il existe une matrice X non nulle telle que AX = X B ;

e A et B ont une valeur propre commune.
(Indicaton : pour le sens “du bas vers le haut”, prendre X de la forme U %, ott U est un vecteur
propre de A et V un vecteur propre de ‘B pour la méme valeur propre.
Dans 'autre sens, on commence par supposer que B est diagonale. Ecrire les colonnes de AX et
de X B en fonction des colonnes de X et conclure dans ce cas. Etendre 'argument au cas ou B
est triangulaire (une tout petite précaution supplémentaire suffit). Conclure dans le cas général
en trigonalisant !)

Anecdote

Une dépéche Reuters du 19/3/2002 rapportait que “la péninsule Antarctique a chauffé de 36 degrés
Fahrenheit dans les cinquante derniéres années, bien plus vite que n’importe ou dans le continent
glacé ou dans le monde entier.”

Or, larticle de synthese de “British Antarctic Survey” d’ou était tirée l'information précisait
que “dans les cinquante derniéres années, la péninsule Antarctique s’est réchauffée de 2,5 degrés
Celsius.”

Rappelons que la température en Fahrenheit °F s’obtient de la température en Celsius °C' par la
formule °F = %OC + 32. Et on a bien : 36 = %2, 5+ 32.

Qu’en pensez-vous ? (Oui, bon, ¢a n’est pas palpitant, mais ¢a meuble dans une page un peu
vide.)
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Exercices 7
Algebre linéaire dans R? et R3

Sauf mention du contraire, on munit R? et R? de leurs structures euclidiennes standard : on note
alors (.,.) le produit scalaire.

Du concret, du palpable

Reconnaissance de matrices

Programme indicatif de reconnaissance :
e la matrice est-elle symétrique ?
e la matrice est-elle orthogonale 7 unitaire ?
e quelles sont ses valeurs propres ?
e quelle est sa nature géométrique ? (rotation, projecteur, symétrie, affinité, transvection, etc.)
e quels sont ses éléments caractéristiques ? (i.e., axe et angle d’une rotation, espaces propres
pour une symétrie ou un projecteur, etc.)

173 —4 1 /-9 12 1 /23 36 1 37 9
5\4 3 25\ 12 16 )7 25\ 36 2 )7 25\ —16 13

[ 21 -2 L[5 24 5 —2 4
sl 22 1), 528 2) S|-258 2
1 2 2 4 2 5 —4 -2 -5

Sous-espaces stables

Quels sont les sous-espaces stables par la matrice :

On remarquera qu’une droite stable est nécessairement portée par un vecteur propre de A et qu'un
plan stable est ’'orthogonal d’un vecteur propre de ‘A.

Produit vectoriel

On se donne w = (a,b,c) € R? et on considere ¢ : R3 — R3, v — w A v.

a) Vérifier que ¢ est linéaire. Ecrire sa matrice dans la base canonique ; dans une base or-
thonormée dont w est le premier vecteur.

b) Géométriquement, que fait ¢ 7 Noyau, image de ¢ 7

c) On donne de plus u € R3. Discuter I'équation w A v = u, d’inconnue v € R3.

d) On suppose pour simplifier que ||w|| = 1. Ecrire une formule pour la rotation d’angle § € R
autour de w.

e) Vérifier les assertions du cours concernant l'aire du parallélogramme et le volume du par-
allélépipede.

Du plus théorique

Projections orthogonales

a) Soit E un espace euclidien de dimension finie et 7 € £(E) un projecteur : 7> = 7. Montrer

que 7 est égal a son adjoint si et seulement si son image et son noyau sont orthogonaux.
b) Soit IT € Mat,(R) (ott n € N*). On suppose que II? = II. Montrer que ‘IT = II si et seulement
si KerIT L Im1I.
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Des remarques utiles

a) Soit p une rotation d’angle # autour de w et g une isométrie quelconque. Montrer que gpg~!

est la rotation d’angle 6 autour de g(w).
b) (Variante.) Soit o une réflexion par rapport & I'hyperplan H et g une isométrie quelconque.
Montrer que gog~! est une réflexion par rapport a g(H).
¢) Pour une application linéaire ¢ de R™ euclidien, les conditions suivantes sont équivalentes :
o Vu,0' €R", (p(v),p(v)) = (v,0) ;
e WweR" o) =lvll;
e la matrice A de ¢ dans une base orthonormée est orthogonale : 'A A = Id.
d) Si F est un sous-espace stable par une isométrie, il en est de méme de son orthogonal. Ceci
est intéressant en particulier pour les espaces propres.
e) Quelles peuvent étre les valeurs propres réelles d’une isométrie de R™ ?

Engendrement de O3 par les réflexions

a) Montrer que la composée de deux réflexions est une rotation. Comment trouver laxe et
I’angle 7

APPLICATION NUMERIQUE. On consideére la composée des réflexions de plans 2z +y — z = 0 et
x —y — 2z = 0. Déterminer la matrice des reflexions, de leurs composée (dans l'ordre que 1'on
voudra), l’axe et 'angle de la composée.

b) Montrer que toute rotation peut s’écrire comme le produit de deux réflexions. En déduire que
toute isométrie de R3 peut s’écrire comme le produit d’au plus trois réflexions.

Si on écrit une isométrie de R? comme produit de réflexions, que peut-on dire de la parité du
nombre de réflexions ?

APPLICATION NUMERIQUE. Trouver une décomposition explicite pour

2 1 -2 2 1 -2
1 2 2 1 t 1 2 2 1
p— J— p— e p— J— J—
3 3

1 2 2 -1 -2 -2

Engendrement de SO3 par les demi-tours

a) Déterminer la composée de deux demi-tours d’axes orthogonaux.

b) En déduire que SOj3 est engendré par les demi-tours.

Simplicité de SOj

On suppose que G C SO3 est un sous-groupe non réduit a {Id} et distingué, i.e. tel que pour tout
¢ € G et tout g € G, on ait gpg~! € G.

a) Pour ¢ € SO3 on pose : cosp = (trp — 1). Pourquoi ?

b) Montrer qu'’il existe ¢ € G tel que cosy < 0. (Prendre des puissances d’un élément non
trivial.)

c) Montrer qu'il existe v € R3 tel que {(v),v) = 0. (Faire un dessin.)

d) On note D la droite engendrée par v, D' la droite engendrée par ¢(v) et p le retournement
autour de D. Se rappeler que ppp~! est le retournement autour de D’. En déduire que ¢ =
pappapfl est un retournement.

e) Vérifier que G contient le retournement . En déduire que G contient tous les retournements,
puis que G = SOs.
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Exercices 8
Un zeste de géométrie affine
(et un peu euclidienne)

Deux applications affines dans R?

Considérons les applications suivantes :

R? — R? g: R? — R?

) =G5 G) =G

a) Quels sont les points fixes de f 7 deg ? de fet g ?

b) Effectuer une translation de repeére qui vous parait appropriée compte-tenu de a).

c) Caractériser f et g : nature, éléments “caractéristiques”,...

d) Que pensez-vous du groupe engendré par f et g (dans les bijections de R? dans R?) ?

Affinités du plan complexe

a) Sizg € C,0 € RetreRT, quelle est 'expression de 'affinité de centre zg, d’angle 6 et de
rapport r ?
b) Pour quelles valeurs de a,b,c,d,u,v € R I'application suivante est-elle une affinité :

R? — R?
T . ar + by + u 2
Y cx+dy+v
Donner, lorsque c’est le cas, les éléments caractéristiques en fonction de a,b,... (centre, angle,

rapport).
Changement affine en statistiques

On se donne une série statistique, i.e. une famille finie de réels zi,...,z,. On effectue un
changement de variable affine, ¢’est-a-dire qu’on pose

T =ax; +b
pouri=1,...,n et pour a,b € R fixés.
Quels sont la moyenne et I’écart-type de la nouvelle série 7
Suites “affines”
Soit a,b € C. Considérons I'ensemble &, des suites récurrentes qui vérifient :

() Vn eN, upt1 = au, +b.

a) Vérifier que &, est un sous-espace affine de I'espace des suites. Quid de &, ?

b) Soit (uy)nen. Pour quelles valeurs de a,b peut-on trouver une suite (v,)nen € & avec v, =
Uy +c 7

c) En discutant selon les cas de k), décrire toutes les suites de &, .

d) Mémes questions avec

() Vn € N, upto = Upy1 + up + 0.
e) Etudier le cas général : si ag,...,ax_1,b € C, que dire des suites qui vérifient
(8) Vn €N, upik = agp_1Uptk—1+ -+ + aguy + b7
On ira voir le probleme de synthése et on discutera selon les racines de P(X) = X" — Z;é ap Xk,

Le cas le plus facile est le cas ou P est scindé a racines simples et P(1) # 0.
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Un critére pour les applications affines

On se place dans l'espace affine R"™ que 'on munit d’'une norme quelconque. Soit ¢ : R” — R"
une application continue qui préserve le milieu : si I est le milieu d’un segment [AB] alors (1)
est le milieu du segment [p(A)p(B)]. On veut montrer que ¢ conserve le barycentre.
a) Pourquoi suffit-il de montrer la conservation du barycentre de deux points Ay et Ay ?
Fixons donc 2 points Ag et Aj, leurs images A{, et A}. On prend les reperes (AO,AO_Al) et
( 6,A6_;4’1) des droites (AgA;) et (AjA)), de sorte que les points Ag et Af (resp. A; et A}) ont
pour abscisse 0 (resp. 1).
b) Vérifier que la conservation de tout barycentre de Ay et A; équivaut aux deux propriétés
suivantes :

e l'image de la droite (AgA;) est la droite (AyA)) ;

e labscisse de M € (AyA;) dans le repere (Ag, AgA;) est égale a abscisse de M’ = (M) €
(AjA)) dans le repere (A, Aé;‘l’l)
c) Pour ¢ € Z, on note Ay le point d’abscisse £ et A, = ¢(A;). Montrer que I'abscisse de A} est
k.
d) Soit p € Z et k € N. Montrer que le point d’abscisse p/2F de (AgA;) est envoyé sur le point
d’abscisse p/2F de (A)A}). (On vient de faire le cas k = 0 ! Faire une récurrence sur k.)
e) Rappelons la densité de I'ensemble des nombre dyadiques {p/2* | p € Z,k € N} dans R
(existence d'un développement dyadique, analogue au développement décimal mais en base 2 !).
En utilisant une suite de points de (ApA1) qui ont une abscisse dyadique qui tend (la suite !) vers
un point donné de cette droite, conclure.
f) Que se passe-t-il si on ne suppose plus ¢ continue ?

Les isométries sont affines.

Soit ¢ une isométrie de 'espace affine euclidien R".

a) Vérifier que ¢ est continue.

b) Vérifier que le milieu d’un segment [AB] est 'unique point I de R™ tel que AI = IB = AB/2.
En déduire qu’une isométrie préserve le milieu.

c) Conclure.

Un probléme curieux

Considérons, dans le plan affine, un nombre fini de points distincts tels que sur toute droite passant
par deux d’entre eux, il y en ait un troisieme. Montrer qu’ils sont tous alignés.

(Indication : Le probléme est purement affine, et pourtant... Choisissons un produit scalaire (coup
marqué de deux points d’exclamation dans les manuels d’échecs !). Choisissons (si les points ne
sont pas tous alignés) la hauteur la plus courte d’un triangle dont les sommets appartiennent a
notre ensemble. En utilisant le troisieme point du coté opposé a cette hauteur, trouver un triangle
avec une hauteur encore plus courte.)
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Probleme de synthese :
Suites récurrentes,
matrices compagnon,
matrice de Vandermonde

On fixe un entier n € N et une indéterminée \.
Afin de ne pas perdre le fil, on aura sans doute intérét a traiter un cas particulier. Par exemple :

K=R,n=2 X=0, =1 f(o)=f(\1) = —1, soit f(A\)=A2—\—1.

Matrice et déterminant de Vandermonde

On se donne n scalaire distincts Aq, ..., A,. On pose :
D VIR Vit D VIR Ut
_ 1 )\'2 )tg—l RN 1 )\.2 )\‘3—1
| D VD Vi 1 Ay oo ADL

Interprétation de V

Pouri =1,...,n, notons ¢; '’évaluation en A; sur l'espace K,,_;[A] des polynémes de degré < n—1,
ie. £i(g) = g(\i).

a) Montrer que I'application K,,_1[A] = K", g — (g(\;))i=1,...n est linéaire et injective.

b) En déduire que (¢;);=1,...n est une base du dual de K,,_;[A].

c) Donner une formule pour la base duale (L;)i=1, . dans K,_i[A].

d) Montrer enfin que V' est la matrice de passage de la base (L;)i=1, . & la base (Ajfl)jzl,___,n.
En particulier, on a A,, # 0.

e) Remarquer que ce qui précede peut s’interpréter de la fagon suivante : pour tout (yi,...,yn) €
K", il existe un unique polunéme g de degré au plus n — 1 tel que g(\;) =y; (i =1,...,n).

f) Extension (inutile dans la suite) : si on se donne n entiers rq,...,7, € Net N =>"" r;—n
scalaires (Y1,0,- - Y1,r—1>Y2,05 -« - s Y2,r0—1» - - - s Yn,0 - - - s Yn,rn—1), il €xiste un unique polynoéme g de
degré au plus N — 1 tel que g(k)()\i) =yippouri=1,....netk=0,...,7.

Trois méthodes de calcul de A,

a) Calculer A, par récurrence : retrancher la derniére colonne de toutes les autres et factoriser
ce que 'on peut ; avec des manipulations sur les lignes, faire apparaitre A, _1.

b) Vérifier que si on le considére comme un polynéme en \,, A, est de degré exactement n — 1.
Calculer son coefficient dominant et exhiber n — 1 racines. En déduire une relation de récurrence
puis la valeur de A,,.

c) Soit L,(\) = Z?;OI 2; X'~ un polynome de degré < n — 1. Montrer que les relations

Vi<n—1, L,(A;)) =0et L,(A\y) =1

sont satisfaites si et seulement si X = (x1,...,2,) est solution du systeme V' X = (0,...,0,1). En
déduire que ce systéme possede une unique solution et calculer xz,,. Appliquer alors les formules
de Cramer pour obtenir une relation de récurrence sur A,,.

d) Pourquoi la formule précédente reste-t-elle valable lorsque deux des \; sont égaux ?

e) Formule pour l’inverse (inutile dans la suite) : On revient au cas ou tous les \; sont
distincts. D’apres ce qui précede, pour tout (yi,...,y,) € K", il existe un unique polynéme
P) =Y 2 X tel que P(\) =y; (i=1,...,n). On aen fait : P(A\) = > v; L;(\). En
remarquant que la résolution du systeme V X =Y revient & calculer les coefficients de P, vérifier
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que l'inverse de V' a pour coefficient d’indice (i, j) :

(_1)1172‘ O'n,i()\l, e ,)\];1, >‘j+1’ e >>\n)
[Tes (A5 = Ao) ’

ou o;_1 désigne la fonction symétrique élémentaire de degré i — 1 ; par exemple, oo((zx)r) = 1,
o1((@r)k) = 2ok Thy 02((Zh)k) = Dopep T T4, et

Matrice compagnon

n—1

On se donne un polynéme quelconque f(A) = N + > """ a; Aol ag,...,an—1 € K. On pose

0 1 0 0 0 0 —ag
: U - : 1 —ay
c=cih)=1 - 0 =1
0 -0 .- 0 1 Do 0 —ay
—ao —a1 - —ap-2 —0n-1 0 0 1 —apa

Polynémes caractéristique et minimal

a) Montrer que le polynome caractéristique de C' est : det(AId — C) = f(N).

(Commencer avec n = 2, n = 3, puis le cas général.)

b) Soit e; = (1,0,...,0) € K*. Constater que pour i < n, ‘C*"le; est le ieme vecteur de la base
canonique et calculer {C"e;.

c) On note P(*C) = {g(*C), g € K[\]} l'algebre des polynomes en ‘C. Montrer que 'application
P(tC) — K", B — Be; est linéaire et injective.

d) Soit ¢ € K[\ un polynéme de degré < n — 1. Montrer que g(*C) # 0. (Appliquer &
(1,0,...,0) € K*.) En déduire que le polynome minimal? de !C est f.

e) En déduire que ‘C est diagonalisable sur K si et seulement si f est scindé & racines simples
dans K. Retrouver ainsi (sans calcul) le résultat de a).

f) Pourquoi ces résultats restent-ils vrais pour C' 7

Matrices compagnon et de Vandermonde

On suppose désormais que f(X) = [[;-; (A — A;), ol les \; sont n éléments distincts de K.

a) Vérifier que pour i =1,...,n, (1, A, ... ,)\?_1) est un vecteur propre de C.

b) En déduire la formule : C =% D% =1 ot V est la matrice de Vandermonde de la partie I et
D est la matrice diagonale dont les valeurs propres sont Aj, ..., A,.

c) En déduire une fagon commode pour calculer C* (k € N) en connaissant V! par L.

Suites linéaires récurrentes

Soit E D'espace des suites a valeurs dans K. Dans cette partie, on se donne ay, ..., a,_1 € K, avec
ap # 0 et on pose f(A) = A"+ Z:‘L;ol a; \'. On veut étudier I'ensemble Ey des suites (uy)ren € F
telles que 'on ait :

(V) VkeN, upyn+an—1ugin_1+---+agur =0.

Définition et structure générale

On note D I’endomorphisme (décalage) de E qui a la suite (ug, u1, ... ) associe la suite (u1, ug, ... ).
a) Déterminer les espaces propres de D.

b) Vérifier que E; = Ker f(D).

c) Vérifier par récurrence que la donnée de Uy = (ug, ..., un—1) € K" détermine les n premiers
termes d’un unique élément u = ¢(Up) de Ey.

2(est le polynéme unitaire de degré minimal qui annule *C.
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d) Montrer que I'application ¢ : K" — E est un isomorphisme linéaire.
e) Dans la suite, on notera (u(i))i:17,,,,n I'image de la base canonique de K™ par . Quelle est la
matrice de D dans cette base ?

2° Suites récurrentes et matrice compagnon
Etant donnée une suite v € F on associe la suite U = (Ug)ren & valeurs dans K" définie par :
Uk = (Ug, Ukt 1y -y Uktn—1)-
a) Montrer que u € Ef si et seulement si Uy = C Uy, ot C est la matrice compagnon de f de
la partie II.
b) Pour u € Ef, donner une expression de Uy en fonction de k, C' et Up.
c) Expliquer lintérét qu’il y a a supposer f scindé a racines simples.

3° Cas d’un polynéme scindé a racines simples
On suppose désormais que f(A) =[] (A —X;), ot A,..., A, sont distincts dans K et non nuls.
a) Avec le lemme des noyaux, montrer que Ey = @) Ker(D — A; Id).
b) Montrer que les n suites géométriques de premier terme 1 et de raison Ay, ..., A, forment une
base de Ef.
c) Quelle est la matrice de passage de la base (u(i))izl,___m a la base ((A?)keN)j:me ?

4° Approche par séries génératrices
On reprend les notations précédentes. A toute suite u € F, on associe la série formelle > 5>0 Uk A

a) Soit u € Ey. En multipliant (V) par A"tE montrer que l'on a

g\

N =

Z Uk h(\)

k>0

ou h(A) =14ap_1 A+ ---+ap A" et g(\) est un polynoéme de degré <n — 1.

b) Vérifier que 'on a g(A\) =, <Z£:0 ) uk> Xt (ou corriger la formule).

c) On remarque que le dénominateur est : h(\) = A"f(A~!). Quel est consécutivement le lien
entre les racines de f et les racines de h ?

d) On suppose désormais que f est scindé & racines simples. Montrer que h(X) = [[i~, (1 — A \;).
e) En décomposant la fraction g(\)/h(A) en éléments simples, puis en développant en série entiere,

montrer 'existence de cy,...,c, tels que
n
St =3 (St o
E>0 E>0 \i=1

f) On retrouve ainsi la forme des solutions. Comment calculer les ¢;, étant donnés Uy =
(ug,...,up—1) 7 (On remarquera que cela revient, via ¢, a se poser le probleme de 3°c).
g) Que se passe-t-il si f a des racines multiples ?

IV Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Dans cette partie, on note E l’ensemble des fonctions dérivables n fois, D : E — E, y — v la
dérivation et y?) = Di(y). On se donne de nouveau un polynéme f(\) = A" + S0 a; A € K[)]
et on appelle £y 'ensemble des solutions de I’équation différentielle :

n—1
(V) g™ 4+ Z a;y® = 0.
i=0

1° Approche “manuelle”

a) Avec le théoréme des accroissements finis, déterminer le noyau de D et le noyau de D¥ (pro-
prement).

3Plus précisément, on met sur F la structure d’algeébre qui permet de I'identifier aux séries formelles.
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b) A laide de la méthode de variation de la constante, déterminer le noyau de D — AId et de
(D — AId)*. On précisera en particulier leur dimension.

c) Vérifier que Ey = Ker f(D).

d) Avec le lemme des noyaux, décrire la forme de la solution générale de I'équation (V). En
déduire en particulier la dimension de E;.

e) On suppose que f est scindé et a n racines simples A, ..., \,. Préciser la réponse de la question
précédente avec une base de Ey.

Retour de la matrice compagnon

On présente une autre méthode pour trouver les résultats précédents.

A toute fonction y : R — C de classe C*° on associe la fonction Y : R — C™ définie par :
Y () = (y(6),y' ),y D(1).

a) Montrer que 'équation différentielle (V) équivaut a I’équation différentielle : Y'(t) = C'Y(¢),
ou C est la matrice compagnon du polynéme f de la partie II.

b) On suppose C diagonalisable, i.e. f scindé a racines simples. Expliquer comment la question
a) permet de ramener 1’équation d’ordre n en n équations d’ordre 1 que 'on sait résoudre.

c) Dans le cas général, mettre C sous forme de Jordan et résoudre le probleme.

Probléeme de Cauchy et retour de la matrice de Vandermonde

On se donne ici tg € R et by, ...,b, € C. Etudier le probleme de Cauchy, c’est étudier ’existence
et I'unicité d’une solution de (V) telle que y(tg) = b; (i =0,...,n — 1).

a) Résoudre le probleme a I'aide du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

On veut une méthode self-contained.

b) On suppose que f possede n racines simples. Montrer que l'application £y — C", y —
(y(to), ..., y™ 1V (ty)) est surjective. (La matrice de cette application dans une base raisonnable de
Ey et sur la base canonique de C" est une matrice de Vandermonde V' ou peut-étre sa transposée.)
c) Montrer alors que le probleme de Cauchy a une unique solution.

d) Que se passe-t-il si f a des racines multiples 7

Remarque : Avec un minimum de bricolage sur les séries entieéres, on se convainc de l’existence
de exp(t C) pour tout t € R et que pour Yy = (yo,...,yn—1) € C", la fonction qui a ¢ associe la
premieére coordonnée de exp((t — ty)C)Y) est I'unique solution du probleme de Cauchy défini par
les données initiales (o, Yo).
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