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La structure
a) Groupe
On appelle groupe un ensemble G muni d’une opération

x: GxG — G
(Ap) — Axp

satisfaisant les conditions suivantes :

e Associativité : pour tous A\, pu,v € G, on a: (Axp)*xv = A% (u=v) ; on note alors le
résultat A\ * u * v, sans ambiguité ;

e Neutre : il existe e € G tel que pour tout A € G, ex A = Axe = A ; cet élément est alors
unique ; si * est notée +, on note e = 0 ; si * est un produit -, on note e =1 ;

e Opposé/inverse : pour tout A € G, il existe X' € G tel que A x X' = X x A = e ; alors \ est
unique ; si * = 4+, on note N = —\ ; si * = -, on note X = \~L.

On dit de plus que G est commutatif si pour tous A\, u € G, on a: Axp=pux* A
b) Corps

On appelle corps un ensemble K muni de deux opérations (addition et produit)

+: KxK — K ot o KxK — K
(Ap) — Atp (Ap) — Ap

telles que :

e K soit un groupe commutatif pour la loi + ; on note 0 son neutre ;

e K\ {0} soit un groupe commutatif pour la loi - ; on note 1 son neutre ; en particulier :
oVAEE, 1-A=\;
oV u,veK, (A-p)-v=X(u-v).

e les lois + et - soient compatibles, c’est-a-dire :
oV uveK, (A+p)-v=Av+p-v;
oV u,v €K, A(u+v)=A-p+X-v;

c) Espace vectoriel
Soit K un corps. On appelle espace vectoriel sur K un ensemble F muni de deux loi (addition
des vecteurs et produit par un scalaire)

+: ExE — FE o -t KxE — FE
(v,w) — v+w (AMv) — Ao

telles que :
e F soit un groupe commutatif pour la loi + ; on note 0 son neutre (vecteur nul) ;
e les lois + et - soient compatibles, c’est-a-dire :
oVwe E, 1l-v=uv;
oVApueK, Yve E, (A-p)-v=A(n-v);
oVA\ueK, YveE, (A+p)-v=Av+p-v;
oVAEK, Yo,weE, A (v+w)=A-v+A - w;

Exercice : Pour A€ Ket ve E, v =0<= A =0ou v =0. Par ailleurs, A - (—v) = =\ - v.



Attention ! L’inverse d’un vecteur v™', le produit d’un vecteur par un scalaire v-\, le produit
de deux vecteurs v - w, la somme d’un vecteur et d’un scalaire A + v n'ont en général aucun
sens.

Exemples d’espaces vectoriels

1. Si K est un corps et IL est un corps qui contient K, alors I est naturellement un espace
vectoriel sur K : la somme des vecteurs est celle de L, le produit d’un scalaire par un
vecteur est la restriction du produit de L & K x . € K x L. En particulier, K est un
espace vectoriel sur K.

2. Le singleton {0} est un espace vectoriel sur tout corps K.

3. Si E est un espace vectoriel sur K et X est un ensemble, alors ’'ensemble EX des fonctions
de X dans E est naturellement un espace vectoriel sur K. Opérations, pour f,g € EX et
rekK:

Vee X, (f+g)@)=f)+g@), (A f)lz)=x-f(z)
Cas particuliers :

(a) Si on prend E = K, on voit que les fonctions a valeurs dans K forment un espace
vectoriel sur K.
Par exemple, 'ensemble des fonctions de R dans R (resp. C) est naturellement un
espace vectoriel sur R (resp. C) ;

(b) Sion prend X ={1,...,n} pour n € N* une fonction de X dans E est simplement
une n-liste d’éléments de E : EX s’identifie naturellement & E™. En particulier, K
rentre dans ce cadre.

(¢) Sionprend E=Ket X ={1,...,m} x{1,...,n}, ou m,n € N* il est traditionnel
de noter a;; I'image de (4, j) € X par une fonction A € KX. On obtient alors I'espace
des matrices m x n a coefficients dans K.

2° La sous-structure

a) Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On appelle sous-espace vectoriel de E toute
partie F' telle que
Vu,u' € F, VAN €K, Au+Nu e F.

Exemples de sous-espaces vectoriels

1. Pour tout espace E, {0} et E sont des sous-espaces. De plus, tout sous-espace F' de E
contient le vecteur nul, i.e. {0} C F.

2. L’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R est un sous-espace de l’espace des
fonctions de [0,1] dans R. L’ensemble des fonctions continues d’intégrale nulle aussi,
mais pas ’ensemble des fonctions continuers d’intégrale 2 (qui est un sous-espace affine).

3. Pour E un espace vectoriel et X un ensemble, I’ensemble des fonctions a support fini
est un sous-espace de l'espace EX des fonctions de X dans E. On le note E). Ici,
le support d’'une fonction est ’ensemble des éléments de X dont I'image n’est pas nul.
Noter que X est fini si et seulement si EX = E) (pour peu que E # {0}).

Par exemple, si X = N, on sait que RN g’identifie naturellement & Pespace des polynomes
réels : une suite (a,)neny appartient a RM si et seulement si elle est nulle & partir
d’un certain rang, dans ce cas on peut l'interpréter comme la suite des coefficients d’un
polynome.
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4. Familles, familles presque nulles. Soit F un espace vectoriel et I un ensemble. Il est
assez courant de noter (u;);e; un élément de E! : cela signifie que u; désigne I'image de
1 € I. On parle alors de famille indexée par I, et on dit qu’une famille est presque nulle
si elle appartient & E(),

b) Opérations sur les sous-espaces

Lemme Soit By, Ey deux sous-espaces d’un espace vectoriel E sur K. Alors E1 N Ey et
Ei+Ey,={u€cFE, Ju € Ey, Juy € Ey, u=u; +us}

sont des sous-espaces de E.

Attention ! La réunion de deuxr sous-espace n’est pas, en général, un sous-espace. Plus
précisément, c’est un sous-espace si et seulement si un des deuxr sous-espace contient I’autre.

On dit que deux sous-espaces Fq et Ey de E sont en somme directe si leur intersection est
réduite a {0}. On dit qu’ils sont supplémentaires si et seulement s’ils sont en somme directe et
si leur somme est E.

Lemme Deuz sous-espaces Eq et Ey de E sont supplémentaires si et seulement si tout vecteur
de E peut s’écrire de facon unique comme somme d’un vecteur de Ey et d’un vecteur de Fs.

Exemples : Les fonctions paires et impaires forment deux supplémentaires dans I’espace des
fonctions réelles.

Les morphismes

a) Soit E, F deux espaces vectoriels sur K. Une application ¢ : E — F est dite linéaire si
Vu,u' € E, VAN €K, o(Au+ N ') = do(u) + No(u').

On note classiquement L(E, F') 1'ensemble des applications linéaires de E dans F. C’est un
sous-espace de 'espace des fonctions de E dans F'. Si E = F, on note L(E) = L(E, E).

Lemme La composée de deux applications linéaires est linéaire. De plus, si p,¢' € L(E,F),
) € L(F,G) et \,\ N €K, ona:

Yoo+ N )= Mop+XNpoy, (M +N¢)op=X op+Xy oy
b) Etant donné ¢ € L(E, F'), on appelle noyau et image de ¢ les sous-espaces
Kerp={u€ E, p(u)=0}CE, Imp={veF, JuekE, pu)=v}CF
Lemme Soit ¢ € L(E,F). Alors ¢ est injective si et seulement si Ker p = {0}.
c) Construction d’applications linéaires

Lemme Soit E, F des espaces vectoriels, E1 et Fo deur sous-espaces supplémentaires de E.
Etant donné ¢; € L(E;, F) (i = 1,2), il existe un unique ¢ € L(E,F) tel que ¢|g, = ¢;.

Exemple : Si on définit ¢ : £ — E, u+— u et oo : By — E, u +— 0, application ¢ ainsi
construite est la projection sur Fj parallelement a Fo. C’est un idempotent : elle est égale a
son carré. De plus, tous les idempotents de L(FE) sont de ce type.



4° Familles

a) Combinaisons linéaires

Soit E un espace vectoriel sur K, F = (u;);e; € E! une famille quelconque d’éléments de E.
On dit qu'un vecteur u € E est une combinaison linéaire de F s’il existe (\;)ier € KU une
famille presque nulle de scalaires telle que u =, ; A u;.

Attention ! La somme précédente n'aurait pas de sens si on n’imposait pas que seuls un
nombre fini de \; soient non nuls.

On est naturellement amené a considérer I’application

cr: KO — E
(No)ier = D icr Ni Ui

Il est facile de voir que cette application est linéaire. On voit que u est combinaison linéaire de
F si et seulement si u est dans 'image de cr : ceci prouve donc que ’ensemble des combinaisons
linéaires de F forme un sous-espace vectoriel. On montre par une récurrence lourde mais facile
sur le nombre de coefficients non nuls de (\;);er que si un sous-espace contient tous les u;, alors
il contient toutes leurs combinaisons linéaires. En d’autres termes :

Lemme L’ensemble des combinaisons lincaires d’une famille de vecteurs est le plus petit sous-
espace qui contient tous les vecteurs de la famille.

On Pappelle espace vectoriel engendré par la famille, souvent noté Vect(F).

b) Familles libres, familles génératrices

Une famille F = (u;)ier € ET d’éléments de E est dite génératrice si tout vecteur est combi-
naison linéaire de F, i.e. si Vect(F') = E, i.e. si pour tout u € E, il existe (\;)ies une famille
presque nulle de scalaires telle que u = >, A u;.

Une famille F = (u;)ier € ET d’éléments de E est dite libre si la seule combinaison linéaire
nulle de F est la combinaison linéaire triviale, i.e. si, étant donné (\;);e; une famille presque
nulle de scalaires telle que D, A\ju; = 0, on a : A\; = 0 pour tout i € I.

Remarque Une famille F est libre (resp. génératrice) si et seulement si lapplication cx est
injective (resp. surjective).
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Chapitre 1
Bases, matrices

On fixe un corps K.

Base d’un espace vectoriel

a) Base d’un espace vectoriel. Rappelons qu’une base B = (e;);jer d'un espace vectoriel £
est une famille libre et génératrice. En d’autres termes, tout vecteur v € E peut s’écrire de fagon
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de B, c’est-a-dire sous la forme v =" _; ze;,
ou les z; (j € J) sont des scalaires tous nuls sauf un nombre fini.

Commencons par quelques évidences :

jel

Proposition Toute famille libre maximale est génératrice. Toute famille génératrice mini-
male est libre.

Ici, la maximalité ou la minimalité se rapporte a l'inclusion.

On montre la premiére assertion par I’absurde, en ajoutant un vecteur qui ne serait pas engendré
pour obtenir une famille libre plus grande. Quant a la deuxiéme, on la montre en supprimant
un vecteur qui aurait un coefficient non nul dans une combinaison linéaire nulle. (Détailler.)
L’existence de bases en découle : par exemple, on part d’une famille génératrice (I’espace entier
s’il le faut !) et on en extrait une sous-famille génératrice minimale. En passant, on a tacitement
mais lourdement utilisé I’axiome du choix. On peut étre plus précis :

Théoréme (de la base incomplete) Soit L une famille libre et G une famille génératrice
de E contenant L. Alors il existe une base B de E telle que L C B C G.

PREUVE. Soit L I'ensemble des familles de vecteurs F qui sont libres et vérifient £L C F C G.
Cet ensemble n’est pas vide car il contient L.

[Il est inductivement ordonné par 'inclusion : si (F,)nen est une suite croissante dans L, la
réunion | J, ¢y Frn est un élément de L qui majore les F,. Le lemme de Zorn s’applique donc.|
Soit B un élément maximal de L. C’est donc une famille libre. S’il existait un élément v € G,
v ¢ Vect(B), alors BU {v} serait libre (vérifier), ce qui contredit la maximalité de B. Ainsi, B
est une base.O

Corollaire Tout sous-espace possede un supplémentaire.

PREUVE. Fixons une base du sous-espace de départ. C’est une famille libre de I’espace entier,
que 'on compléte en une base. Le sous-espace engendré par les vecteurs que 1’on a ajoutés est
un supplémentaire de notre sous-espace. (Vérifier.) O

Théoréme Deux bases d’un espace vectoriel ont toujours le méme cardinal.

PREUVE. On ne donne la preuve que dans le cas o une des bases est finie. Il suffit de montrer
que si (e1,...,ey) est une base de F et si (f1,..., fn) est libre avec n > m, alors n = m.

On modifie la base petit & petit. Pour commencer, on sait que f; est une combinaison linéaire
des (€;)i=1,...m, disons : f; = aje; + -+ + amen,. L'un des coefficients a; n’est pas nul, sans
quoi on aurait f; = 0. Quitte a renuméroter les e;, on peut supposer que a; # 0. Il est facile
de vérifier que By = (f1,e€2,...,€en) est une nouvelle base.

Supposons savoir que (f1, ..., fk, €k+1,-- -, €m) est une base pour 1 < k < n. Montrons qu’apres
avoir renuméroté les e; (i > k + 1) si nécessaire, (f1,..., fk+1,€kt2,.-.,€m) est une base.

Par ’hypothese de récurrence, fiy1 est combinaison linéaire des vecteurs de la base : fr11 =
cifi+- - +ek fo+ ket fra1+ -+ em ey L'un des scalaires cgy1, ..., ¢y n’est pas nul, sans



20

quoi on aurait une combinaison linéaire non triviale des f; (¢ < k4 1). Quitte & renuméroter
les e; (i > k+ 1)), on peut supposer que cx+1 # 0. On termine facilement la récurrence.

A la derniere étape on obtient : (fi,..., fi,) est une base, ce qui entraine en particulier m = n
par la premiere proposition.O

REMARQUE : La preuve précédente montre en fait qu'une famille de m + 1 vecteurs dans un
espace engendré par m vecteurs est liée.

Dans la suite, on ne consideére plus que des espaces vectoriels de dimension finie.

b) Coordonnées. Données : E un espace vectoriel, B = (e;)j=1 a » une base. On peut alors
définir un isomorphisme “coordonnées” ¢ = cg : E — K" ainsi. Un vecteur v € F s’écrit de
fagon unique sous la forme v = 377 zje;, on pose : c(v) = (¥;)j=1 a n- La réciproque de c
est clairement définie par : ¢ 1((2))j=1 4 n) = >_j—1 7jej. On considerera le plus souvent c(v)
comme un vecteur-colonne, dit “colonne des coordonnées de v dans B”.

Cette application ¢ sert a transformer l'espace vectoriel “abstrait” E en un espace vectoriel

“concret”, K™.

Matrices d’une application linéaire

a) Définition. Données : FE et F, deux espaces ; ¢ : E — F une application linéaire ;
B = (ej)j=1 a n une base de E, C = (fi)i=1 a m une base de F.. On considere la matrice A de
© dans les base B et C, construite colonne par colonne selon la regle :

la jeme colonne de la matrice est la colonne des coordonnées dans C de ¢(e;).

On a donc :

ole)) = aifi |
=1

EXEMPLE : Etant donnée une matrice A de taille m x n, on considere 'application linéaire
wa K" - K™ X — AX. Soit Bean et Cean les bases canoniques de K™ et K™. Alors on a :

Mathanyccan (SDA) = A
b) Calcul de ’image des vecteurs. Siv =",

n . , P
xjej, on a par linéarité :

j=1
n n m n m m n

p(v) = Z%‘@(ej) = ij Zaijfi = szjaijfi = Z aijxj | fi
j=1 j=1 =1 j=1i=1 i=1 \ j=1

On constate donc que la colonne des coordonnées de ¢(v) est le produit de A par la colonne
des coordonnées de v.

c) Deux isomorphismes fondamentaux. Données : E et F, B = (ej)j=1an, C =
(fi)i=1 a m comme ci-dessus. On note M,, ,,(K) I'espace vectoriel des matrices de taille m x n
et L(E, F) lespace des applications linéaires de E dans F'. On a déja construit une applica-
tion Matgc : L(E,F) — My n(K). Inversement, étant donnée une matrice A = (a;5)i; €
M, (K), on note ®5¢(A) I'unique application linéaire telle que [®gc(A)](ej) = > it aije.

Proposition Les applications Matgc et ®pc sont des isomorphismes réciproques entre
L(E,F) et Myxn(K).

d) Interprétation. Etant donnée une matrice A de taille m x n, on considére 'application
linéaire w4 : K® — K™ X — AX. On peut alors considérer le diagramme :

E 12 F étage “abstrait”
c EJ c F{ l coordonnées
K™ L) K™ étage “concret”
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La formule de b) s’interprete ainsi : ¢p o @ = @4 o cg. L’application ¢4 donne une “image”
parfaitement fidele de ¢. Par exemple, on a la

Proposition (i) cg induit un isomorphisme entre Ker ¢ et Ker 4 ;
(ii) cp induit un isomorphisme entre Imp et Impy.

DEMONSTRATION : (i) Soit v € E. On a : v € Kerp SSI ¢(v) = 0 SSI cp o ¢(v) = 0 SSI
waocg(v) =0SSIcg(v) € Kerpga.

(ii) Soit w € F. On a: w = ¢(v) SSI cp(w) = cp o @(v) SSI cp(w) = pa o cp(v). Ainsi,
w € Imp SSI cp(w) € Impa.

MORALE : En termes vagues, 'application ¢4 est une “version concrete” de l'application
“abstraite” ¢ : on ne perd pas d’information en passant de ¢ a @4, mais les calculs sont
généralement plus faciles a I’étage matriciel.

Inversement, étant donnée une matrice A, il est souvent utile de savoir qu’il existe un “objet
abstrait intrinseque” (=une application linéaire qui a pour matrice A) pour étudier A.

e) Composition des applications et produit de matrices. Soit F, F', G des espaces
vectoriels munis de bases B, C, D, et ¢ : E — F et ¢ : F' — G des applications linéaires. Alors,
‘la matrice de la composée est le produit des matrices. ‘

Plus précisément, on a : Matp p (1) o @) = Mate p(1) Matg c(p).
Théoréeme du rang

On définit le rang d’une application linéaire ¢ comme la dimension de ’espace Im . Le rang
d’une matrice A est le rang de I'application ¢4 : c’est donc la dimension de ’espace engendré
par les colonnes de A. Le (ii) de la proposition ci-dessus montre que le rang d’une application
linéaire est le rang de n’importe laquelle de ses matrices.

Attention ! Pour le moment, rien ne dit que c’est la dimension de l’espace engendré par les
lignes de A.

Théoreme Soit ¢ : E — F linéaire.
(i) (Version abstraite.) La restriction de ¢ a tout supplémentaire du noyau de ¢ est une
bijection sur l'image de @. En particulier on a la formule :

dimKer ¢ + rg = dim E.

(ii) (Version matricielle.) Il existe des bases B de E et C de F' telles que

(L | Orx(nr)
MatB,C(SO) - < O(mfr‘)XT‘ ‘ O(mfr)x(n*r) )

ot r est le rang de @, I, est la matrice identité r x r et les autres matrices sont nulles (en
indice : leur format).

Changement de base

a) Etant données deux bases B = (€;)i=1 a n €t B’ = (€})i=1 4 » d'un espace vectoriel E, on

considére la matrice P dite matrice de passage de B a B', constituée de la facon suivante :
REGLE : Les colonnes de Py sont les coordonnées des vecteurs de B’ exprimées dans B.

Proposition Siv € E, on note X € K" sa colonne de coordonnées dans B et X' sa colonne
de coordonnées dans B'. Alors : X = Pg g X'.



PROBLEME MNEMOTECHNIQUE : est-ce que cest X’ = PX ou X = PX’' ? Réponse en
regardant la premiére colonne de P : d’une part, c’est la colonne de coordonnées de e, le
premier vecteur de B/, dans la base B ; d’autre part, c’est le produit de P par la colonne
(1,0,...,0). On obtient ce que l'on veut : pour v = €}, on a X' = (1,...,0) et X est la
premiere colonne de Pg .

REMARQUE : Par définition, on a : Pgp = Matg g(Id).
Corollaire Pgp = Pl;',lB'

b) Lien avec les applications linéaires.

Données : E, F deux espaces vectoriels ; ¢ : E — F linéaire ; B, B’ deux bases de E ; C, C’
deux bases de F.

On note alors : A = Matge(yp), A" = Matg ¢/(¢), P = Pgp et Q = Peer. On veut une
relation entre ces matrices.

On sait que p = Idgp o ¢ = p o Idg. Prenons les matrices de ces applications en considérant le
diagramme :

E.B 12 F.C'  étage “nouvelles bases”
JIdE {IdF lchangement de base

E. B 12 F,C étage “anciennes bases”

On a donc : Matg ¢(p) = Mater ¢(Idp). Matg ¢ (¢) = Matgc(p). Matg g(Idg), d’ot QA" =
AP, ou encore :

A=Q AP

Etant données deux matrices A et A’, s’il existe deux matrices inversibles P et @ telles que la
relation ci-dessus soit satisfaite, on dit que A et A’ sont équivalentes. Cela signifie donc que A
et A’ représentent la méme application linéaire dans des bases convenables.

CAS PARTICULIER IMPORTANT : Si E = F, B=C et B’ = C’, on n’a qu’une seule matrice de
changement de base : P = @Q = Pgp. Dans ce cas, ona: A = P~1AP. On dit que A et
A’ sont semblables. Cela signifie que A et A’ représentent le méme endomorphisme dans des
bases convenables.

c) Théoréme du rang (bis). En appliquant la version (ii) du théoréme & ¢ 4, maintenant que
I’on connait I'effet d’un changement de bases sur une matrice, on voit que pour toute matrice
A, il existe deux matrices inversibles P et Q telles que Q™' AP soit la matrice du (ii).

d) Invariance du rang: Si A’ = Q" 'AP, alors rg A =rg A'.
En effet, on interprete A et A’ comme la matrice de la méme application linéaire ¢ dans les
bases dont les matrices de passage sont P et Q. Alors rg A et rg A’ valent le rang de ¢.

C’est le bon moment pour faire la fiche 4 : Algorithme de Gauss et avatars !



On note £ = K" et F' = K™. On se donne une base Bde £ = K" et C de F = K™.

applications linéaires matrices systemes linéaires

p:R* - R™ A systemes AX = B
=M

linéaire ats () (B parcourt K™)

noyau de 'application linéaire

noyau de la matrice

solutions du systeme AX =0

image de I’application linéaire

espace engendré par les colonnes

ensemble des B € R™
tel que AX = B a une solution

rang de 'application = dimension de 'image

rang de la matrice =
dimension de ’espace des colonnes

rang du systeme =
nombre d’inconnues principales

dimension du noyau

dimension du noyau

n—rg=
nombre d’inconnues secondaires

modifier B

multiplier A a droite par une matrice inversible
opérations élémentaires sur les colonnes

changer les inconnues

modifier C

multiplier A & gauche par une matrice inversible
opérations élémentaires sur les lignes

opérations élémentaires
sur les équations
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Chapitre 2
Dualité, transposition

On fixe un corps K. On ne consideére que des espaces vectoriels de dimension finie.

Dualité
a) Base duale. Le dual d’un espace vectoriel E est simplement : E* = L(E,K). Etant donné

*

une base B = (;)i=1,..n de E, on définit une famille B* = (e );=1,... , de E* par 'image de B :
e’{(ej):éij (i,j:1,...,n).

Un vecteur v € E s’écrit de facon unique v = Z?ﬂ xje;, pour (z;)j=1,..» € K. On a donc :

n n
e;(v) =e ijej =z, don |v= Z e; (v) e;.
j=1 i=1

En mots, e} (v) est la i¢éme coordonnée de v dans la base B.

REMARQUE : sans donnée supplémentaire, un vecteur x € E ne suffit pas a définir une appli-
cation linéaire z* € E*. Cependant, étant donnée une base B de E, on définit sans ambiguité
une application linéaire 7 : E — E* (qui dépend de B) par : 7(e;) = €}, qui est clairement un
isomorphisme.

Proposition B* est une base de E*.

DEFINITION : On dit que B* est la base duale de B.
REMARQUE : Si E est de dimension infinie, B* est encore définie, libre mais pas génératrice.

b) Base biduale. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

D’une part, on peut définir une application linéaire ¢ : E — E** par : [1(v)](¢) = £(v) pour
¢ € E*. C’est un isomorphisme (car on suppose E de dimension finie, sinon ce serait seulement
une injection) et il ne dépend d’aucun choix : désormais, on identifiera E et E**.

D’autre part, on peut considérer la base duale de B*. C’est la base B** = (e}*) ;e définie par :

J
77(ef) = di5. On adonc : €% (e7) = [t(e;)](€f), soit B = (B).

MORALE : Comme on décide d’identifier E et E**, la base duale de B* est donc B.

e

c) K", c’est des lignes ou des colonnes ? Considérons l'espace vectoriel Col,, des matrices
n x 1 et 'espace Lign,, des matrices 1 x n. Etant donnée une ligne L € Lign,,, considérons la
forme linéaire Col,, — K, C — LC'. Puisque LC est une matrice 1 x 1, c’est un scalaire. De
cette facon, on identifie Lign,, a Col}, le dual de Col,.

Dans ce contexte, l'application 7 : Col,, — Col’ = Lign,, associée a la base naturelle de Col,,
c’est la transposition (qui transforme les colonnes en lignes et inversement).

REMARQUE : On a aussi une base naturelle dans Lign,. La colonne des coordonnées de
L € Lign,, dans cette base est simplement : L, la transposée de L.

Cela dit, cette distinction est un peu artificielle, vu qu’étant donné un vecteur X € K", on peut
en faire un ligne ou une colonne. Cela veut dire qu’on peut identifier K" et son dual de fagon
standard. Si X’ € K", on peut le considérer comme la forme linéaire K — K, X +— X’ X.
Concretement, quand on veut parler de produit par une matrice, il est commode d’identifier
un vecteur de K" a la colonne de ses coordonnées dans la base canonique.

Toutes ces considérations sont dues au fait que K" possede une base canonique, ce qui n’est
pas le cas d’'un espace vectoriel quelconque.

APPLICATION : Si v € E a pour coordonnées X € K" dans une base B et si £ € E* a pour
coordonnées X’ € K" dans la base duale B*, alors : ¢(v) = !X’ X (c’est une matrice 1 x 1, donc
un scalaire).
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Transposition

a) Définitions, etc. On se donne une application linéaire ¢ : E — F entre espaces vectoriels.
On définit alors une application ‘¢ : F* — E* par : ‘p(f) = £ o ¢ pour £ € F* (c’est-a-dire :
tp(0)(v) = £(¢(v)) pour v € E).

Proposition (i) L’application T : L(E, F) — L(F*, E*), ¢ — ¢ est linéaire.
(ii) Si E et F sont de dimension finie, on identifie L(E**, F**) a L(E, F) et alors : *(tp) = .
En particulier, dans ce cas, T est un isomorphisme.

(iii) Sigp:E—Fetp:F—G, ona:t(Pop)="Lpoly (dans L(G*, E*)).

b) Exemple. Soit A une matrice m X n, considérons p4 : K — K™ X +— AX. (Ici et dans
la suite, on identifie K™ et Col, ; de plus on choisit de travailler avec la base canonique de K",
ce qui permet d’identifier K™ & son dual ; de méme avec K™.)

Prenons ¢ =Y dans le dual de K™ et w = Y’ € K™. Alors, ¢(w) s’écrit 'Y Y’. En particulier, si
w est de la forme g 4(v) = AX pourv =X € K*, ona: £(pa(v)) =Y AX. Or, par définition :
Up(v)) = [foa)](v) et 'Y AX =*(*AY)X. Ceci entraine que : [fp4(f)] =TAY (vérifier ). En
d’autres termes (¢ =Y'), on a, modulo les identifications évoquées ci-dessus :

t(PA = pt4.
Matrices
Soit B = (€j)j=1 a n une base de E, C = (f;)i=1 a m une base de F' et ¢ : E — F linéaire.

a) Matrice d’une application et dualité. Considérons la matrice Matp ¢(¢). On la notera
A = (a;j)i; (pour i =14am, j =1amn). On sait que les colonnes de A sont les coordonnées
(dans C) des images des vecteurs de B :

o(e;) = Zaijej (j=1lan) dou |ay=f <g0(ej)) .
i=1

En mots : a;j, le coefficient d’indices (7,7) de A, est le ieme coefficient de ¢(e;).

APPLICATION : Siv € E a pour colonne de coordonnées X € K", alors ¢(v) a pour colonne de
coordonnées AX € K™. Grace a la formule de 1°a), on voit que si par ailleurs ¢ € F* a pour
coordonnées Y € K™, on a : {[p(v)] =YV AX.

b) Matrice de la transposée.
Proposition Matcs g (‘) = ' Matgc(p).

DEMONSTRATION : Tout d’abord, le format de A" = Matc+ g«(*p) est bien n x m. On doit
calculer “o(fF), car les coefficients a; ; de A sont définis par :

©) el =) dyer.
=1

Premiére version (directe) : L’application linéaire ‘p(f) : E — K est déterminée par I'image
de la base B. On calcule donc :

Fo(f)ej) = fF <go(ej)) par définition de ‘¢
= fF (Z akjfk) par définition de (a;;);,;
k=1
= a; par définition de la base duale C*.

11
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Ceci signifie que “p(f;) = Y77_, aije], et donc la ieme colonne de A’ est (aij)j=1 a m, c’est-a-dire

7
la ieéme ligne de A.
Deuxiéme version (avec la base biduale) : On a donc :

al, = e ("p(ff)) par (§)
= ['o(f")](e;) par définition de e**

= fF (gp(ej)) par définition de ‘o
— a’l'j pal" a)

Application au rang

Rappelons que le rang d’une application linéaire est la dimension de son image ; le rang d’une
matrice est la dimension de ’espace vectoriel engendré par ses colonnes dans Col, ; le rang
d’une application linéaire est le rang de n’importe quelle matrice qui la représente.

Proposition (i) Soit ¢ : E — F linéaire. Alors rgp = rgtep.
(ii) Soit A une matrice m x n. Alorsrg A =rgtA.

DEMONSTRATION : (i) 1¢ version : On sait que le rang de ¢ est le rang de n’importe quelle
matrice qui représente . Avec le théoreme du rang, on choisit des bases B et C de maniere a
ce que

_ Ir ‘ 0r><(n—7’) —
MatB,C(SD) - < O(mfr‘)XT‘ ‘ O(mfr)X(n*T) = B.

Alors, le rang de B est r = rg . On constate que rg B = rg!B. Or, !B est la matrice de ‘¢
(dans les bases C* et B*). On a donc rglp =rg!B =1g B = rg .

2¢ version : Rappelons que I'orthogonal d’un sous-espace G C F est G- = {{ € F*, Yw €

G,¢(w) = 0} : cest un sous-espace de F* de dimension dim G+ = dim F' — dim G. Or, on a :
(Im )+ = Kerty. En effet, on a :

(e (Imp)t Ve E, lpw)=0eYveE, [[p0)](v) =0 ‘o) =0 veKertp.
On en déduit : rgly = dim F — dim Ker fp = dim F' — dim(Im )+
(ii) 1¢ version : Considérons A comme la matrice de l'application linéaire ¢4 dans les bases
canoniques. On a : 1g A =rgps =rglps =rgpy = rgtA.

=dimImp =rge.

2¢ version : D’apres une des versions du théoréeme du rang, il existe P et () des matrices

inversibles telles que Q 'AP est la matrice B ci-dessus. On voit immédiatement que le rang
de B est le rang de !B. Or, multiplier une matrice par une matrice inversible ne change pas
son rang. On a donc : rg A = rg(QBP~!) =1g B =1g'B =1g(*P'A'Q~ ") = rg A.

Corollaire Le rang d’une matrice m x n est la dimension de [’espace vectoriel engendré par
ses colonnes dans Col,, ou de ses lignes dans Lign,,.

1l est encore temps de faire la fiche 4 : Algorithme de Gauss et avatars !
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Chapitre 3
Déterminants

I La théorie

10

On fixe un espace vectoriel F sur un corps K.

Formes multilinéaires alternées

a) Définitions : Soit n un entier et f: E™ — K. On dit que f est n-linéaire ou multilinéaire
si elle est linéaire par rapport a chaque variable : pour tout i = 1,...,n et toute famille (v;);zi,
on demande que I'application f; : E — K, v; — f(v1,...,v,) soit linéaire.

On dit que f est alternée si elle s’annule lorsque deux variables prennent la méme valeur : si
vj = vj avec i # j, alors f(v1,...,v,) =0.

Lemme Si f est alternée, on change le signe en permutant deux variables :
V(Ui)l':17...,n € En, Vi 75], f( s Uiy o oo ,’Uj,...) = —f(...,vj,...,vi,...).

b) Calcul fondamental. On se donne deux familles v = (v;)i=1,.n €t W = (w;)i=1
une matrice A = (ai;)i j=1,..n € My (K) telle que

n €t

goooy

(%) Vi=1,...,n, w;=ajpvi+- -+ aqjpvy.

On veut calculer f(w) en fonction de f(v). Pour cela, on développe en utilisant la multilinéarité
de f. La ieme variable w; est une somme de n termes a; jv; ; dans chacune on choisit un
terme a; 5(;)Vs(;)- On obtient une somme indexée par tous les choix possibles, i.e. toutes les
applications o : {1,...,n} — {1,...,n}. En formule :

f(W) = Z A1,5(1) - - - An,o(n) f(va(l), s ava(n))'
o:{l,..,n}—{1,...,n}

Or, si o n’est pas bijective, elle n’est pas injective : il existe i # j tels que o(i) = o(j). Le
terme correspondant dans la somme ci-dessus est donc nul, puisque f est alternée.
Notons &,, 'ensemble des bijections de {1,...,n} dans {1,...,n}. On a donc :

f(W) = Z 6(0-) A1,5(1) - - - An,o(n) f(v)a

o€y,

ou, pour o € &,,, on note (o) sa signature.

c) Résultat technique. Supposons que E soit de dimension n et soit v = (v;)ij=1,., une
base de E. Toute famille de n vecteurs w = (w;)i=1,..., détermine une unique matrice A de
taille n x n par les équations (x) ci-dessus. On pose alors :

detv(w) = Z 8(0’) aLJ(l) oo a,w(n).

0’6677,

Lemme Pour toute base v = (v;)i=1,..n de E, Uapplication dety est n-linéaire et alternée.
De plus, on a : dety(v) = 1.

DEMONSTRATION. Admis, beaucoup d’indices & manipuler.O

13
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d) Résultat principal.

Théoréme Supposons E de dimension n. Alors l’ensemble des formes n-linéaires alternées
est un espace vectoriel de dimension 1.

DEMONSTRATION. Notons F' 'espace vectoriel des formes n-linéaires alternées et fixons une
base v de E. L’application eval, : F' — K, f +— f(v) est linéaire. Le calcul fondamental
montre qu’elle est injective. L’existence de la forme det, dans le résultat technique entraine la
surjectivité.O

e) Critére d’indépendance linéaire.

Lemme Soit v € E™ une base de E et w € E™ une famille quelconque. Alors w est une base
de E si et seulement si dety(w) # 0.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que w soit liée. Alors un des w; est combinaison linéaire
des autres, et la n-linéarité de dety entraine 'annulation de dety(w). (Vérifiez !)

Supposons a présent que w soit libre. D’apres le lemme, on dispose de deux formes linéaires
alternées non nulles dety et dety,. D’apres le théoreme, elles sont proportionnelles (et le coef-
ficient est non nul !) : il existe a € K* tel que dety = a detyw. En évaluant en w, on voit que
dety(w) = a # 0.0

Déterminants des matrices

a) Définition. Pour A = (aj;); j—1,...,» Une matrice carrée n X n, on pose :

det A = Z 8(0) A1,6(1) - - - An,o(n)-
o€,

REMARQUE. Si on consideére le déterminant comme une fonction des n colonnes de A, chaque
colonne étant un vecteur dans K", on constate que det est 'unique forme n-linéaire alternée
sur les colonnes d’une matrice qui prend la valeur 1 en Id.

b) Principales propriétés.

Proposition Soit A et B deux matrices.

(i) A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
(ii) det(A) = det(*A).

(iii) det(AB) = det A det B.

Attention ! Le déterminant de la somme de deux matrices est différent de la somme des
déterminants (en général) !

DEMONSTRATION. (i) Ce n’est qu’une reformulation du lemme précédent pour les matrices, en
se rappelant que la matrice A est inversible si et seulement si 'image de 'application X — AX
est K", si et seulement si les colonnes de A forment une base de K.

(ii) Par calcul direct : repose sur le fait que pour o € &, on a : e(0) = e(o™ ).

(iii) Remarquons d’abord que les colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des colonnes
de A. Alors, si det(A) = 0, on en déduit que les colonnes de A sont liées, puis que les colonnes
de AB sont liées, donc que det(AB) = 0. En raisonnant de méme avec les lignes (ce qui est
licite depuis la démonstration de (ii)), on obtient que si det(B) = 0, alors det(AB) = 0.
Maintenant, observons que Iapplication A +— det(AB) est linéaire par rapport aux colonnes
de A. Donc il existe un scalaire f(B), qui ne dépend que de B, tel que pour tout A on ait :
det(AB) = f(B) det(A). De méme on montre 'existence de g(A) € K tel que pour tout B on
ait : det(AB) = g(A) det(B).
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Mais alors, des que det(A) et det(B) ne sont pas nuls, on a g(A)/det(A) = f(B)/det(B) : ce
scalaire ne dépend donc ni de A ni de B. On vient de montrer I'existence de ¢ € K tel que
pour tout (A, B) avec det(A) det(B) # 0, on ait :

(8) det(AB) = ¢ det(A) det(B).

En prenant A = B = Id, on obtient ¢ = 1, et la premieére partie de la démonstration montre
que Pégalité (§) s’étend pour A et B quelconques.O

Calcul des déterminants

Les principales méthodes de calculs sont :

a) Manipulations sur les lignes et les colonnes : pour i # j et o € K, les opérations
C; +— C; +aCj et L; «+ L; + aLj ne changent pas le déterminant ; les transpositions C; < C}
et L; < Lj; ont pour effet de multiplier le déterminant par (—1) ; les substitutions C; < aC;
et L; «— aL; ont pour effet de multiplier le déterminant par « (si @« # 0). (Pourquoi ? par
multiplicativité du déterminant, bien str !)

b) Développement selon une rangée. Notons A;; la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue a
partir de A en supprimant la iéme ligne et la jeéme colonne et notons com(A) = b;; la matrice
de coefficient général b;; = (—1)"*7 det(4;;). On prouve :

Proposition On a, pouri,j=1,...,n :
n
detA = Zaikbik (développement selon la iéme ligne)
k=1

n
= Zakjbkj (développement selon la jéme colonne)
k=1

DEMONSTRATION. Par multilinéarité, il suffit de prouver la formule lorsqu'un seul des coeffi-
cients de la rangée correspondante est non nul. Quitte a permuter des rangée, on peut sup-
poser qu’on veut développer par rapport a la derniere rangée et que c’est le dernier coefficient
(d’indice (n,n), donc) qui n’est pas nul. Alors, ’égalité résulte de la formule du déterminant
d’une matrice.O

Les formules de développement se résument par une double égalité :

Afcom(A) = det(A)Id = fcom(A) A.

En effet, regardons le coefficient d’indices (i,j) des matrices ci-dessus. Pour ¢ = j, la premiére
égalité traduit le développement du déterminant de A selon la ieéme ligne, la seconde selon la
ieme colonne.

Pour i # j, le coefficient est nul car on calcule le déterminant de la matrice obtenue en
remplacant une rangée par une autre, et en développant selon cette rangée.

Il faut savoir calculer & vue certains déterminants :

c) Si la matrice est triangulaire, le déterminant est le produit des coefficients diagonaux.

d) Plus généralement, si la matrice est triangulaire par blocs, le déterminant est le produit des
déterminants des blocs diagonaux.

Idée : La stratégie consiste donc en général a faire apparaitre habilement des zéros sur une
rangée (I'idéal est que tous les coefficients soient nuls sauf 1 ou 2), puis a développer le long de
cette rangée.
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II Des applications
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Formules de Cramer

Soit A € M, (K), B € K". On s’intéresse au systeme AX = B. Les formules de Cramer
donnent une réponse (rarement intéressante en pratique) lorsque A est inversible, ce que 'on
suppose désormais.

Proposition Soit A € M,,(K) inversible, B € K". Lunique X = (x;)i=1...n, € K" tel que

AX = B est donné par :
_ det Az

YT et A

ou A; est la matrice obtenue en remplacant la iéme colonne de A par B.

1 _
EXEMPLE:Siﬂ:Q,A:<Z b>,B=<Z>,alorsX: (ud bv>.

d ad —be \ av —uc

DEMONSTRATION. Aimable variante de la formule A~! = de% < ‘com(A). Exercice.

Théoréme de Rouché-Fontené

Soit A € My, »(K), B € K", X € K". On veut savoir quand le systeme AX = B (m équations,
n inconnues) possede une solution. Le théoréme de Rouché-Fontené donne un critére en termes
de déterminants.

Pour préparer un peu le terrain, on note r = rg(A) le rang du systéme, et on suppose que la
sous-matrice Ag de taille r x r en haut a gauche de A est inversible. (Quitte a permuter des
variables et des équations, i.e. des lignes et des colonnes de A, on peut toujours se ramener
a ce cas.) Le sous-systeme formé des r premieres équations admet toujours une solution (cf.
1°1). On a donc m — r “équations en trop”.

Pour ¢ = r+1,...,m, on forme une matrice M; de la fagon suivante : on met Ay en haut a
gauche ; on met les r premieres coordonnées de B en haut a droite, le début de la iéme ligne
de A en bas a gauche, et b; en bas a droite :

ar aiy | by

M; = : S (i=r+1,...,m).
arl ... Qppr | by
a;1 ... Qgp ‘ bz‘

Proposition (Notations et hypothéses ci-dessus.) Le systeme AX = B posséde une solution
si et seulement si det M; =0, pouri=r+1,...,m.

DEMONSTRATION. D’abord, on se convainc que les n — r dernieres inconnues ne servent a rien.
On les oublie, ce qui revient & supposer = n. (Exercice : donner un sens a ces deux phrases !)
Puis on applique l'algorithme de Gauss aux r premieres équations, en s’autorisant a permuter
les colonnes (ce qui revient & renuméroter les inconnues) et toutes les opérations usuelles sur
les lignes. Puisque le bloc correspondant de A est inversible, on peut le mener a terme. Ceci
revient & supposer que Ag = Id.

On se retrouve avec un systeéme et une matrice de la forme

7 = b 1 ... 0|y
x =1
2 2 . . .
et M! = : : : i=r+1,...,m).
= ' 0 ... 00 ( )
T - Yr
a1t ... “Fagpx, =b; ap ... i | b

Vu les manipulations qu’on a faites, on a : det M; = 0 si et seulement si det M/ = 0. Il n’y a plus
qu’a vérifier que l'on a det M/ = 22:1 a;jb; — by, et que c’est bien la relation de compatibilité.
C’est trivial.O
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3° Orientations d’un espace vectoriel réel

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie non nulle.

Définition On dit qu’une base B définit la méme orientation de E que la base B' si le
déterminant de la matrice de passage de B a B’ est strictement positif.

Lemme (i) La relation “définir la méme orientation de E que” est une relation d’équivalence
sur l’ensemble des bases de F.
(ii) Cette relation posséde exactement deux classes d’équivalence.

Définition Une orientation de E est une des deux classes d’équivalence de la relation “définir
la méme orientation”. On dit que E est orienté si on a choisi une orientation. Les bases directes
sont alors les bases qui appartiennent a cette orientation.

EXEMPLE : Si E = R", on choisit généralement 'orientation de la base canonique/standard.
DEMONSTRATION. On va noter Pg g = Mp (Id) la matrice de passage de B a B'.

(i) La matrice de passage de B a B est I'identité, donc son déterminant est positif et la relation
est réflexive.

La matrice de passage de B’ & B est 'inverse de la matrice de passage de B a B’, donc toutes
deux ont un déterminant de méme signe. La relation est donc symétrique.

On a I'égalité : Pgpr = Pg prPgp. Par conséquent, d’aprés la multiplicativité du
déterminant, si B définit la méme orientation que B’ et B’ définit la méme orientation que
B", alors le déterminant de Pp g est positif. La relation est donc transitive.

(ii) Si B = (e1,...,ey) est une base de E, alors B et B? = (ey,...,e,—1,—ey) ne définissent
pas la méme orientation, donc il y a au moins deux classes d’équivalence. Soit alors B’ une
autre base. On a : Pgp = Ppgo» g P pov, et det Pgpor < 0. Par suite, on peut affirmer que
det Py ou det Pg gov est positif, donc que B’ définit la méme orientation que B ou que B°P.00

REMARQUE. Orientation induite dans un hyperplan. Soit F un espace de dimension finie
et H un hyperplan. La donnée d’un vecteur e hors de H induit une orientation de H : une
base (e1,...,en—1) de H est directe si et seulement si la base (e, e1,...,e,-1) de E est directe.
Inversement, la donnée d’une orientation sur H ne permet pas de définir une orientation sur

E.

Exemple : Soit un plan orienté. De facon suggestive, on représente une orientation par un
“arc de cercle orienté”. Fixons une droite H. Sans plus de données, rien a faire pour orienter
H. Mais si on se donne un vecteur e hors de cette droite, il n’y a plus qu’une seule orientation
de H compatible avec celle du plan au sens précédent : sur la figure, ¢’est 'orientation donnée
par e, alors que celle donnée par €} ne convient pas. Evident, non ?

e +

€1

H

Idem avec un plan dans I’espace (penser au célebre “bonhomme d’Ampere”).
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Chapitre 4
Réduction des endomorphismes

Idée : Etant donné un endomorphime d’un espace vectoriel, trouver des bases dans lesquelles
la matrice soit aussi simple que possible.

Notations : On fixe donc un espace vectoriel E de dimension n sur un corps K, un endomor-
phisme ¢ de E et une matrice n x n notée A. On note alors ¢4 'endomorphisme de K" défini
par : p4(X) = AX pour X € K".

Vocabulaire : voir paragraphe II.
Préliminaires
Polynémes d’endomorphismes

a) On définit ¢ (resp. A*) par récurrence en posant : ©¥ = Id, P! = pF o = o Y* (resp.
AV =1, APl = AFA = AA¥). Pour P € K[X], P = Z%:o arX*, on pose alors

d d
Ple) =S arg® (resp. P(4) = 3 apab).
k=0 k=0

Lemme Les applications eval, : K[X] — L(E), P — P(p) et evaly : K[X] — M,(K),
P — P(A) sont des morphismes d’algébre.

Attention ! La loi sur K[X]| que l'on considére est le produit des polynémes, pas la com-
position (ou substitution) qui d’ailleurs ne fait pas de K[X]| une algébre (cette loi n’est pas
distributive sur +).

REMARQUE. On notera PQ(p) au lieu de (PQ)(¢). La seule chose & démontrer pour le lemme
est que PQ(¢) = P(p) o Q(¢). Notons que le lemme entraine que P(g) o Q(p) = PQ(p) =
QP(¢) = Q(%) o P(¢) (idem avec A).

b) Polynéme annulateur. On dit que P € K[X] est un polynéme annulateur de ¢ (resp.
de A) si P(p) =0¢€ L(E) (resp. si P(A) =0 € M, (K)).

REMARQUE. P annule @ si et seulement si P annule la matrice de ¢ dans une base donnée si
et seulement si P annule la matrice de ¢ dans n’importe quelle base.

c¢) Complément hors programme : polynéme minimal. Considérons le noyau du mor-
phisme d’évaluation eval, (ou evaly) : c’est un idéal de K[X], donc il est engendré par un
polynéme, qu’on rend unique en le choisissant unitaire. On le note y, (ou pa) et on I'appelle le
polynéme minimal de ¢ (ou A). Il est caractérisé par la propriété de diviser tous les polynomes
qui annulent ¢ (ou A). (Détails sur les feuilles d’exercices.)

Lemme des noyaux

Proposition Soit P,Q € K[X] deux polyndmes premiers entre eux. Alors on a :
Ker PQ(p) = Ker P(p) ® Ker Q(p) (resp. Ker PQ(A) = Ker P(A) @ Ker Q(A)).

DEMONSTRATION. Le théoréeme de Bezout assure l'existence de U,V € K[X] tels que UP +
VQ =1€K[X]. On adonc: VQ(p) + UP(p) = Id ou, pour tout v € E :

) v=VQ(p)(v) + UP(p)(v).
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Intérét : si v € Ker PQ(¢p), alors : VQ(p)(v) € Ker P(p) et UP(p)(v) € Ker Q(¢). (En effet,
on a par exemple : P(2)[VQ(9)(v)] = PVQ(9)(v) = V(2)[PQ(2)(¢)] = 0.) Ainsi, (§) exprime
v comme somme d’un vecteur de Ker P(¢) et d'un vecteur de Ker Q(y).

Soit v € Ker P(¢) NKer Q(p). On a: P(p)(v) = 0 donc UP(p)(v) = U(e)[P(¢)(v)] =0 et de
méme, VQ(p)(v) =0. Par (§) il vient : v = 0, ce qui montre que la somme est directe.O

APPLICATION : Le théoréme des accroissements finis permet de montrer que les seules fonctions
dérivables dont la dérivée est nulle sont les constantes. On en déduit que les vecteurs propres
de l'opérateur D : y — 1y’ sur 'espace des fonctions C*° sont les multiples des fonctions
exponentielles x — exp (A z).

Notons que la démonstration du lemme s’applique méme si E est de dimension infinie. Le
lemme des noyaux permet alors de résoudre les équations différentielles linéaires du genre :
P(D)(y) = 0, lorsque P est un polynome sans racine multiple. Ex : y” — 5y’ + 6y = 0.

Un résultat d’indépendance linéaire

Proposition Des wvecteurs propres de ¢ associées a des wvaleurs propres distinctes sont
linéairement indépendants.

DEMONSTRATION. Soit v1, . .., v, des vecteurs propres et \q, ..., A\, les valeurs propres associées,
que 'on suppose distinctes. Supposons que ces vecteurs soient liés. Parmi l'’ensemble des
combinaisons linéaires nulles & coefficients non tous nuls' des v;, choisissons-en une qui fasse
intervenir un nombre minimal s de vecteurs. En d’autres termes, on choisit une sous-famille
liée dont toute sous-famille stricte est libre. Quitte & renuméroter les vecteurs et a en supprimer
si nécessaire, on peut supposer que s = r.

Ainsi, on a r scalaires a7, ..., q, tous non nuls? tels que iy ;v =0, et toute sous-famille
stricte de (vy,...,v,) est libre. Appliquons ¢ d’une part, multiplions par A, d’autre part, et
soustrayons membre a membre : il vient Z:;ll a;(Ai — Ap) v; = 0. Par indépendance linéaire de
la famille (vy,...,v,-1), on a : a;(\; — Ar) = 0, ce qui donne, puisque A\; # A, : o; = 0 (pour
i <r—1). On reporte dans la combinaison linéaire initiale pour trouver : a,. v, = 0, ce qui est
contradictoire.O

Sous-espaces stables
a) On dit que F' C E est stable par ¢ si ¢(F') C F, i.e. si pour tout v € F, on a ¢(v) € F.

Attention ! Un sous-espace stable n’a pas toujours de supplémentaire stable. (Ceci en-
trainerait que toute matrice complexe est diagonalisable —pourquoi ?) Par exemple, prendre
en dimension 2, p(e1) = ey et p(ez2) = e1 + ez, et F' = Vect(eq).

UN INTERET DES SOUS-ESPACES STABLES. Si F est stable par ¢, choisissons une base de F
et complétons-la en une base de E. Alors la matrice de ¢ dans cette base est triangulaire par
blocs. De plus, le bloc en haut a gauche est la matrice de la restriction de ¢ a F'.

Si F' et G sont deux supplémentaires stables, on forme une base de F en juxtaposant une base
de F' et une base de G. La matrice de ¢ dans cette base est alors diagonale par blocs.

Lemme Sipoy =1 o alors Imy et Kervy sont des sous-espaces stables par o.

EXEMPLES : ¢ = ¢, ¥ = (¢ — Ad),...

T1: 4
Distinguer entre “non tous nuls” et “tous non nuls.”
“Idem.
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Vocabulaire

Eléments propres

a) On appelle valeur propre de 'endomorphisme ¢ tout scalaire A € K satisfaisant les condi-
tions équivalentes suivantes :

o Ker(p — Ad) # {0} ;

e ilexiste v € E, v#0, tel que p(v) = Av ;

o det(p — A\Id) # 0.
On appelle valeur propre de la matrice A une valeur propre de 'endomorphisme ¢ 4. L’ensemble
des valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une matrice est son spectre.

b) On appelle vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A tout vecteur non nul de Ker(p —
Ald), c’est-a-dire un vecteur non nul v tel que ¢(v) = Awv.

On appelle vecteur propre de A tout vecteur propre de @a4.

c) On appelle espace propre de ¢ associé a la valeur propre A le sous-espace Ker(¢ — A\Id).
On appelle espace propre de A associé a la valeur propre A le sous-espace Ker(¢4 — AId).

Polynéme caractéristique
a) On appelle polynome caractéristique de ¢ (resp. de A) le polynoéme y, € K[X] (resp.
x4 € K[X]) défini par :

Xo(X) = det(p — X 1d) (resp. x4(X) = det(A — X 1d)).

SENS : En principe, on ne sait définir que les déterminants de matrices sur un corps, alors
que 13, les coefficients sont dans Palgeébre K[X], qui n’est pas un corps. On s’en tire en
passant dans le corps des fractions rationnelles K(X) de la fagon suivante :

Soit B une base de E, et A la matrice de ¢ dans B. Alors on pose : X, (X) = det(A—XId) €
K(X). Vérifions que ceci a un sens.

D’une part, soit B’ est une autre base de E, P la matrice de passage, A’ la matrice de
¢ dans B’. On a A’ = PAP~! donc A’ — X1Id = P(A — XId)P~! (dans les matrices &
coefficients dans le corps K(X)), d’ou : det(A’ — XId) = det(P)det(A — X1d) det(P)~*
dans K(X). Ceci montre que x,(X) ne dépend que de ¢, et pas du choix de B.

D’autre part, on constate grace a la formule qui le définit que det(A — X1d) est bien un
polynéme en X (cela aurait pu étre une fraction rationnelle non polynoémiale).

REMARQUE : Le polynome caractéristique est de la forme :
Xp(X) = (=1)" [X" = tr(p) X" 4+ (=1)" det ()]
(resp.xa(X) = (=1)" [X" —tr(A) X" T+ 4+ (=1)"det(A)]).
b) Multiplicité des valeurs propres.
Proposition Notons ny la multiplicité de A\ comme racine de x,. Alors on a :
dim Ker(¢ — A1d) < ny.

DEMONSTRATION. Le sous-espace Ey = Ker(¢ — A1d) est stable par ¢. La restriction ¢|g, de
¢ & E) est une homothétie donc son polynéme caractéristique est (X — \)4™Fx | Fixons une
base de )y et complétons-la en une base de F. Si on calcule le polynome caractéristique dans
cette base, on voit que le polynéme caractéristique de ¢|g, divise celui de ¢, ce qui entraine
I’assertion.O
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c) Théoréme de Cayley—Hamilton : x,(¢) =0 (resp. xa(A) =0).

DEMONSTRATION. Voir plus loin.

EXEMPLE 1 : Pour A € M (K), on vérifie que xa(X) = X2 —tr(A4) X +det(A) et le théoréme
de Cayley-Hamilton est facile.

EXEMPLE 2 : Fixons P = X" + Y2721 a;, X* € K[X] et posons :

O ... ... 0 —ap

1 . —aq
A=Ap=| o

: . 0 —anp—2

0O ... 0 1 —apn

C’est la matrice-compagnon de P. On peut calculer & la main : x4(X) = (—1)"P(X). Dans
ce cas, on vérifie le théoréme de Cayley-Hamilton en montrant que AFe; = e (pour 1 < k <
n — 1), puis que P(A)(e1) = 0 et enfin que P(A)(e) = 0.

REMARQUE. Ce raisonnement permet de montrer facilement que pgq = P.
d) Intermeéde technique.

Lemme Si P annule ¢ (resp. A), alors toute racine de X, est une racine de P.

DEMONSTRATION. Soit A une racine de x., et soit v un vecteur propre. Alors, on a dans E :
0= P(p)(v) = P(A) v donc P(\) =0, puisque v # 0.0

REMARQUE. Inversement, par définition, u, divise x, donc toute racine de p, est une racine
de x,. Ainsi, le polynome minimal et le polynome caractéristique ont exactement les mémes
racines (mais, en général, avec des multiplicités différentes).

Diagonalisation

Définition

On dit que ¢ est diagonalisable si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :
e [ est la somme directe des espaces propres de ¢ ;

e F possede une base formée de vecteurs propres de ¢ ;
e [ possede une base dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale.

EXEMPLE 1 : toute matrice diagonale est diagonalisable. (Pourquoi ?)

EXEMPLE 2 : la matrice < (1) C{ > est diagonalisable si et seulement si a = 0. (Pourquoi 7)

EXEMPLE 3 : L’exemple 2 se généralise ainsi : si une matrice est triangulaire et si tous les
coefficients diagonaux sont égaux, alors elle est diagonalisable si et seulement si c¢’est une
homothétie. Attention, ceci n’est valable que si les coefficients diagonaux sont tous égaux !

Criteres de diagonalisabilité.

Proposition Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est diagonalisable ;

(ii) ¢ est annulé par un polyndme scindé a racines simples ;

(iii) x, est scindé et pour toute racine X de x, de multiplicité ny, on a : dim Ker(p—Ald) = ny ;
(iv) le polynome minimal de ¢ est scindé a racines simples (chut, ne [’ébruitez pas !).

Corollaire Six, (resp. xa) est scindé a racines simples, alors ¢ (resp. A) est diagonalisable.

EXEMPLES CLASSIQUES : ¢? = ¢ (projecteurs), ¢? = Id (symétries), etc.
DEMONSTRATION. (i)<(ii) : si ¢ est diagonalisable, alors ¢ annule le polynéme P(X) =
[Lie)(X = A), o () est le spectre de . La réciproque résulte du lemme des noyaux.
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(i)« (iil) : Sens direct : calculer le polynéme caractéristique dans une base qui diagonalise.
Réciproquement, en juxtaposant des bases des divers Ker(¢ — AId), on obtient une famille libre
de cardinal ) ny = degx, = dim E.O

Trigonalisation

Cas des matrices nilpotentes

a) On dit que ¢ (resp. A) est nilpotent si ¢* = 0 (resp. A*¥ =0) pour un certain k € N*,

Proposition Si ¢ est nilpotent, il existe une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est
triangulaire stricte. Si A est nilpotente, elle est semblable a une matrice triangulaire stricte.

DEMONSTRATION. On note que pour tout ¢, on a :
Kerp C Kerg? C --- C Kerg' ¢ Kergpt! ... ¢ Kero* = E.

On fixe une base (e1, ..., eq,) de Ker ¢, que ’'on compléte en une base (e1, . . ., eq, +4,) de Ker ¢?,
[...] que I'on compléte en une base (e, ..., e,) de Kero? = E.

En remarquant que pour v € Ker¢’, on a : ¢(v) € Ker¢*~!, on obtient que la matrice de ¢
dans cette base est triangulaire par blocs (les blocs diagonaux ayant pour taille d; x d;).0

CONSEQUENCE : le polynéme caractéristique de ¢ (ou A) est (—1)" X" et ¢ =0 (ou A™ = 0).

REMARQUE. On peut mieux faire avec plus de travail (voir la forme de Jordan ci-dessous.)

Théoréeme de trigonalisation

Théoréme Si x, est scindé, alors il existe une base dans laquelle la matrice de ¢ est trian-
gulaire supérieure. Si xa est scindé, alors A est semblable a une matrice triangulaire.

CAS PARTICULIER IMPORTANT : lorsque K est algébriquement clos, tous les polynomes sont
scindés. Par exemple, toute matrice carrée complexe est trigonalisable.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur n = dim E. Pour n = 1, la propriété est triviale.
Supposons-la démontrée jusqu’au rang n — 1. Soit donc A une matrice n x n.

Par hypothese, x4 possede une racine A. Soit v € K" un vecteur propre associé, qu’on compléte
en une base B’ de K". La matrice de passage P de la base canonique & la base B’ montre que
A est semblable & une matrice triangulaire par blocs :

P AP =

On a alors : xa(X) = xB(X) (X — ), donc xp est scindé, donc on peut trouver une matrice
inversible @ de taille (n — 1) x (n — 1) telle que Q' BQ = T" soit triangulaire supérieure. On
a alors :

-1 ‘ ‘0...0

Cette derniere matrice est semblable & A et triangulaire, donc on a gagné.O

Corollaire (Cayley-Hamilton) x.(¢) =0¢€ L(E), xa(A) =0 € M,(K).
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DEMONSTRATION. On choisit une base (e, ..., e,) de E dans laquelle la matrice de ¢ est trian-
gulaire. Appelons Ay, ..., \, les coefficients diagonaux. On note alors : F; = Vect(eq,...,e;). 1l
est clair que F; est stable par ¢, que la restriction ; de ¢ a F; a pour polynéme caractéristique
xi(X) = szl(X—)\k). On montre alors par une récurrence pas si compliquée que : y;(¢;) =0
(appliquer & eq,...,e;—1 puis a ¢;). Lorsque i = n, on a gagné.

Euh, il y a une escroquerie, ici : laquelle 7 Comment peut-on y remédier 70

Sous-espaces caractéristiques

Factorisons x, sur K. En notant Aq,..., A, les racines dans K et nq,...,n, leurs multiplicités
respectives, on fait apparaitre un polynoéme @ € K[X] sans racine dans K tel que :

T

Xo(X) = JJ(X = 2)™ Q(X).

i=1

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux, on a donc :

E = @Ker ((p — NId)™) @ Ker Q).
1=1

Les sous-espaces Ker ((¢ — \;Id)™) sont appelés sous-espaces caractéristiques de .
Proposition dimKer ((¢ — N\;Id)™) = n;.

DEMONSTRATION. Notons EX) = Ker ((¢ — A\ Id)™) et d; = dim EQ). Par définition, la
restriction de ¢ — \;1d a EW) est nilpotente, donc son polynome caractéristique est (—1)d¢X i
donc celui de la restriction de ¢ & EX) est (X — \;)%.

En utilisant des bases des divers EXi) et de Ker Q(yp) pour calculer x,, on se convainc que

r s

@) T =20 QX)) = xe(X) = [J(-D%(X = 2)*.Q(X),

i=1 i=1

ot Q est le polyndéme caractéristique de la restriction de ¢ a Ker Q(¢). On est str que Q()\,) #0,
sans quoi A; est une valeur propre de la restriction de ¢ a KerQ(y), et le vecteur propre
correspondant appartiendrait & EX) NKer Q(¢). En identifiant les facteurs premiers de 1'égalité
(#), on obtient : n; = d;.0

Pour la suite, il est commode de montrer le

Lemme Reprenons les notations précédentes et supposons que X, soit scindé, i.e. que @ = 1.
Alors, pour tout i, le projecteur m; d’image Ker(p — A;Id)" et de noyau P, Ker(p — A;j1d)™s
est un polynéme en . De plus, on a : >, m; = 1d.

DEMONSTRATION. Notons F(X) = (X — A;)™ et Q; = [[; (X — A;)™. Comme P; et Q; sont
premiers entre eux, il existe U;, V; € K[X] tels que V;Q; + U; P; = 1. 1l est facile de vérifier que
i = ViQi(p) et que > i m; = 1d.0

Décomposition de Jordan

Théoréme Soit E de dimension finie et ¢ € L(E). Supposons que le polynome caractéristique
de ¢ soit scindé (c’est par exemple le cas si K est algébriquement clos).

Alors il existe un unique couple (0,m) € L(E) x L(E) tel que :

(i) p=0+n;

(ii) 0 est diagonalisable et n nilpotente ;

(ili) pod=0doyp etpon=mnop.

De plus, 0 et n sont alors des polynémes en .
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DEMONSTRATION. 1¢ étape : Existence si ¢ a une unique valeur propre. On pose alors § = A\Id
et n = ¢ — Ald. Le théoreme de Cayley-Hamilton montre que 0 et 1 conviennent.

L’idée consiste alors a se ramener a ce cas particulier.

2° étape : Existence dans le cas général. On reprend les notations du lemme 3°. On pose :

5=i)\ﬂi et n=i(<ﬂ—>\i)m-
i—1 i—1

Montrons que § et 1 conviennent.

() 6+n= 7 om = @Yl m—pcar Y m = 1d.

(ii) Les espaces caractéristiques Ker(p — \;Id)™ sont supplémentaires et stables par § et . La
restriction de § a chacun est \;1d, i.e. une homothétie, donc § est diagonalisable. La restriction
de n & chacun est (p — A\;Id), donc nilpotente, donc 1 est nilpotente.

(iii) § et n sont des polynomes en ¢ donc commutent & .

3¢ étape : Unicité. Notons (dg,70) le couple obtenu dans la 2°¢ étape et soit (4,7) un autre
couple vérifiant (i), (ii) et (iii). On a alors par (iii), vu que dp et 79 sont des polyndmes en
©: 00g = g0 et nmy = mon. Par suite, 6 — Iy est diagonalisable (voir exercices) et 19 — 1 est
nilpotente (par la formule du binéme). Or, on a: ¢ =§+mn = dy + 19 donc § — g = 1y — 1. Et
on sait que la seule application diagonalisable et nilpotente est I’application nulle. D’ou § = dg
et n =mnp.00

Décomposition de Jordan (une autre, hors programme)

Théoréme Soit E de dimension finie et ¢ € L(E). Supposons que le polynome caractéristique
de ¢ soit scindé (c’est par exemple le cas si K est algébriqguement clos). Alors dans une base
convenable, la matrice de ¢ est diagonale par blocs, chaque bloc étant une matrice v X r de la
forme :

A1 0 - 0
0

0
: . . o1
0 -« -+ 0 X\

De plus, le nombre de blocs de taille donnée ayant une valeur propre donnée sont déterminés
de fagon unique par ¢.

REMARQUE : Si r = 1, le bloc correspondant est juste (). Si une matrice est diagonalisable,
tous les blocs sont de ce type.

EXERCICE : Calculer le polynéme caractéristique d’une matrice de la forme précédente. En
déduire la forme de Jordan d’une matrice compagnon.

EXERCICE : Déduire du théoréeme précédent que toute matrice est semblable a sa transposée.
(Commencer par le cas ou il n’y a qu’un seul bloc.)
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Chapitre 5
Espaces euclidiens et hermitiens

I Généralités
1° Espaces euclidiens et hermitiens
a) Définitions
Un espace euclidien est un espace vectoriel £ de dimension finie sur R, muni d’un produit
scalaire, i.e. d’une forme (.,.) : E' X E — R bilinéaire-symétrique-définie-positive. Cela signifie
que pour v,v',w € Eet \, N € R :
o (Av+ N, w) = Ao, w) + N, w) et (w, v+ Nv') = Nw,v) + N(w,v') ;
o (v,w) = (w,v) ;
o (v,v) >0etsi(v,v)=0,alors v=0.

Un espace hermitien est un espace vectoriel F de dimension finie sur C, muni d’un produit
scalaire, i.e. d’une forme (.,.) : F x E — R sesquilinéaire-a symétrie hermitienne-définie-
positive. Cela signifie que pour v,v',w € E et \,\ € R :

o D+ N, w) = Ao, w) + N, w) et (w, v+ Nv') = Mw,v) + N{w,v') ;

o <U7w> = <w,v> )

o (v,v) >0etsi(v,v)=0,alors v=0.

Désormais, F est un espace euclidien ou hermitien.

NOTATION TRADITIONNELLE : Pour v € E, on note : ||v|| = y/(v,v).

VOCABULAIRE : Si on abandonne ’hypothese de la dimension finie, on parle d’espace pré-
hilbertien (réel ou complexe). Si on ajoute alors ’hypothese que l’espace est complet, on parle
d’espace hilbertien.

EXEMPLE : Etant donné une base (eq,...,e,) d'un espace vectoriel E de dimension finie sur
R ou C, il existe un unique produit scalaire tel que (e;,e;) = d;; (4,7 = 1,...,n, 0 est le 6 de
Kronecker). Si E = R™ ou C", le produit scalaire canonique/standard est le produit scalaire
construit ainsi & partir de la base canonique/standard.

b) Produit scalaire et dualité

Ici, pour simplifier, on suppose que E est euclidien. Comme toute forme bilinéaire sur F,
un produit scalaire permet de définir une application linéaire I de F vers son dual E* par :
I:E—FEv—IL,oul,: E— R, w— I,(w) = (v,w). Mais ici, on peut affirmer que I est
un isomorphisme, car le noyau de I est trivial (si I, = 0, alors [,(v) = 0 donc v = 0), et on a
supposé E de dimension finie.

Ainsi, le choix d’un produit scalaire permet d’identifier un espace euclidien et son dual.

c) Orthogonal d’une partie

On définit naturellement orthogonal d’une partie P C E (au sens du produit scalaire) comme
I'ensemble des vecteurs v € E tels que (v, w) = 0 pour tout w € P. La relation suivante est
immédiate : P+ = Vect(P)".

Soit F' un sous-espace de E. Soit P = (eq,...,e,) une base quelconque de F. La remarque
précédente montre que F* est l'intersection des noyaux des r formes linéaires v +— (e;,v)
(i=1,...,r), lesquelles sont linéairement indépendantes (vérifier). Par suite, on a : dim F- =
dim E — dim . On note que F'N F*+ = {0} car (.,.) est définie positive, ce qui entraine :

Lemme L’orthogonal d’un sous-espace est un supplémentaire de ce sous-espace.

Ainsi, en présence d'un produit scalaire, un sous-espace possede un supplémentaire naturel
(défini sans choix supplémentaire), qui est son orthogonal. Notons que 'orthogonal dépend
quand méme du choix du produit scalaire...
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Bases orthonormeées

a) Définition et formules
Une base (e, ..., e,) de E est dite orthonormée si pour tout 4,5 =1,...,n, on a: (e;, ;) = d;;
(le § de Kronecker). Les bases orthonormées permettent des calculs commodes :

Lemme Soit B= (ey,...,e,) une base orthonormée.
(i) Pour v € E, les coordonnées de v dans B sont données par :

n

v = Z<6i7v> e;.

i=1

(i) Pour ¢ € L(E), la matrice A = (ai;)i j=1,..n de ¢ dans B est donnée par :
aij = (e, p(€;))-

On peut montrer 'existence de bases orthonormées par une récurrence facile sur la dimension.
Mais on peut faire mieux :
b) Existence de bases orthonormées

Proposition (Gram-Schmidt) Si (vi,...,v,) est une base de E, il existe une base or-
thonormée (ey,...,e,) de E (unique a changement de signe des vecteurs prés) telle que pour
i=1,...,n, on ait : Vect(ey,...,e;) = Vect(vy,...,v;).

DEMONSTRATION. On prend e; = v1/||v1]|. Supposons avoir construit eq,...,e;. On cherche
eéﬂ sous la forme v;41 + 22:1 Axer de sorte que e;41 soit orthogonal & e, ...,e;. Ceci force
a prendre A\ = —(viy1,ex). Enfin, on pose e;41 = €j,,/|lej,,]|. On vérifie facilement que cela
convient et qu’il n’y a pas d’autre choix (aux signes pres).O0

EXERCICE. En déduire que toute matrice s’écrit de fagon essentiellement unique comme produit
d’une matrice orthogonale (voir ci-dessous) et d’une matrice triangulaire supérieure. Cela
s’appelle la décomposition d’Iwasawa.

c) Projecteurs orthogonaux

Un projecteur est dit orthogonal si son image et son noyau sont orthogonaux. Si7: EF — E
en est un, si (e1,...,e,) est une base orthonormée de Im7, on a pour v € E (vérifier !) :

T

m(v) = Z(ei,w e;.

i=1

D’un autre point de vue, si F' est un sous-espace de F, si (f1,..., fq) est une base orthonormée
de F, on constate que pour tout v € E, le vecteur 7(v) = v — Z?:1<di,v> d; est orthogonal &
F. Ceci prouve & nouveau que F et F- engendrent E, et, en notant que F N F+ = {0}, qu’ils
sont supplémentaires. De plus, 7 est la projection sur F- parallelement & F.

Endomorphismes auto-adjoints et unitaires

Adjoint

Proposition (i) Pour ¢ € L(E), il existe un unique ¢* € L(E) tel que
Vo,we B, (v,p(w)) = (¢*(v),w).

(ii) La matrice de ©* dans une base orthonormée est la conjuguée (coefficient par coefficient)
de la transposée de la matrice de .
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DEFINITIONS : Avec les notations ci-dessus, on dit que ¢* est 1’adjoint de . Pour une matrice
A € M,(C), la conjuguée de sa transposée, A* = A, est 'adjointe de A.

DEMONSTRATION. Fixons une base orthonormée B = (eq,...,e,). Si ¢* existe, on doit avoir :
(p*(es),e5) = (es,p(ej)), donc la matrice de ¢* dans B est nécessairement la conjuguée de la
transposée de celle de ¢. Inversement, ’endomorphisme qui a pour matrice la conjuguée de la
transposée de la matrice de ¢ convient.O

REMARQUE. Placons-nous dans le cas réel. Pour ¢ : E — E, on a défini une transposée
to : E* — E*. On constate que isomorphisme I : E — E* induit par le produit scalaire
transporte la transposée (au sens du produit scalaire) sur ’adjoint (au sens de la dualité). On
notera donc souvent ‘p au lieu de ¢*.

Le “théoréeme spectral”

DEFINITIONS : Un endomorphisme est auto-adjoint s’il est égal & son adjoint. Une matrice
complexe est hermitienne si elle est égale a son adjointe. Une matrice est symétrique si elle est
égale a sa transposée.

REMARQUE. Un endomorphisme est auto-adjoint, si et seulement si sa matrice dans une
base orthonormée est hermitienne/symétrique, si et seulement si sa matrice dans toute base
orthonormée est hermitienne/symétrique. (Vérifier I’équivalence !)

Théoréme (i) Un endomorphisme auto-adjoint posséde une base orthonormée de vecteurs
propres et ses valeurs propres sont réelles.

(ii)  Une matrice hermitienne (resp. symétrique réelle) posséde une base orthonormée de
vecteurs propres et ses valeurs propres sont réelles.

Dans (ii), “orthonormée” se réfere au produit scalaire canonique. Dans le cas réel, les vecteurs
propres sont a coordonnées réelles.

Ce théoréeme est vraiment tres utile, méme si ¢a n’apparait guere dans la suite de ce cours ; il
donne quand méme, par exemple, ’existence d’axes orthogonaux pour une conique.

Les assertions (i) et (ii) sont clairement équivalentes (prendre une base orthonormée !). On va
démontrer (i) par récurrence sur la dimension de E. Pour commencer, on énonce un lemme
trivial :

Lemme Sip € L(E) est auto-adjoint, et si v € E est un vecteur propre de p, alors H =
Vect(v)* est stable par ¢ et la restriction de o a H est encore auto-adjoint.O

DEMONSTRATION DU THEOREME. En dimension 1, il n’y a rien a démontrer. On commence
par le cas complexe. Soit v un vecteur propre de  associé a une valeur propre A. Notons que
A est réelle, puisque

Mo, v) = (v, 0(v)) = (p(v),0) =l{v,v) et (v,v) #0.

On vérifie que Vect(v)l est stable par ¢, on y applique 'hypothese de récurrence et on conclut.
Attaquons le cas réel. La matrice de ¢ dans une base orthonormée est symétrique, donc
hermitienne, donc ses valeurs propres complexes sont en fait réelles. Il en résulte que ¢ possede
un vecteur propre, et la preuve par récurrence marche comme dans le cas complexe.O

Attention ! [l existe des matrices symétriques complexes non diagonalisables.

Endomorphismes unitaires et isométries

a) Pour A € M,(C), on dit que A est unitaire si A* A = Id. Alors les valeurs propres de A,
donc son déterminant, sont de module 1.

Pour A € M, (R), on dit que A est orthogonale si ‘A A =1Id. On a encore : det A = +1.
Notons que A est inversible. On se convainc facilement qu'une matrice est unitaire ou orthog-
onale si et seulement si c’est la matrice de passage entre deux bases orthonormées.
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b) Définition.

Lemme Soit ¢ € L(FE). Les conditions suivantes sont équivalentes :
o Vo,w € E, (p(v),p(w)) = (v,w) ;
Vv e E, [lp@)l| = |lv]| ;
@ est linverse de son adjoint ;
@ enwvoie une base orthonormée sur une base orthonormée ;
la matrice de ¢ dans une base orthonormée est unitaire/orthogonale.

Définition Si les conditions du lemme sont réalisées, on dit que ¢ est une isométrie.
c) Réduction des isométries réelles (pour mémoire)
Proposition Un endomorphisme unitaire est diagonalisable dans une base orthonormée.O

Théoreme Une isométrie d’un espace euclidien posséde, dans une base orthonormée conven-
able, une matrice diagonale par blocs ou les blocs sont de la forme

sinf cos@

<cos€ —sm9> wvee 0 € R

DEMONSTRATION. Par récurrence sur la dimension. C’est trivial en dimension 1. Supposons
le théoreme vrai dans tout espace de dimension < n — 1. Soit ¢ une isométrie d’un espace de
dimension n, A sa matrice dans une base orthonormée 5.

On fixe une valeur propre A de A. Si elle est réelle, on note P une droite propre. Si elle est
complexe, on Pécrit A = €% et on appelle X € C™ un vecteur propre de A associé a A. On note
V et W ses parties réelle et imaginaire : ce sont des vecteurs de R™. On appelle alors v et w
les vecteurs qui ont pour coordonnées V et W dans B. On montre aisément que V' et W sont
linéairement indépendants et on note P = Vect(v, w).

Il est facile de voir que P et Pt sont stables par ¢ (travailler matriciellement), et que la
restriction de ¢ & P et P est encore une isométrie, puis on conclut par récurrence.O]

Endomorphismes normaux (pour mémoire)

Les preuves des deux théoréemes de ce paragraphe se ressemblent énormément. En voici une
espece de généralisation. On dit qu’'un endomorphisme ¢ est normal s’il commute avec son
adjoint : " = * . La clé des deux preuves est le lemme suivant :

Lemme Soit F' un sous-espace de E, ¢ € L(E) un endomorphisme normal. Si F est stable
par ¢, alors F- est stable par ¢ aussi.O

On en tire avec un raisonnement analogue aux précédents :

Proposition Tout endomorphisme normal posséde une base orthonormée de vecteurs propres.
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On fixe un plan euclidien P. On note O(P) le groupe des isométries de P, SO(P) le groupe des
isométries directes (c’est le noyau du déterminant det : O(P) — {—1,1}). On note par ailleurs
SOs le groupe des matrices orthogonales 2 x 2 de déterminant 1.

Rotations du plan, leurs matrices

a) Par définition, une rotation est une isométrie de P de déterminant 1.
b) Le choix d’une base orthonormée B de P définit un isomorphisme

MatB:SO(P)L’SO2={<Z _ab>; a,beR, a2+b2:1}.

(La description de SO2 est un calcul simple.)
c) On en déduit facilement les faits cruciaux suivants :

Corollaire (i) SO2 est abélien.
(ii) Une isométrie a la méme matrice dans deux bases de méme orientation.

Angles orientés de vecteurs

a) Etant donnés deux couples de vecteurs non nuls (u,v) et (u',v’), on note (u,v) ~ (u',v)
sl existe deux réels A, u > 0 et une isométrie p € SO(P) tels que

u'=Xp(u), v =pe(v).
C’est un exercice de montrer que ~ est une relation d’équivalence.

DEFINITION. Un angle (orienté de vecteurs) est une classe d’équivalence pour ~. On notera A
I’ensemble des angles.
Identification angles orientés-rotations en dimension 2

a) Notons U le cercle unité, formé des vecteurs de norme 1.
Lemme Fizons i € I. Pour tout u € U, il existe une unique rotation ¢ telle que p(i) = u.

REMARQUE. On verra la similitude avec ’assertion familiere : Fixons un point O € P. Pour
tout point M € P, il existe une unique translation 7 telle que 7(0) = M.

DEMONSTRATION. Complétons 7 en une base orthonormée (7, 7) de P. Si ¢ convient, la premicre
colonne de sa matrice dans (i, j) est la colonne des coordonnées *(a b) de v. La deuxiéme colonne
est alors bien déterminée. Inversement, cette matrice répond a la question.O

b) On veut définir deux applications entre A et SO(P). Pour cela, deux lemmes.

Lemme FEtant donné un angle o, (u,v) un représentant de «, la rotation qui envoie u/||ul|
sur v/||v|| ne dépend que de a.

DEFINITION. On notera rot(a) cette rotation.

DEMONSTRATION. Tout repose sur la commutativité de SO(P). Soit (uy,v1) et (ug,vy) deux
représentants de a.. Quitte a remplacer uj par uy/||uy||, etc., on peut supposer uy, vy, ug, vy de
norme 1. Soit ¢ la rotation qui envoie u; sur v1. On veut montrer que p(uz) = vs.

Or, par hypothese, il existe une rotation ¢ qui envoie u; sur us et vy sur vy. Alors :

p(uz) = p(ur) = p(ur) = Y(uz) = v9.0
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Lemme FEtant donné une rotation ¢ et un vecteur non nul u, l'angle (u, p(u)) ne dépend que
de ¢ et pas de u.

DEFINITION. On notera ang(y) cet angle.

DEMONSTRATION. Soit u1, us deux vecteurs non nuls. On peut les supposer de norme 1. Soit
¥ la rotation qui envoie uj sur ug. Pour montrer que (ug, ¢(uy1)) et (ug, p(uz)) définissent le
méme angle, on doit montrer que ¥ envoie p(u1) sur ¢(usz), ce qui résulte immédiatement de
la commutativité de SO(P).O

Lemme Les applications ang et rot sont des bijections réciproques.

DEMONSTRATION. Left to the reader...O

4° Addition des angles orientés

Voici une définition un peu trop abstraite, mais efficace, de la somme des angles. On parle
de transport de structure. On retrouve la construction géométrique habituelle (“relation de
Chasles”, si on veut) un peu plus loin.

DEFINITION. Etant donné deux angles a et o/, on définit leur somme par :
a+ o = ang(rot(a) o rot(a)).

Lemme La somme munit ’ensemble des angles d’une structure de groupe abélien, isomorphe
au groupe SO(P). Le neutre est l'angle nul (w,u), l'opposé de l'angle (u,v) est (v,u).0

On peut donner une description géométrique de la somme :

Lemme (“Relation de Chasles”) Soit o et o/ deur angles. On fize u € U. Soit v le
vecteur de norme 1 tel que (u,v) = « et w le vecteur de norme 1 tel que (v,w) = o'. Alors
a+ o = (w,w). En particulier, l'angle (u, w) ne dépend pas du choiz de u.

DEMONSTRATION. Puisque (u,v) = «, on a : rot(a)(u) = v. De méme, rot(a/)(v) = w. D’ol
rot(a/)rot(a)(u) = w, puis ang(rot(a/)rot(a)) = (u,w) et enfin : a4+ o =o' + a = (v, w).0
5° Résumé des épisodes précédents
Pour P un plan vectoriel euclidien, on a mis en évidence des bijections entre les trois objets
suivants :
e le groupe des isométries directes de P ;
e le groupe des angles orientés de vecteurs de P ;
e le cercle-unité U.
Les deux groupes sont naturellement isomorphes (i.e. on dispose d’un isomorphisme qui ne
dépend d’aucun choix, pas méme d’une orientation de P). Pour établir une bijection avec le
cercle-unité, il faut choisir un point du cercle. Noter I'analogie :

espace vectoriel £ groupe des isométries directes SO(P)
espace affine £ cercle-unité U
origine O point-base ¢
translation ¢ de vecteur v rotation ¢ d’angle «
M = 1(0) <= OM=" w=g(i) = (o) =a

La structure commune est celle d’un groupe (E ou SO(P)) agissant simplement transitivement
sur un ensemble (€ ou U) : deux points quelconques de ’ensemble s’obtiennent I'un & partir
de 'autre par I'action d’un unique élément du groupe. En termes snobs, on parle de torseur.
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Mesure des angles orientés

Supposons connaitre le tableau de variations des fonctions cosinus et sinus. On en déduit :

Lemme FEtant donné (a,b) € R?, tel que a® + b* = 1, il existe un unique 0 € |—m, 7] (ou
0 € R/27Z) tel que a = cosf et b =sinb.

DEMONSTRATION. Il existe 6y € [0, 7] tel que a = cosfy. On a alors : b* = sin®6,. Si b > 0,
alors 6§ = 6y convient. Sinon, § = —f convient. L unicité est analogue.

L’application
R/27Z — SOq

0 (cosﬂ —Sin9>

sinf  cos#f
est canonique. Le choix d’une orientation définit une bijection entre rotations et SO3. On a
également une bijection (canonique) entre angles et rotations. Altogether...

Corollaire Le choiz d’une orientation définit une bijection entre les angles et R/2nZ.

On a ainsi quatre réalisations du “méme” groupe : angles, rotations, SO, R/27Z.

Autres sortes d’angles

On définit les angles non orientés de vecteurs comme classes d’équivalence de couples de vecteurs
non nuls pour la relation :

(u,v) ~nv (U,0") <= 3\, p € RT* 3p € O(P), v = Xp(u) et v' = o(v).

EXERCICE. Montrer que (u,v) et (v,u) définissent le méme angle non orienté de vecteurs

(normer u et v et utiliser la réflexion d’axe la médiatrice de u et v).

En déduire que (u,v) et (u’,v") définissent le méme angle non orienté de vecteurs si et seulement
—_—

si (@) = (w,v') ou (@) = ().

EXERCICE. Montrer que I’ensemble des angles non orientés de vecteurs s’identifie naturellement
a l'ensemble des paires (non ordonnées) de demi-droites & isométrie pres.

On définit aussi les angles orientés de droites comme classes d’équivalence de couples de vecteurs
non nuls pour la relation :

(u,v) ~op (u',v") <= I\, pueR* Jp € SO(P), u' = Xp(u) et v/ = p(v).

On définit enfin les angles non orientés de droites comme classes d’équivalence de couples de
vecteurs non nuls pour la relation :

(u,v) ~xp (U/,0") <= I\ pueR*, Jp € O(P), v = Xp(u) et v = p(v).

EXERCICE. Dans chaque cas, définir la ou les lignes trigonométriques idoines et la mesure.

Isométries négatives

La matrice d’une isométrie indirecte ¢ € O(P) \ SO(P) dans une base orthonormée est de la

forme
<a _b>; a,beR, a®>+b2=1.
b a

C’est une réflexion orthogonale, i.e. une symétrie orthogonale par rapport a une droite. On
peut montrer qu’une rotation est la composée de deux réflexions.
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Isométries en dimension 3

On fixe un espace euclidien E de dimension 3. Il est souvent commode d’orienter F, mais pas
toujours nécessaire. On note O(FE) le groupe des isométries de E, SO(FE) le sous-groupe des
isométries directes.

Rotations en dimension 3

Définition Soit E euclidien orienté de dimension 3. Soit w € E un vecteur non nul et 8 € R.
La rotation autour de w, d’angle 0 est application lin€aire qui a pour matrice :

1 0 0
0 cosf@ —sinf
0 sinf cos6

dans une (toute) base orthonormée directe dont le premier vecteur est w/||w||.
Si E n’est pas orienté, une rotation est une application linéaire qui a une matrice de la forme
précédente dans une base orthonormée.

En d’autres termes, ¢ est lidentité sur la droite Vect(w) et c’est une rotation sur le plan
orthogonal H. Cette définition a un sens car une rotation a la méme matrice dans toute base
orthonormée directe de H (ici, 'orientation sur H est induite par le choix de w).

REMARQUE. La rotation autour de w et d’angle 6 s’identifie a la rotation autour de —w et
d’angle —f. En revanche, elle differe (en général) de la rotation d’angle —w et 6. (Pour voir
ceci, constater que si (w, vg,v3) est orthonormée directe, alors (—w, vs, v2) l'est aussi, mais pas
(—w,v2,v3).) Ainsi, il faut se donner une droite orientée et un angle pour définir une rotation.

Classification des isométries en dimension 3

Soit ¢ une isométrie d'un espace euclidien de dimension 3. Le polynéme caractéristique x,, de
¢ est de degré 3, donc il possede une racine réelle. Rappelons que les racines réelles de x, et
det o valent +1.

Si x, a une seule racine réelle, on la note €. Notons qu’alors les autres racines de x,, sont
complexes conjuguées, donc leur produit est > 0 donc ¢ est du signe de det ¢, donc € = det ¢.
Si x, a 3 racines réelles, on pose € = det ¢ : c’est une racine de x,. En effet, le produit des
trois racines de x,, est det ¢, mais (—¢)3 = — # det ¢, donc les racines de X, ne peuvent pas
toutes étre —e.

Dans chaque cas, x, a toujours ¢ = det(y) pour racine. Soit alors e; un vecteur propre associé
a la valeur propre . Complétons e; en une base orthonormée directe B = (e, e, e3). Notons
D = Vect(e1) et H = D*. Puisque D est stable par ¢, il en est de méme de H (vérifier !) ; la
restriction de ¢ & H est de plus une isométrie. La matrice de ¢ dans B est de la forme

e |0 0
0
B )
0
ou B est la matrice de la restriction de ¢ & H. On voit ainsi que det ¢ = ¢ det B, d’oudet B =1
et B est la matrice d’une rotation. On a deux cas :
e si detyp =1, @ est une rotation autour de e; ;
e sidetp = —1, ¢ est la composée d’une rotation autour de e; et de la réflexion par rapport
a H = Vect(ep)*.
En tout cas, dans une base orthonormée directe convenable, une isométrie a pour matrice

el 0 0
A= 0|cosf —sinf |,
O|sinf cosf

ol e==1=detA.
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Attention ! Dans cette matrice, 6 € R n’est déterminé qu’a 2w pres et au signe preés.
En effet, 0 dépend de lorientation dans H. Si une orientation de E a été choisie, le choiz de
0 entre +0 peut étre fixé par le choiz d’un vecteur de Vect(ey).

Au bilan, toute isométrie directe de E est une rotation, et que toute isométrie indirecte peut
s’écrire comme composée d’une rotation et d’une réflexion, l'axe et le plan de celles-ci étant
orthogonaux.

Angles orientés et non orientés en dimension 3

Mimons la définition de la dimension 2. Un angle orienté (resp. non orienté) de vecteurs est
une classe d’équivalences de couples de vecteurs non nuls pour la relation ~oy (resp. ~yv) :

(u,v) ~ov (u/,v") < I\, u € RT™ Jp e SO(P), v = Xp(u) et v' = p(v).

(u,v) ~nv (U,0) <= I\ peR™ Jp e O(P), v = Xp(u) et v = ¢(v).

Le nouveau phénomene en dimension 3 est le lemme facile suivant :

Lemme (i) Etant donné u,v € E, ||ul| = ||v|]| = 1, la rotation d’aze dirigé par (u + v)/2 et
d’angle T permute u et v.
(ii) Les relations ~oy et ~ny coincident.

Ainsi, les notions d’angle orienté et d’angle non orienté de vecteurs coincident en dimension 3.
En revanche, on ne peut plus identifier les angles et les rotations. Quelle trigonométrie peut-on
faire en dimension 3 7

Produit vectoriel

Dans ce paragraphe, on choisit une orientation de F.

a) Premiére version (en coordonnées). Fixons une base orthonormée directe B. Pour
v,v" € E, de coordonnées respectives (z,y,z) et (2/,4/,2') dans E, on note v A v' le vecteur
ayant pour coordonnées

T x’ yz — 2y
y | Al Y | = 22/ —x
z 2! xy' — yx'

b) Deuxiéme version (géométrique). Le produit vectoriel a les propriétés suivantes :

e v AV € Vect(v,v')t ;

o |[uAd| = \sm(m)]HvHHv'H, ol (1:;’) est 'angle® dans le plan Vect(v,v') ;

e la famille (v,v',v A v') est une base directe si v et v’ ne sont pas colinéaires (et v Av' =0
si v et v’ sont colinéaires).
Ces propriétés suffisent pour caractériser v A v/, et donnent une deuxi¢me fagon de le définir.

c) Produit mixte. Etant donné trois vecteurs (v,v’,w) € E® (Pordre compte) et deux bases
orthonormées directes B et B', on a : detg(v,v’,w) = detp (v, v, w).

En effet, notons A (resp. A’) la matrice dont les colonnes sont les colonnes des coordonnées
de v, v et w dans B (resp. B’). Notons P = Pgp la matrice de changement de base. Comme
les deux bases sont supposées orthonormées directes, le déterminant de P vaut 1. De plus,
A = PA’ donc les déterminants de A et A’ sont égaux. Ceci donne un sens a la

DEFINITION. Le produit mixte de trois vecteurs (v,v’, w) € E3 est le déterminant de ces vecteurs
dans n’importe quelle base orthonormée directe. On le note [v,v',w]. C’est une application
trilinéaire et alternée.

3Noter que la valeur absolue du sinus ne dépend d’aucune orientation.
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d) Troisiéme version (algébrique). On fixe toujours une base orthonormée directe 3. Pour
v,v" € E, on considere la forme linéaire £ — R, w — [v,v",w]. Elle est nécessairement de la
forme “produit scalaire avec un vecteur”, i.e. il existe un unique vecteur noté v A v’ tel que

Y(v, o', w) € B3, [v,v,w] = (v Av', w).

On vérifie que c’est le méme produit vectoriel qu’avant. Seule cette version se généralise dans
un espace euclidien de dimension n : étant donné n — 1 vecteurs, on en fabrique un nouveau.

e) Quelques intéréts du produit vectoriel.

La norme du produit vectoriel v A v’ est la surface du parallélogramme supporté par v et v'. La
valeur absolue du produit mixte [v,v’, w] est le volume du parallélépipede supporté par v, v’, w.
L’intersection des plans d’équation ax + by + cz = 0 et 'z + V'y + /2 = 0 est dirigée par le
produit vectoriel de *(a b c) et ‘(a’ b ).

Reconnaissance des isométries de R3 (1)

Probleme : comment trouver la nature et les éléments caractéristiques d’une isométrie donnée
par sa matrice ?

On commence par calculer son déterminant €. On cherche alors un vecteur v; propre pour
la valeur propre € en résolvant un systeme (on prendra, au moins tacitement, e; = vy /||v1]]).
Reste a déterminer I’angle de la rotation de 2°, quand son axe est orienté par v;.

Tout d’abord, on constate que : tro = trA = € + 2cosf. Ceci permet de calculer cos @
facilement, donc € au signe pres (et a 27 pres).

Pour déterminer le signe de 6, on choisit un vecteur vs orthogonal & vy, on calcule le produit
vectoriel va A p(va), puis le produit mixte p = (va A p(v2),v1). Le signe de sin @ est le signe de
p. (Vérifier : calculer dans la base orthogonale (vy,va,v1 A vg) !)

Reconnaissance des rotations de R3? (2)

a) Pour w € R? on considere 2, : E — E, v+ wAv. Siw = (a,b,c), la matrice de Z,, dans
la base canonique est (par définition de A) :

0 —c¢c b
A= c 0 -—a
-b a 0

Cette matrice est antisymétrique, et toute matrice antisymétrique est de cette forme. Par
définition, on a, pour v € R? : Av = w A v. Notons de plus que =, a pour noyau Vect(w) si
w#0et R?siw=0.

b) Soit & présent p une rotation de R3, R sa matrice dans la base canonique, et posons A =
R—-'R=R— R™'. On voit que A est antisymétrique, donc A est la matrice de Z,, pour un
unique w € R3.

On remarque que si v est un vecteur fixe par p, on a: Rv=v = R~ v, dou: Av =0. Il en
résulte que v appartient au noyau de =,. Si w # 0, ce noyau est de dimension 1 donc w est fixé
par p. Siw = 0, cela reste trivialement vrai.

c) Soit plus précisément p la rotation autour de e; et d’angle # € R. Par commodité, on
suppose ||e1|| = 1. On vérifie avec la définition d’une rotation que si (v,e1) = 0, alors : p(v) =
cos(f) v +sin(f) e; Av. Plus généralement, en appliquant cette formule & v = v — (v,e1) €1, on
trouve que :

Yo e R3, p(v) = cos(B) v +sin(f) e; Av+ (1 — cos(6))(v,e1) er.
Il vient alors, pour v € R? quelconque :
p(v) — p~t(v) = (2sin(f) ey) A w.

d) Conclusion : soit R la matrice d’'une rotation, w le vecteur tel que A, = R —'R. Siw # 0,
alors R est la rotation autour de w et d’angle € tel que 2cosf + 1 = trp et sinf = ||w||.
Que se passe-t-il si w = 0 7 Pourquoi ne peut-on pas conclure ainsi 7
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Chapitre 7
Formes quadratiques

On fixe un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K, de caractéristique # 2.
Formes bilinéaires : généralités
Définitions
a) Une forme bilinéaire symétrique sur E est une application f : E' x E — K telle que :
e pour tout v € E, l'application F — K, w — f(v,w) est linéaire ;
e pour tout w € F, lapplication £ — K, v — f(v,w) est linéaire ;
e pour tout (v,w) € Ex E,ona: f(v,w)= f(w,v).
Par exemple, le produit scalaire d’un espace euclidien est une forme bilinéaire symétrique...

b) On définit le noyau Ker(f) et le céone isotrope C¢ d’une forme bilinéaire symétrique f par 4

Kerf={veFE| YweFE, flv,w)=0}, Cr={veE| f(v,v)=0}

On dit qu’un vecteur est isotrope (pour f) s’il appartient au cone isotrope.

Remarques. Le noyau de f est un sous-espace vectoriel. Le cone isotrope est stable par
produit par un scalaire. Le noyau est inclus dans le cone isotrope (vérifier !).

Cependant, en général, le cone n’est pas stable par addition et I'inclusion Ker(f) C Cy est
stricte. Par exemple, on peut prendre E = R?, et

(G0 (G) =

le noyau est réduit a {0}, et le cone isotrope est formé des axes z =0 et y = 0.
c) La forme quadratique associée a une forme bilinéaire f sur E est la fonction

q: E—K, v—q)=f(v,v).

Il y a une correspondance bijective entre formes bilinéaires et formes quadratiques. En effet,
étant donné une forme quadratique g, on peut exprimer la forme bilinéaire d’ou elle provient
en fonction de ¢ :

1

Yo,w e FE, f(v,w):1<q(v+w)—q(v—w)).

On utilise ici I'hypothese sur la caractéristique de K.

Dual et noyau

La donnée d’une forme bilinéaire symétrique détermine une application de E dans son dual E*,
dont on vérifie qu’elle est linéaire :

v E— E*, v— B(v,7), ou B(v,?): E—K, w— B(v,w).

On constate que le noyau de ¢y est exactement le noyau de f, ce qui justifie cette dénomination.
On dit que f est non dégénérée si s est un isomorphisme, ce qui revient a dire que le noyau
de f est réduit a {0} (pourquoi 7). Répétons que le cone isotrope, lui, peut tout a fait étre
strictement plus gros.

“La notation Ker(f) est standard, mais pas la notation Cj.
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3° Matrice d’une forme bilinéaire symétrique

a) Soit B = (€;)i=1,..n une base de E, f une forme bilinéaire symétrique sur E. On appelle
matrice de f dans B la matrice® suivante, dont on constate qu’elle est symétrique :

A=Mats(f) = (feies))

,J177.

b) Formule. Soit v € E (resp. w € E), X € K" (resp. Y € K") la colonne des coordonnées
de v (resp. w) dans B, alors :

flv,w) ="XAY.
En effet, il suffit de développer. Si X = (2;)i=1,..n €t Y = (¥i)i=1,..n, O & :

n n n
Y owien Y yies | = Y fleiej) wiy; = ' XAY.
i—1 =1

ij=1

Si ¢ désigne la forme quadratique associée a f, on a :
n n
g(v) = f(v,0) =" XAX =" flei ) wim; = Zf ee)zl+ Y 2f(eiej) wim;.
i=1 j=1 1<i<j<n

Il y a un réel danger d’oublier le facteur 2...
c) Procédure inverse (le plus utile en pratique).

Proposition Soit QQ une fonction polynéomiale homogene de degré 2 sur K™, c’est-a-dire qu’il
eziste des scalaires (bij)i j=1,..n tels que Q soit définie par :

Q: K" —K, X = (xi)i=1,.n— QX Zbuaz + Z bij ;.
1<i<j<n

Alors, Q est une forme quadratique sur K" et les b;; sont uniquement déterminés par Q.

On définit alors la matrice de la forme quadratique par :

bii sii=j,
A = (aij)ij=1,..n ou aj =4 L
sbij sidi# g
Attention ! De nouveau, il y a un fort risque d’oublier le coefficient 1/2.

DEMONSTRATION. On peut vérifier que la fonction F' définie par
F: K'xK' — K,

(X,Y) — F(X,Y)= QX +Y)-Q(X -Y)

4

est bien une forme bilinéaire. Constatons alors que b;; = F/(E;, E;) (ou (E;) est la base standard
de K"), ce qui montre que la donnée de F' détermine les b;;.

5Notion standard, notation pas tout & fait standard.
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Changement de base, congruence
a) Soit B = (e;) et B = (€}) deux bases de E, et P = P g = Matp g(Id) la matrice de passage
de B a4 B’ : ses colonnes sont les coordonnées des e;- dans B.

Soit alors v et w deux vecteurs de E, X et Y leurs coordonnées respectives dans la base B, X’
et Y/ leurs coordonnées dans la base B’. On sait que X = PX’, et Y = PY’. D’ou :

flo,w) ="'XAY =" (PX")A(PY) ="X'("PAP)Y".

Ceci étant vrai pour tout v, w, on en déduit par le lemme de 3°c) que :

A =tPAP, cest-a-dire :  Matp (f) ="Pgp Matg(f)Ps .

Remarquer que c’est différent® de la régle de transformation pour les matrices des applications
linéaires : si on consideére A et A’ comme les matrices de la méme application linéaire dans des
bases différentes, et si P est la matrice de passage correspondante, on a : A’ = P~1AP.

b) Congruence. On définit une relation d’équivalence sur les formes quadratiques ou
bilinéaires en disant que deux formes sont congruentes si, dans des bases convenables, elles
ont la méme matrice.

On se pose alors le probleme de classification des formes a congruence pres. C’est en général
un probleme difficile, qui dépend lourdement du corps sur lequel on travaille, mais on va voir
qu’il est trivial sur C et facile sur R.

Bases orthogonales et algorithme de Gauss

a) Bases orthogonales. Etant donné une forme bilinéaire f sur F, on dit qu'une base
(€i)i=1,...n de E est orthogonale si f(e;,ej) = 0 lorsque ¢ # j. Voyons la traduction sur
I’expression de g en coordonnées.

Notons (¢;)i=1,...n la base duale de (ei)izl,...,n : ce sont des formes linéaires, uniquement
déterminées, telles que ¢;(e;) = d;; (le 6 de Kronecker). Par définition, la i-eme coordonnée
d’un vecteur v € X dans la base (e;)i=1,..n est : £;(v). D’ou, pour v € E :

n

g(v) = qle) i)+ D flene) (vt (v) = aili()?* + > 2ai; Li(v)t(v).
i=1

i=1 1<i<j<n 1<i<j<n

D’apres la proposition de 3°c), une base est orthogonale si et seulement si I'expression de ¢ en
coordonnées est une somme de carrés des 4;.

b) Recherche de bases orthogonales. Par suite, pour trouver une base orthogonale, il
suffit d’écrire ¢ comme une somme de carrés de formes linéaires indépendantes ¢4, ..., £, disons

T
q= Z oil?.
i=1

On complete alors (41, ...,£,) en une base (¢1,...,¢,) dudual de E. La base (ey,...,e,), duale
de B*, est alors orthogonale pour ¢, car la matrice de ¢ dans cette base est, avec une notation
évidente : diag(aq,...,a;,0,...,0).
c) L’algorithme de Gauss. Il consiste a écrire une forme quadratique comme somme de
carrés de formes linéaires, et permet ainsi de trouver des bases orthogonales. On part donc
d’une forme .
Q(X) = Zb”wf + Z bz‘j Tixy-
i=1

1<i<j<n

5Enfin, sauf si P est orthogonale... Voir plus loin, le paragraphe III.
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Sin =1, il n’y a rien a faire. Supposons savoir traiter les formes quadratiques en k variables
pour k <n—1.

Premier cas : tous les b;; ne sont pas nuls. Quitte & renuméroter les variables, on peut supposer
que b11 # 0. On peut donc écrire ) sous la forme :

Q(X) = bll x% + 1 L(x27 s ,.’En) + Ql(w27 s 7xN)7

ot L est une forme linéaire en xo, . .., x, et Q' est une forme quadratique en les mémes variables.
On factorise alors :

1 S|
Q(X) = b (xl + %L(wz, e 7-7771)) — —L(w2,.. ., 20)* + Q' (22, ..., T0).

On a écrit notre forme Q comme somme du carré d’une forme linéaire et d’une forme quadra-

tique Q" = Q' — ﬁLQ qui ne dépend que de w9, ..., T,.

Deuxieme cas : tous les b;; sont nuls. Si tous les b;; sont nuls, il n’y a rien a faire. On suppose
donc que I'un d’entre eux n’est pas nul, par exemple by # 0. On écrit alors

Q(X) =bio 129 + 21 Lg(xg, ... ,xn) —+ X9 Ll(.%'g, ... ,xn) + Ql(m'g, ... ,a:n),

ol L et Lo sont des formes linéaires, et Q' est une forme quadratique en les variables xs, ..., z,,.
On factorise alors :

1 1 1
Q(X) = b12 <$1 + —L1> <:C2 + —L2> _ —L1L2 + Q,,
b2 b1y

s 4 . _ 1 2 1 2.
ce qu’on peut écrire, en vertu de : uv = 3 (u 4+ v)* — 3 (u —v)* :

b 1 1 \* b 1 1 \* 1

QX) =12 <x1 +x2+ —1L1 + —L2> -2 (xl —x9+ —L1 — —L2> — 5 Lilo+Q',
4 b12 b12 2

et on a exprimé @ comme somme des carrés de deux formes linéaires indépendantes et

indépendantes de x3, ..., x,, et d’'une forme quadratique qui ne dépend que de z3, ..., Ty,.

Dans les deux cas, on a réduit le nombre de variables, ce qui permet d’embrayer la récurrence.
d) Traduction matricielle. On a montré :

Proposition Quel que soit le corps K, pour toute matrice symétrique A a coefficients dans
K, il existe une matrice inversible P triangulaire ou triangulaire par blocs 2 x 2 telle que *PAP
est diagonale.

Ce résultat est, pour les matrices symétriques, une sorte d’analogue du “théoréme du rang”
(version matricielle, théoréeme 3° du premier chapitre) : pour toute matrice rectangulaire A, il
existe P et @ carrées inversibles telles que Q 'AP soit [...]

D’ailleurs, on voit bien que le principe de preuve est trés comparable, et porte le méme nom :
algorithme de Gauss.

Attention ! Les coefficients qui apparaissent sur la diagonale n’ont aucune raison d’étre les
valeurs propres de la matrice de la forme quadratique. Voir par exemple les paragraphes II et
11T pour s’en convaincre.

En particulier, ce théoreme ne dit pas que toute matrice symétrique est diagonalisable, car
tPAP ne saurait étre confondu avec P~YAP en général.

1
Par exemple, la matrice < ; ) n’est pas diagonalisable.

]
—1
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Classification des formes bilinéaires sur C

La situation est extrémement simple, car tout complexe est un carré. On vient de montrer
avec l'algorithme de Gauss que toute forme quadratique ¢ sur E s’écrit, dans une certaine base

(€],...,€,) et pour r > net ag,...,a. € C\ {0} convenables :
T n
2 .
q(v) = E o; T siov= E €.
i=1 i=1
Pouri=1,...,r, choisissons une racine carré ; de «;, et pour i > r+1, posons 3; = 1. Posons

. — Ao ;3 4 . AV o — L it -
alors e; = f3; €. La i-éme coordonnée de v dans (€;)i=1,..n est : x; = 5 Ti- Par suite :

T n
q(v) = E x;> si v= E Tie;.
i=1 i=1

Ainsi, & congruence pres, une forme quadratique est classée par son rang. Pas palpitant.

Formes bilinéaires sur R
Sur R, la situation est plus subtile, car il y a deux types de réels non nuls modulo les carrés.

Théoréme d’inertie de Sylvester

Théoreme Soit E de dimension finie sur R et ¢ une forme quadratique sur E.
(i) Il existe une base (€;)i=1,..n de E, deux entiers r,s € N tels que

T r+s n
q(v):Zx?— E CC? st v= E zie; € E.
i=1 Jj=r+1 i=1

(ii) Les entiers r et s ne dépendent que de la forme quadratique, et pas de la base orthogonale
dans laquelle une telle écriture a lieu.

Remarque. Il faut comprendre ce théoreme comme un résultat de classification des formes
quadratiques sur R, par la signature (r,s) de la forme : c’est, par définition, le couple formé
par le nombre de “carrés positifs” et le nombre de “carrés négatifs”.

DEMONSTRATION. L’assertion (i) est une conséquence facile de l'algorithme de Gauss. Soit
(€})i=1,..n une base orthogonale pour ¢. Quitte & permuter les €, on peut supposer que

a;=q(e;)>0sii<r, o =q(e) <0sir+1<i<r+s, qe)=0sii>r+s,
ce qui définit deux naturels r et s. On pose alors :
ei:\/aiegsiigr, e = —aieésir—l—lgigr%—s, ei:egsii>r—|—s,

et, comme dans II, la base ainsi construite convient.

La preuve de (ii) est magnifique. Il s’agit de caractériser les entiers r et s qui apparaissent dans
(i) de facon intrinseque, i.e. sans utiliser la base (e;). On va montrer que :

{ r = max{dim F, F sous-espace de E sur lequel ¢ est définie positive},

s = max{dim F, F sous-espace de E sur lequel ¢ est définie négative}.

“Rappelons” que ¢ est définie négative sur F' si g(v) < 0 pour tout v € F, avec égalité
seulement si v = 0. On donne la preuve uniquement pour s, 'autre est inutile (remplacer ¢ par
—q). Notons S la dimension maximale d’un sous-espace sur lequel ¢ est définie négative.
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Tout d’abord, vu que ¢ est définie négative sur le sous-espace F' = Vect(e,41,...,er45), et que
de dimension s, on a : s < S (maximalité de 5).

Par ailleurs, soit G est un sous-espace de E de dimension d > s + 1. Notons H =
Vect(e1,...,€r, €rqs41y---56n). On a: dimG + dim H > dim F, donc l'intersection G N H
est de dimension > 1. Soit v € GN H, v # 0. Comme v € H, v s’écrit

T
0F#v=x1e1 4+ 2V + Tppst1Crpsp1 + -+ Tpe,, dou qv)= Zx? > 0.
i=1

Ceci montre ¢ ne peut pas étre définie négative sur G, donc que S < s+ 1. Au bilan : s = 5.

Diagonalisation dans une base orthonormée

a) Ici, on munit £ d’un produit scalaire euclidien et d’une forme quadratique ¢. Fixons une
base orthonormée (e;)i=1,...» de E. On a déja remarqué que la matrice de ¢ dans cette base est
symétrique. Or, une matrice symétrique réelle” est diagonalisable dans une base orthonormée
(€})i=1,...n- 1l existe donc une matrice orthogonale P telle que D = P~1AP soit diagonale.
Or, dire que P est orthogonale, c’est dire : P~! = *P. Ainsi, D est la matrice de la forme
quadratique ¢ dans la base (€});=1,. n, qui est donc orthogonale pour g. On a prouvé :

Théoréeme Pour toute forme quadratique sur un espace euclidien de dimension finie, il existe
une base qui est a la fois orthonormée pour le produit scalaire et pour la forme quadratique.

Comme application, notons que c’est de ce théoréeme que découle I'existence des axes d’une
conique ou d’une quadrique, par exemple.

b) Remarque. Algorithmiquement, il est beaucoup plus difficile de mettre en ceuvre ce
théoreme que la réduction de Gauss, mais l'information obtenue est beaucoup plus précise.
Ici, on doit trouver/obtient les valeurs propres de la matrice ; en revanche, par la réduction
de Gauss, on n’obtient que les signes des valeurs propres. En particulier, si on s’intéresse
seulement au genre d’une conique, c’est-a-dire a la signature de la forme quadratique associée,
pas besoin de diagonaliser la matrice de la forme quadratique : la réduction de Gauss suffit.

"Insistons : ceci ne marche pas sur les complexes !
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Chapitre 8
Coniques

I Foyer et directrice

1° Définition d’une conique par foyer et directrice

On fixe un plan affine euclidien orienté P, un point F', une droite D tels que F ¢ D, et un réel
e > 0. On associe a ces données la conique

C={MeP, MF =ed(M,D)},

ou d(M, D) désigne la distance de M a la droite D. Si H est le projeté orthogonal de M sur
D, on a bien str : d(M,D) = MH.

On appelle K le projeté orthogonal de F' sur D, on pose ¢ = F—I>(/FK et j le vecteur tel que
(F,i,7) soit un repeére orthonormé direct. Les coordonnées seront relatives a ce repere.

Voici, lorsque F' et D sont fixés, 'allure des coniques lorsque e varie.

™~

I
\‘

)
1)

®
Il

ey

%

/

\

2° Coordonnées polaires
Il y a une ambiguité quand on parle de coordonnées polaires.
a) Le sens standard est le suivant. Soit M un point de P, (z,y) ses coordonnées dans (F 1, j).
Il existe un réel positif p > 0 unique et un réel €, unique a 27 prés si M # F', tels que l'on ait :

x = pcosl

f—a . . . ) .
(%) FM = pcos@i+ psinfj ou (c’est pareil) { y = psin .

Le couple (p, ) forme, par définition, les coordonnées polaires de M dans le repere (F,i,j).

Géométriquement, on trouve les coordonnées polaires de M ainsi: p = FM et 6 est une mesure
—

de l’angle orienté de vecteurs (i, F'M).

b) Cependant, on peut avoir intérét a autoriser p a étre négatif. Dans ces conditions, on
peut appeler “quasi-coordonnées polaires”® de M # F tout couple (p,0) € R* x (R/27Z)

8Monier appelle un tel couple “systeme de coordonnées polaires de M”.
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tel que la relation (x) ci-dessus soit satisfaite. Dans ces conditions, on perd 'unicité des coor-
données polaires. En effet, les points ayant pour quasi-coordonnées polaires (p, 0) et (—p,0+7)
coincident :

pcos@i+ psinfj = (—p)cos(@+ )i+ (—p)sin(d + ) j.

Géométriquement, 6 change d’interprétation et p devient une mesure algébrique :

—

—
0= (i,u,) et p=(FM,u,), ol u, = cosfi+sinf j.

c) A présent, soit f: R — R une fonction. On appelle courbe d’équation polaire

p=f(0)

dans le repere (F,i,j), 'ensemble des points M () pour 8 € R, ou M () est défini par :

e

FM(0) = f(0)cos@i+sinb j.

On constate que si on impose a f d’étre positive, (f(0),0) sont les coordonnées polaires de
M () (en tout point tel que f(0) # 0), et qu’en général, (f(0),60) sont seulement des quasi-
coordonnées polaires de M.

Equation polaire des coniques

a) On veut montrer que la conique C de 1° peut étre décrite par I'équation polaire suivante? :

b

= up=ced(F D)=eFK.
1+ ecosf’ ol p=e.d(F,D) =e

p
Soit M un point, (x,y) ses coordonnées cartésiennes, (p,#) des quasi-coordonnées polaires. On
commence par calculer quelques coordonnées dans (F,i,j) :

F:(g), D:x=c, M:<x>, H:<c>, ouc=d(F,D)=FK.
Y Y

Ainsi, on a :

MeC < MF=eMH < /22+y?>=¢elz—(]

(1+ecosf)p=ec
< |p| =elpcosh —c| —= ou
(1 —ecosf)p=—ec

Or, compte tenu du fait que les points de quasi-coordonnées polaires (p,0) et (—p,0 + 7)
coincident, les courbes d’équations polaires

—ecC ec

P le—i—ecosH

~ 1—ccosb
coincident ! Sion pose f(6) = ec/(1+ecosf) et g(f) = —ec/(1 —ecos ), le point de parametre
6 de la courbe p = f(6) coincide avec le point de parametre 6 + 7 de la courbe p = g().

Par commodité, on ne garde que ’équation qui contient les signes +. On a obtenu ’équation
polaire souhaitée.

9 Attention & ne pas faire vos p comme vos p !
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b) Pour e < 1, on a: 1+ ecosf > 0 (sauf si e = 1 et § = 7 [27]), donc on est bien en
coordonnées polaires classiques (p > 0). Toute demi-droite d’origine F' coupe C en un point et
un seul (sauf F'+ R7¢ lorsque e = 1).

En revanche, pour e > 1, l'intérét d’autoriser des p < 0 apparait. En effet, parmi les demi-
droites contenant F' et dirigées par u, = cosfi +sinf j :

e certaines ne contiennent aucun point de C ;

e certaines en contiennent deux !
En revanche, chaque droite contenant F' contient exactement deux points de C (& deux excep-
tions pres, correspondant aux points out 1+ecos = 0). L’intérét de ’équation polaire proposée
est de paramétrer la conique de facon uniforme par rapport a 6, au tres faible prix de passer
des “coordonnées polaires” aux “quasi-coordonnées polaires”.

\ /

M@+ )
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0

et

\

o
rmmT T

Y

Ainsi, ’équation des coniques en polaires est complétement uniforme, alors que leur allure est
assez variable.
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Chapitre 9
Google et le théoreme de Perron

On donne ici une version “académique” de l’algorithme PageRank utilisé par Google pour
classer les pages web “par ordre d’importance”, de maniere a les présenter dans ’ordre le plus
pertinent a I’issue d’une recherche.

L’idée est de se promener au hasard sur le web, en suivant des liens. On classe alors les pages
selon la probabilité de s’y trouver. Il s’agit donc de donner un sens a l’expression “probabilité
d’étre a une page donnée” et un moyen de la calculer.

Les méthodes utilisées seront le vocabulaire de la théorie des graphes, un zeste de probabilités et
un théoreme d’algebre linéaire attribué a Perron et Frobenius. L’idée probabiliste sous-jacente
est celle de chaine de Markov (finie), mais on l'utilisera tacitement.

Des graphes

a) Un graphe orienté (fini) est la donnée
e d’un ensemble fini I dont les éléments sont appelés sommets ;
e d’un ensemble fini F' dont les éléments sont appelés fléches ;
e de deux application s,b: F' — I, appelées respectivement source et but.

b) La donnée d’une partie A C I x I détermine F', s et b par la recette suivante : on prend
F = A, et pour a = (4,j) € F, on pose s(a) =i et b(a) = j.

L’intérét de la présentation du a) est d’autoriser plusieurs fleches entre deux sommets fixés.
Les puristes pourront s’en offusquer.

¢) On modélise alors le web par un graphe :

e on prend pour sommets I’ensemble I des pages du web ;

e on prend pour fleches 'ensemble F' des liens hypertextes entre deux pages ;

e étant donné un lien o € F, sa source s(a) est la page ou se trouve le lien, et son but b(«)
est la page vers laquelle pointe le lien.
d) Quitte & numéroter les sommets, on supposera désormais que I = {1,...,n} pour n € N*
convenable.
La matrice d’adjacence du graphe est la matrice A = (a;j); j=1,...n définie par :

Vi, je{l,...,n}, a;j = card{a € F, s(a) = j et b(ov) = i}.
En mots, a;; est le nombre de fleches de j vers i. (Attention & l'ordre des indices.)

Remarque. A permutation/renumérotation des arétes et des fleches pres, la matrice
d’adjacence détermine le graphe.

e) Matrice d’adjacence et chemins

Pour ¢,5 € I, on définit un chemin de longueur ¢ > 1 de j vers ¢ comme une suite de fleches
(a1,...,ap) € F* telles que s(as) = b(az),. .., s(ag) = blag_1).

Lemme Pouri,j € I, le nombre de chemins de longueur £ > 1 de j vers i est le coefficient
d’indice (i,j) de AY, ou A est la matrice d’adjacence.

DEMONSTRATION. C’est évident si £ = 1 par définition de A. Supposons que ce soit vrai pour
un certain £ > 1. Notons A® = (b;;); ;. Un chemin de j vers i de longueur £ + 1 est une suite
(a1,...,00q1) € F1 telle que (o, ..., ) soit un chemin de longueur ¢ partant de j (de
source s(ay) = j), et ayy1 € F soit une fleche arrivant en ¢ (de but b(ayi1) = 7). Le nombre
de ces chemins est donc :

chemins de longueur ¢ fleches . ¢ .
kzelcard{ de j vers k } % card{ de k vers i } - kz_lbkja’k '
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on reconnait 14 le coefficient d’indice (4,7) de A.B = A“1.O

Corollaire Il existe un chemin de j vers i si et seulement si, pour £ € N assez grand, le
coefficient d’indice (i,7) de Id + A+ --- + A? est strictement positif.

Marche au hasard sur un graphe

a) Idée

On se promene au hasard sur le graphe avec la regle suivante : si on est a la page j € I, on
choisit une page ¢ vers laquelle il y a un lien, avec une probabilité proportionnelle au nombre
de liens de la page j vers la page ¢. Si jamais il n’y a pas de lien issu de la page j, on décide
de choisir une page au hasard avec probabilité uniforme.

Ainsi, la probabilité d’atterrir & la page 4, sachant qu’on est & la page j est :

aij . —n
S o O 2 k=1 kj 70,
. k=1 kj
Sij = 1
— sinon.
n

On associe au graphe la matrice suivante, qui donne les transitions élémentaires d’une page a
I'autre :

S = (8i)ij=1,...n-

Remarque : La matrice S est stochastique (selon les colonnes), au sens suivant (vérifier !) :
n
Vje{l,...,n}, ZSU:L
i=1

b) Marche au hasard : formalisation

Soit (€2, B, P) un univers probabilisé. On veut modéliser une marche au hasard dans laquelle
la position au temps N + 1 ne dépend que de la position au temps N, et est déterminée par
les considérations précédentes. On introduit donc une suite de variables aléatoire (IIx)nyen (I
pour “page”), a valeurs dans {1,...,n}, et on fait ’hypotheése suivante :

Vg {lon), VN EN, P(HN+1:Z'|HN:j):Sij:na¢.
Zk:1 Qg

Le terme savant pour une telle suite de variables aléatoires est : chaine de Markov finie.

La “formule des probabilités totales” permet d’écrire :

()  VNEN Wie{l...n}, Pliy=i)=3 Py =illly = j) P(Iy = ).
j=1

Pour tout N € N, on définit un vecteur XN) = (ﬂUgN))z‘:l,...,n par :
Vi=1,...,n, xz, ' =P(Xn=1).
L’égalité (x) s'écrit :
VNeN, — xWN+D = gxW)
d’ou l'on tire :
YVNeN,  XxWN=gNxO
(N)

But : Evaluer (et classer par ordre décroissant) les ;" pour N grand.
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c¢) Modification du processus (magouille !)
Vous avez compris ce qui précede 7 Alors, on change de cadre. On constate qu’en fait, quand
un surfeur se promene sur le net, il lui arrive de passer d’une page a une autre en entrant
directement ’adresse de cette derniere, sans suivre un lien. On modélise ce comportement de
la facon suivante.
On introduit la matrice J dont les coefficients sont égaux a 1/n. Ce serait la matrice S du
graphe du web s’il y avait sur chaque page, un lien vers toutes les autres pages du web. Se
promener au hasard sur un tel graphe, cela revient a choisir a chaque instant N une page au
hasard avec probabilité uniforme parmi les n disponibles.
On suppose que 85% du temps, un surfeur suit la marche au hasard du paragraphe précédent, et
que 15% du temps, il choisit une page au hasard avec loi uniforme. (Le choix de ces pourcentages
est arbitraire.) La formule des probabilités totales légitime l'introduction et U'interprétation de
la matrice suivante :

T=0854+0,15C.

Si xEN) est la probabilité d’étre a la page ¢ a 'instant N, et si XWN) = (z
VNeN,  xWV+D_—px®),

Oou encore :
VNeN, xWNM=7NxO),
(V)

But : Evaluer (et classer par ordre décroissant) les ;" pour N grand.

L’algeébre linéaire a ’aide : théoréme de Perron

a) On “rappelle” que le rayon spectral d’'une matrice T" a coefficient complexe est le plus grand
module d’une valeur propre de T :

p(T) = max {w, A€ C et det(T — Ald) = o} .

Théoréme (Perron) Soit T € M, (RT*) une matrice carrée dont tous les coefficients sont
strictement positifs. Alors :

(i) p(T) est une valeur propre simple de T ;

(ii) toute autre valeur propre complexe A # p(T') satisfait : |A| < p(T) ;

(iii) il existe un unique vecteur propre de valeur propre p(T) dont tous les coefficients sont
strictement positifs, et donc la somme des coefficients vaut 1.

On appelle p(T') la valeur propre de Perron-Frobenius de T', et le vecteur propre de (iii) le
vecteur propre de Perron-Frobenius. Il y aura peut-étre une preuve un jour dans ces notes.

b) Rayon spectral des matrices stochastiques
On dira que la matrice T = (tij)i7j:17,,,7n est strictement positive si tous ses coefficients sont
strictement positifs, et qu’elle est stochastique si :

Vi,j=1,...,n, tij > 0.

On notera ||.|| la “norme 1”7 sur R™ :
n
VX = (2)im1,.0 €RY X =) il
i=1

Lemme Si T est strictement positive et stochastique, et si X est son vecteur de Perron-
Frobenius, alors : ||TX|| < || X]|.
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DEMONSTRATION. Facile :

n n n n n n n
Z thjﬁﬂj < Zztiﬂﬂ?ﬂ < Z <Ztij> |z < Z|$J| = |IX1I.
j=1 \i=1 =1

i=1 |j=1 i=1 j=1
Proposition Si T est strictement positive et stochastique, alors : p(T) = 1.

DEMONSTRATION. D’une part, si X est un vecteur propre de T, et \ est la valeur propre
associée, on a d’apres le lemme :

ALIX = [TX] < [IX],  dot [A[ <1, puis p(T) < L.

D’autre part, le vecteur ‘(1 1---1) est un vecteur propre de la transposée de T', associé a la
valeur propre 1, donc 1 est valeur propre de T', donc p(T") > 1.0

¢) Dynamique d’une chaine de Markov

Proposition Soit T € M, (R) une matrice strictement positive et stochastique. Alors, pour
tout vecteur X0 € (RY)" 4 coordonnées positives, tel que || X || = 1, la suite (TN X)) ey
converge vers le vecteur de Perron-Frobenius de T'.

DEMONSTRATION. On triche un peu en supposant que T' est diagonalisable, ce qui est presque
strement le cas, et qui n’est qu’une fagon de se simplifier la vie de toute facon.

Bref. Soit A1, ..., A, les valeurs propres de T', numérotées de sorte que \; = 1. Pour ¢ > 2, on
a donc : |A;| < 1. 1l existe une matrice inversible a coefficients complexes P, dont la premiere
colonne est le vecteur de Perron-Frobenius V, telle que

1
A2 L
T=P P~
An

Comme Ao, ..., A\, sont de module < 1, on a :
1

N N—+oo 0 _

TN X0 Y25 p P ixO),
0

On en déduit sans peine que TV X (© tend vers un multiple de la premiére colonne de P. Comme
TN X©) est a coefficients strictement positifs, et comme ||[TX|| = || X|| si X € (RT)" (vérifier),
on en déduit que la limite est exactement le vecteur de Perron-Frobenius.

Remarque : L’introduction de C dans le processus (en 2°c)) sert d’une part a assurer que
T soit strictement positive, d’autre part & controler (majorer) |\o| pour assurer que la suite
(TN X)) converge assez vite.

d) Conclusion
Si le vecteur propre de Perron-Frobenius de T est '(p; -+ pp) € (RT™*)", on a montré que la
probabilité d’étre a la page ¢ en un instant N assez grand est proche de p;. On en déduit

e un classement des pages selon la valeur de p; ;

e une méthode de calcul “en principe” des p; par le calcul des puissances de T'.
Le probleme informatique est énorme : n est le nombre de pages du web, assurément plusieurs
millions et sans doute plus ! Dans la pratique, il semble que Google fasse travailler 600 a 700
ordinateurs en parallele. Leur capacité a le faire est (une de) leur(s) grande(s) force(s).
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Questionnaire dogmatique

1° Vecteurs

Parmi les objets suivants, lesquels peuvent étre des éléments d’un espace vectoriel :

fonction réelle, nombre réel, vecteur, nombre complexe, matrice, blorp ?

2° Vocabulaire

30

40

50

60

Parmi les mots et expressions suivants, deux (ou trois) nécessitent un théoréme pour prendre
sens : lesquels 7

un
[ ]

espace vectoriel, sous-espace vectoriel, supplémentaires ;
application linéaire, image, noyau ;

combinaison linéaire ;

famille libre, famille génératrice, base, dimension, rang ;
déterminant ;

valeur propre, vecteur propre, espace propre.

Classification

Comment classe-t-on les espaces vectoriels 7 les applications linéaires 7 les endomorphismes ?

Applications linéaires

On peut définir une application linéaire par 'image de tous les vecteurs de 'espace de départ.
Donner trois autres facons de caractériser une application linéaire.

Opérations élémentaires sur les rangées

Donner cing types de problemes pour lesquelles des opérations élémentaires sur les rangées
d’une matrice peuvent étre utiles.

Méthode universelle 7

Quelle est la méthode qui peut permettre de

1
2
3
4

. calculer I'inverse d’une matrice ;
. trouver une base d’un sous-espace présenté par des équations ;
. trouver des équations d’un sous-espace dont on connait une famille génératrice ;

. calculer le rang d’une matrice ou d’une famille de vecteurs 7

7° Méthodes

Donner au moins deux méthodes pour

1

2.
3.

e~

. trouver la dimension d’un espace vectoriel ;

trouver 'inverse d’'une matrice ;
montrer qu’une partie d’'un ev est un sev ;

montrer que deux sous-espaces sont égaux ;

5. montrer qu’une famille est libre/génératrice/une base ;

montrer qu’'une application linéaire est injective/surjective/bijective ;

montrer qu’une matrice est inversible.
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