2011-2012 [Préparation a I'agrégation interne de mathématiques] TL

Intégration sur un segment

1. Soit f : [a,b] — C une fonction continue par morceaux. Pour tout réel A on pose :

= / ' f(t)et dt.

(a) On suppose f de classe €1 sur [a, b]. Montrer que I(f) tend vers 0 lorsque A tend vers +oc.

(b) Montrer que le résultat est vrai est en général. (Indication : établir le résultat pour une fonction en
escalier, puis passer au cas général par approximation).

™/2 sin(2n + 1)t
2. Pour n € N, On pose : I, :/ Mdt.
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(a) Montrer que I, = T
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(b) Montrer que la fonction f : ¢t +— et peut étre prolongée en une fonction de classe €' sur
sin
T /2
{0, } . En déduire que lim f(t) sin(2n+ 1)t dt = 0.
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(c) Montrer, a I’aide des questions précédentes, que : / — dt = 5
0

si et seulement si f est de signe constant sur [a, b].
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@ Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que / |f| =

b
I
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Soit a > 0. Déterminer un équivalent de u,, = Z E* lorsque n — +o00. (Penser aux sommes de Riemann)
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1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] & valeurs réelles, g étant positive sur [a, b]. Montrer qu’il

existe £ € [a, b] tel que :
b b
gt at = 1) [ "o at

2. Soit f: [0,1] — R une fonction de classe €.

(a) Vérifier que /01 f(t) — rlzzz::f (i) dt = Z /k+1 ( (f;)) dt.

k k+1
(b) Soit, pour tout k € [0,n — 1], ¢x un élément de [, i }
n n
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Quelle est la limite de — Z f'(ck) lorsque n tend vers +o0 ?
k 0

(c) A laide d’une intégration par parties montrer que :

[ roa=25 5 (5) Lo ron+o(2)



Intégration sur un intervalle quelconque

sint
Montrer que la fonction t +— — n’est pas intégrable sur R .
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(6) Soit f la fonction définie par f(t) = S -E (t)
1. Montrer que f est intégrable sur |0, 1].
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2. Calculer, pour tout entier & > 0, I'intégrale / o (t) dt puis en déduire la valeur de / f(t) dt.
0
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(On rappelle que : 1+ — 5T —=lIlnn+~vy+o0(1)).
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Pour x > 0, on pose f(x) = /0 etr — 1 d.

1. Justifier 'existence de f.

2. Vérifier, pour x > 0 et ¢ > 0, la relation

t : —ntx : .
w1 sint Z e puls montrer que :
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3. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, montrer que f(x) fodw
oo 2T
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Fonctions définies par une intégrale

Pour = > 0, on pose f(z) = / e dt.
0

A l’aide d’une intégration par parties, montrer que 'on a, lorsque x — 400,

f@) =Y - +°<e_x )
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(On rappelle que : / e dt = ﬁ)
0
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@ On considere la fonction g : z +— / dt.
241

1. Montrer que g est continue sur R, de classe €2 sur R’ et qu'elle vérifie, sur R , I'équation différentielle :
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2. Soit la fonction ¢ : acl—>cosx/ — dt—smx/ & dt.
x
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(a) Montrer que ¢ vérifie, sur R, 'équation différentielle (E). En déduire qu’il existe deux réels A et
B tels que :

Ve e R}, g(r)—¢(x) = Acosz + Bsinz.
(b) Montrer que g = ¢ sur R}
o0 gint

3. Déduire de ce qui précede la valeur de / — dt. (Indication

I ON Pourra TEMATQUET qUE, POUr
0

O<z<l,

t
sin:v/ Cosdt’ x| Inz|).
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1. (a) Soit g : [a,b] — R une fonction continue et (P,) une suite de polynémes convergeant uniformément
b b

vers g sur [a,b]. Montrer que la suite (/ P,(t)g(t) dt) converge vers / g>(t) dt.
a a
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(b) Soit f une fonction continue du segment [a,b] dans C, telle que / f(t)t"™ dt = 0 pour tout n € N.

Montrer, en utilisant théoreme de Weierstrass que f est nulle.

2. Dans cette question, f est une fonction continue de Ry dans C. Lorsque s est dans R, on pose, si
I'intégrale existe,

26 = [ " pe ar.
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(a) On suppose que / |f(t)] dt existe. Montrer que .Z(f)(s) existe pour tout réel s > 0 et que .Z(f)
0

est une fonction continue sur R.
+o0
(b) On suppose que Z(f)(0) = / f(t) dt existe. Montrer que .Z(f)(s) existe pour tout réel s > 0.
0

(Indication : introduire la fonction F(x) = / f(t) dt puis intégrer par parties.)
0
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(¢) On suppose que .Z(f)(0) = / f(t) dt existe et que Z(f)(s) = 0 pour tout réel s > 0.
0

+o0
i. Montrer que / F(t)e " dt = 0 pour tout réel s > 0.
0

ii. En utilisant le changement de variable u = e~ ¢ et le résultat de la question 1.b, montrer que f
est nulle.



