


La relation aux objets lors de I'action
mathématique en classe.

Le cas de situations didactiques de recherche de
probleme autour des nombres et des pavages
archimédiens du plan.

Manipuler pour ...




Savoirs ?

Introduction

Dimension
expérimentale




'agir en mathématique

 |dée 1: Pas d’ontologie en mathématiques.
Les maths permettent d’anticiper et d’agir dans le
monde et non de comprendre le monde ...

* |dée 2 : Agir ce n’est pas faire des
mathématiques, mais c’est par les maths qu’on
peut anticiper, agir et créer.

* |dée 3 : Les objets des mathématiques sont les
objets que 'homme se donne. Faire des
mathématiques c’est agir sur un objet constructif



Objets

 L'objet est tout ce que le sujet a expériencé
(personnes, objets physiques, événements,
concepts, SP, etc.).

 'objet mathématique est un objet construit.

Salanskis : le sens de ['objet mathématique
pour les mathématiciens, se définit en partant
de ce que vivent ces derniers, de ce gu’ils font
et des regles qu’ils suivent. Conception méta-
constructive



Expérimentation (1/3)

U'expérimentation n’est pas la manipulation.

activités @

manipuler:

déplacer, manier, toucher, palper, actionner, utiliser

HERRN

expérimenter:

contrdler, essayer, tester, vérifier, éprouver

situations d’apprentissages | m

D’apres (Dias, 2014)




Expérimentation (2/3)

U'expérimentation n’est pas I'expérience du
monde (« expérience de »).

L'expérimentation se distingue de l'expérience dans le
sens ou elle fait réference a une théorisation premiere
pour justifier les questions que l'on se pose et pour
ensuite construire un dispositif expérimental. Ainsi
['observation empirique ne se réduit pas a une simple
constatation empirique, elle est une lecture de
l'observation a travers une théorie. (Gardes, 2013)



Expérimentation (3/3)

e 'expérimentation s’appuie sur un double
raisonnement, en amont pour élaborer une
experience pertinente et en aval pour la lecture
des résultats. Son role est de vérifier
I'adéquation entre la théorie et |'expérience
dans le but de créer de nouveaux objets
mathématiques.

U'expérimentation c’est un processus dialectique
empirique/théorique qui n'a de sens que par ses
articulations avec la formulation et la validation

(Dias, 2008; Gardes, 2013)



Savoirs

Les savoirs peuvent étre vus (sont) comme
des produits de 'laction (Conne, 1999)

« Lorsque le sujet reconnait le réle actif d’'une
connaissance sur la situation, pour lui, le lien inducteur
de la situation sur cette connaissance devient
inversible, il sait.
Une connaissance ainsi identifiée est un savoir, c’est
une connaissance, utile, utilisable, dans ce sens gu’elle
permet au sujet d’agir sur la représentation »

(Conne, 1992, p.236).



Dimension expérimentale et relations aux

objets
Objets Allers-retours
objets
sensibles, — | J
biets de conceptuels et
bl — leurs propriétés

I'expérience

La multiplication des expériences, en appui sur des objets, des
méthodes et des connaissances naturalisées pour le sujet, favorise
I’élaboration de nouveaux objets conceptuels et de leurs propriétés,
de résultats nouveaux et de leurs preuves, et contribue de maniere
essentielle au processus de conceptualisation.

Durand-Guerrier 2006 ; Dias 2008



Objets

formels

Recourir a la dimension expérimentale en mathématiques, c'est
permettre et surtout multiplier les allers et retours entre les
objets sensibles ou familiers et formels par :

- des confrontations (adéquation, non adéquation),

- des vérifications (confirmer ou infirmer une hypothéese),

- des argumentations (prouver un raisonnement, convaincre dans

un débat)

T. Dias



Situation Didactique de Recherche de
Probleme

Un probleme mathématique : une question robuste portant sur des objets
mathématiques que se pose un individu

Une situation didactique, c'est a dire une situation ou le maitre cherche a faire
dévolution a I'éleve d'une situation adidactique qui provoque chez lui l'interaction la
plus indépendante et la plus féconde possible.

ou le projet commun de I'enseignant et des éleves est avant tout I'engagement dans
la résolution du probléme proposé et I'élaboration de résultats au moins partiels,

qui soit une situation d'apprentissage, c'est a dire une situation ou I'éleve fasse
fonctionner ses connaissances et ou la réponse initiale que I'éleve envisage a la
question posée doit seulement permettre de mettre en ceuvre une stratégie de base
a l'aide de ses connaissances anciennes; mais tres vite, cette stratégie devrait se
révéler suffisamment inefficace pour que I'éléve soit obligé de faire des
accommodations, c'est a dire des modifications de son systéme de connaissances,
pour répondre a la situation proposée.

ou la dimension expérimentale est fortement présente.
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Sémiotique
de Pierce

Une situation autour
du probleme des
pavages du plan

Chez des
éleves




Il s’agit d’explorer les pavages
du plan avec des polygones
réguliers




L'objet « pavage du
plan avec des
polygones réguliers »,
méme convexes et
stricts est moins
simples gu’il n’y parait
a premiere vue. Le
probleme est toujours
ouvert pour la
communauteé
mathématique.
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Extrait 1 : Congruence Extrait 2 : Limitation
des longueurs. des manipulations et

aspect global.

- Diversité des manipulations

- Un objet en évolution ‘

- La dimension dynamique des processus




Eléments de la sémiotique de Pierce

e Une théorie générale :

— qui envisage a la fois la vie émotionnelle, pratique et
intellectuelle

e Une théorie triadique :

— qui repose sur trois catégories philosophiques : la priméité, la
secondéité et la tiercéité ;

— qui met en relation trois termes : le representamen, l'objet et
I'interprétant.

 Une théorie pragmatique, c’est-a-dire :

— qui prend en considération le contexte de production et de
réception des signes ;

— qui définit le signe par son action sur l'interprete.



La sémiotique de Pierce pour prendre
en compte la dynamique des situations.

Le representamen, pris en considération
par un interprete, a le pouvoir de déclencher un
interprétant, qui est un representamen a son
tour et renvoie, par I'intermédiaire d’un autre
interprétant, au méme objet que le premier
representamen, permettant ainsi a ce premier
de renvoyer a l'objet. Et ainsi de suite, a I'infini...



° ° , V 4
| Proposition d’etude
- Evolution sémiotique dans I'action
- Rend compte de la dimension
dynamique
- Rend compte de | evE)I.u’Flon vers TEMPS
une structure non définie

Objet .
Representamen I1 = -

Representamen
Objetl

Evolution sémiotique

Evolution de quoi ?

De savoirs (Conne)
dans une autre
spirale collective,
celle du Savoir ?

Objet

Interpretant




Une étude de I'avancement d’une
situation par la sémiose

e La sémiotique envisage 10 types de signes

e Cette catégorisation permet une étude de
I’évolution d’'une sémiose mais permet
également d’anticiper une avancée du temps

didactique
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Qualisigne iconique
rhématique

Sinsigne iconique
rhématique

Sinsigne indiciel rhématique

Sinsigne indiciel dicent

Légisigne iconique rhématique
Légisigne indiciel rhématique
Légisigne indiciel dicent

Légisigne symbolique
rhématique

Légisigne symboligue dicent

Légisigne symbolique
argumental

L'empreinte d’un pied sur le sable comme pure
forme

L'empreinte d’un pied sur le sable reconnue
comme l'empreinte de n’importe quel pied

L'empreinte d’un pied sur le sol reconnue
comme le passage d’un individu

L'empreinte d’un pied sur le sable reconnue
comme le passage d’un individu dont
I'empreinte a été identifié précédemment
dans une base de données et qui va par un
raisonnement permettre au détective
d’adopter un comportement conforme a
I’hypothese gu’il a pu émettre



Du qualisigne iconique rhématique au sinsigne
indiciel dicent : la construction de la tache

Un pavage comme pure forme éventuellement
producteur d’'une émotion : qualisigne iconique
rhématique

| a reconnaissance d’un pavage comme icone de
pavages : le sinsigne iconique rhématique
'objet peut faire 'objet d’expériences : sinsigne
indiciel rhématique

Qui permettent alors a I'objet d’étre dit et a la

communication de se faire : sinsigne indiciel
dicent

Il s’agit de manipuler des pavages archimédiens du
plan.



Du légisigne iconique rhématique au légisigne
indiciel dicent : la construction du probleme...

e Ce que le milieu renvoie commence a étre
interprété comme une regle : Les pavages
s'organisent suivant des regles. Les légisignes
iconiques rhématiques

e Le signe devient indiciel rhématique puis
dicent quand la loi générale fonde le signe.
Une regle structure les pavages archimédiens
du plan. Il s'agit maintenant de l'explorer.

Le probléeme est construit. Du point de vue didactique, le sujet
est confronté a un milieu adidactique réel.



Du légisighe symbolique rhématique a
I'argument : la construction de la regle

e |égisighes symboliques dicents, quand la loi
est présente et opératoire c’est a dire regit les
objets.

e |égisignes symboliques argumentaux, quand
ils portent la raison de leur vérité ou de leur
fausseteé.



A noter

e Particulierement intéressant pour les niveaux
les plus bas de la signification qu’on a parfois
tendance a négliger.

e [I ny a pas en général une sémiose unique
permettant d’avancer dans la résolution du
probleme

 Dans un probleme de recherche les sémioses
n‘aboutissent pas a un terme



Quelques légisignes.

Front (2010)
Les longueurs des cotés sont congruentes

La somme des angles autour d’un nceud vaut 360°
Il y a au moins trois polygones autour d’un nceud
Il y a au plus 6 polygones autour d’un nceud

Il y a au plus trois types de polygones différents autour d’un
noeud

Dans un pavage semi-régulier d’ordre 3, de type (x, v, z), si z
est impair, alorsx=y.

Si n, est le nombre de c6té du polygone P, et k le nombre de
polygones autour d’'un nceud on a : I ;

k
y — = —-1.
= 2

Il y a 11 pavages archimédiens (ou 1-réguliers...)
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Situation didactique de recherche autour
de la conjecture d’Erdds-Straus

e Un probleme mathématique :

Pour tout entier naturel n > 1, il existe trois entiers

naturels non nuls x, y et z tels que

4 1 1 1
—=—+—+—.
n x y z

 Un objet a explorer : les solutions de cette
équation (O,

* O.=l'objetinitial enrichi de propriéetés, produits
de gestes de la recherche



Dans les O,,itias - N €St un nombre entier supérieur ou égal a 2

recherches d’un

chercheur o ]
O, : O, + Propriété (n est un nombre premier)
Sous probleme :

décomposition de
4/n en somme de
2 fractions

0, : O, + propriété
n est un nombre premier non congrua 1 et 17 _ .
modulo 24 O, ptermédiaire - N €5t UN nombre premier
non pythagoricien
4m — 1, m entier naturel

O;: O, + propriété
n est un nombre premier non congru a 1
modulo 24

04 : 03 B Ointermédiaire + propriete
n est un nombre premier non congru a 1 modulo 12 ;

1 1 :
x=E(%)+a;y=E(ﬁ)+betz=m;aetbent|ersnaturels

Algorithmes —

O;: O, + propriété
n est un nombre premier non congru a 1 modulo
12 ; x=kn

O, : Soit n un nombre premier. S'il existe m, d deux entiers non nuls tels que d divise m? et 4m - 1 divise
1 4m-—1 (4m-1)d

n + 4d alors n est solution de I'équation d’Erdds-Straus : — = —
n mn mn+d (mn+d)mn



Gestes de la recherche (1/3)

e Geste naturel : manipulation de signes (des chiffres, des
symboles algébriques ou des figures géométriques, etc.)

— Associer des polygones

 Geste combinatoire : geste naturel qui s’effectue dans un milieu
propre au travail mathématique - un geste sur des signes soumis
a des regles d’emploi

— Associer des polygones avec la regle « des nceuds »

e Geste opératoire : un procédé ou une opération sur des objets
mathématiques

— Associer des polygones avec la regle « des nceuds » et
réaliser un pavage archimédiens du plan

(Cassou-Nogues, 2001)



Gestes de la recherche (2/3)

Un geste est un acte de mise en relation d'objets mathématiques dans
une intentionnalité. C'est une opeération qui s'accomplit en s'incarnant
dans une combinaison de signes, soumise aux regles d'emploi de ces
signes. Il possede un pouvoir de creer dans sa possibilité d'ouvrir le
champ des possibles dans le travail mathématique, en saisissant
I'intuition au moyen d'un geste dans l'expérience. (Gardes, 2013)

Fonction du geste de la recherche :
Outil pour décrire et analyser l'activite mathématique effective d'un sujet
(mathématicien, étudiant, éleve) confronte a la recherche d'un probleme.

La notion de geste de la recherche met en évidence :

- la maniere dont un sujet agit sur le probleme afin d'avancer dans son étude ;
- le r6le de l'intuition ;

- le processus dialectiqgue connaissances/heuristiques ;

- le rble de la dimension expérimentale.



Gestes de la recherche (3/3)

Sept gestes de la recherche pour la conjecture
d'Erdds-Straus

e Réduire le probleme aux nombres premiers
* Designer des objets

* Introduire un parametre

e Construire des exemples et les questionner
o Effectuer des contrbles locaux
 Transformer I'équation initiale
 Implémenter un algorithme




Gestes de |la recherche
Relations aux objets

Les gestes de la recherche
émergent de la manipulation
des objets mathématiques
puis en retour participent a
I’évolution de ces objets

Gestes de
la

recherche
Gestes de

la

Gestes de recherche

la
recherche

explorer




La démarche de recherche de type expérimental du groupe 3 —

‘ Dans les recherches
Séances 1 et 2 ) ois
d’éleves
Manipulations des objets Elaboration d’éléments
mathématiques en jeu. théoriques sur les objets.
EXPERIENCES THEORIE .
O.,i+io - N €St UN NOMbre
initial
=a: 3,33 |— Régularité :a=b=c entier supérieur ou égal a 2
/,./"/ Régularité : si n est multiplié par 2, alors les solutions le
n=8;(6,6,6) s sont aussi.
ok o Régularité : si n est multiplié par 3, alors les solutions le
n=12;(9,9,9) \\ sont aussi.
S
. . “ sy s
e Conjecture : Si n = 4k, alors a = b= ¢ = 3k, k entier naturel Ol 0 Oinitial + proprlete
n est un multiple de 4
n=6;(4,46 |~ —— ——— Régularités:a=bh;c=n.
n=10; (10, 10, 5) o — Régularité ; si n est pair,alorsa=b=2netc=n/2
n=14; (14, 14, 7) ’ Conjecture : Sin pair, alors 4/n = 1/n + 1/n + 2/n sauf (0] R 0] 1t prop riete
n=18;(18, 18, 9) e~ pourn=2etn=6. .
n est un multiple de 2
n=9;(18,18,3) | 2 Régularité : sinest impairLa=b=2netc=n/3
T
n=13; (26, 26, 13/3) - | Régularité : sin estimpair multiplede 3, a=b=2netc=n/3
n=25; (50, 50, 25/3) / . T — . B ] sz
n=27: (81 81, 9) e e Conjecture ;: Sin lmpa];‘(n;;ﬂ:l;?ﬂfie 3,alors4/n=1/2n + 03 c 02 + proprlete
n est un multiple de 3
n=5;(2,5, 10) = .= Reégularité:axb=c
n=25;(10, 25, 50) i j_ - Régularité : si n est multiplié par 5, alors les solutions le
e sont aussi. Sy
n=35;(14,3570) | — _ O, : O5 + propriete
n =10 005 | Coniecture:Si n =5k, alors 4/5k = 1/2k + 1/5k + 1/10k, k ]
entier naturel. n est un multiple de 5

n=7;(4,4,14) —

< Régularité : si n est multiplié par 7, alors les solutions le
,/

35; (20, 20, 70) — sont aussi.

0= ' : ] _’_,.---"" - - :
| coniecture: sin =7k alors a/7k - 1/ak + 1/ak + 1/13k k O;s : O+ propriete

A=A entier naturel.

n est un multiple de 7




Travail sur

les objets
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Meéthode finale de décomposition du groupe 3

Sinestpairalors4/n=1/n+1/n+2/n.

Equation d’'Erdos-
Straus : Si j=1 et m entier naturel alors 4/n=1/t+1/2m + 1/2m.
4/n=1/a+1/b+ 1/c Exemple : 4/11 = 1/3 + 1/33=1/3 + 1/66 + 1/66.

Si n est impair alors

4/n=1/t+j/m Simest pairalors 4/n=1/t+1/m+2/m.
avec t=E(n/4) + 1, Exemple : 4/13 = 1/4+ 3/52 = 1/4 + 1/52 + 2/52.

j et m entiers naturels

Si m est impair et congru a 2 modulo 3. Soient d
le facteur premier de m congru a 2 modulo 3 et
e I'entier naturel tel que 3e = d+1. Alors
4/n=1/t+1/m+1/me + d/me.

Exemple : 4/41 = 1/11+ 3/451 = 1/11 + 1/1804 + 11/1804.

Si j=3 et m entier naturel

Si m est impair et congru a 1 modulo 3

T

La valeur de t est incrémenté de 1 et La valeur de t est
4/n=1/(t+1)+ 7/m=1/(t+1) +2/m + 5/m incrémenté d’une
ou valeur k.

4/n=1/(t+1)+7/m=1/(t+1) +1/m + 6/m Exemple : 4/241=1/63 +

Exemple : 4/73 = 1/20 + 7/1460 = 1/20 + 2/1460 + 5/1460. ;1; ;3;22 =1/63 +1/30366 +

Ofings - O; + propriéte (n est un nombre premier supérieur a 300 non congru a 1 modulo 24
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