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n+1 = 1() Ave z1 = z et z2 = −z′, on obtient |z − z′| 6 |z|+ |z′|.Ave z1 = z − z′ et z2 = z′, on obtient |z| 6 |z − z′| + |z′| don |z| − |z′| 6 |z − z′|. Deplus, en permutant z et z′, on obtient aussi |z′| − |z| 6 |z′ − z| = |z − z′| d'où la dernièreinégalité.(d) Si λ 6= 1 : Tn(λ) =
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∣ 6 |1− λn+1| 6 1 + |λ|n+1, on obtient l'inégalité souhaitée.(e) Si λ = 1, la suite est onstante don onvergente.Si |λ| 6 1 et λ 6= 1, les inégalités 0 6 |Tn(λ)| 6

1
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|1−λ|(n+1) impliquent
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Tn(λ) = 0.Si |λ| > 1 l'inégalité 1

|1−λ|×
|λ|n+1−1

n+1 6 |Tn(λ)| implique lim
n→+∞

Tn(λ) = +∞ (par roissaneomparée).(f) Si u(x) = λx ave x 6= 0, alors la suite de terme général Tnu(x) = (Tn(λ))x est onstanteégale à x si λ = 1, onverge vers le veteur nul 0E si |λ| 6 1 et λ 6= 1 et diverge si |λ| > 1.2. Projeteurs(a) Classique. Il est possible d'invoquer le lemme des noyaux pour l'impliation p2 = p ⇒
E = ker(p− id)⊕ ker(p).(b) Si p est un projeteur, alors pk = p pour tout entier k > 1 don la suite de terme général
Tnp = 1

n+1 (id+ np) = p+ 1
n+1(id− p) est onvergente vers p.3. Caratérisation des suites onstantes(a) (n+ 2)Tn+1 =

n+1∑

k=0

Xk = Xn+1 +

n∑
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Xk = Xn+1 + (n+ 1)Tndon Xn+1 = (n + 2)Tn+1 − (n+ 1)Tn = Tn+1 + (n+ 1) (Tn+1 − Tn).(b) (α) L'égalité préédente appliqué à u et l'égalité Tn+1u = Tnu impliquent un+1 = Tn+1u.L'égalité préédente (appliquée à u en substituant n+1 à n) et l'égalité Tn+2u = Tn+1uimpliquent un+2 = Tn+2u = Tn+1u don un+2 = un+1.
(β) Le polyn�me Q = Tn+1 − Tn n'admet pas 0 omme raine ar Q(0) = 1

n+1 − 1
n 6= 0.Si x véri�e u(x) = 0.x = 0E , alors (Q(0))x = (Qu)(x) = (Tn+1u− Tnu) (x) = 0Edon x = 0E . Cei montre que keru = {0E} don u est inversible (dimension �nie).L'égalité obtenue dans la question préédente peut alors s'érire (u−1

)n+1
un+2 =
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)n+1
un+1 'est-à-dire u = id. (Ave préaution, le aratère injetif de u su�-sait.)() Les impliations (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) sont évidentes ; (iii) ⇒ (iv) provient de e qui préèdeet (iv) ⇒ (i) provient du fait que Tnid = id pour tout entier naturel n.1



4. Le as d'un isomorphisme d'ordre �ni(a) 0 6
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n+1 6
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= 1.(b) Il y avait une erreur sur un indie dans l'énoné. En utilisant
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+ (rn + 1)Trnu = bqnTb−1u+ (rn + 1)Trnu() On déduit de e qui préède l'égalité Tnu = bqn
n+1Tb−1u+

rn+1
n+1 Trnu. La suite ( bqn

n+1Tb−1u
)

nonverge vers l'endomorphisme Tb−1u. De plus l'inégalité triangulaire et la sous-multipliativitéde la norme |||.||| permettent d'obtenir la majoration uniforme en n

|||(rn + 1)Trnu||| 6
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k qui montre que la suite ( rn+1

n+1 Trnu
)

nonverge vers l'endomorphisme nul.Don la suite (Tnu)n onverge vers l'endomorphisme Tb−1u.(d) Le polyn�me X − 1 est irrédutible ar de degré 1 et son unique raine n'est pas rainede Tb−1 ar Tb−1(1) = 1 6= 0 don X − 1 et Tb−1 sont deux polyn�mes premiers entre eux.(e) (u−id)Tb−1u = uTb−1−Tb−1 = b
(
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= b(ub−id) = 0. Le polyn�me
(X − 1)Tb−1 est don un polyn�me annulateur de u. Le lemme des noyaux peut êtreappliqué d'après e qui préède. D'où la déomposition E = ker(u− id)⊕ ker (Tb−1u).(f) D'après la aratérisation préédente des projeteurs, il su�t de véri�er l'égalité ker(u−
id) = ker (Tb−1u− id). Si u(x) = x, alors (Tb−1u) (x) = x. Réiproquement, si (Tb−1u) (x) =
x, alors (u− id)(x) = (u− id) (Tb−1u) (x) = 0E .Partie II. Le théorème ergodique de Von Neumann1. Le as stritement ontratant(a) Si 0 6= x ∈ ker(u− id), alors |||u||| > ‖u(x)‖

‖x‖ = ‖x‖
‖x‖ = 1. Contradition.(b) En utilisant l'inégalité triangulaire et la sous-multipliativité de la norme |||.||| :
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1− |||u|||n+1
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(n+ 1) (1− |||u|||)() La majoration préédente implique la onvergene de la suite (Tnu)n vers l'endomorphismenul qui est le projeteur (orthogonal) sur {0E} = ker(u− id).2. Adjoint d'un endomorphisme d'un espae hermitien(a) On utilise l'uniité de l'adjoint. Pour tous veteurs x et y de E :
〈id(x), y〉 = 〈x, id(y)〉 don id∗ = id ;
〈u∗(x), y〉 = 〈y, u∗(x)〉 = 〈u(y), x〉 = 〈x, u(y)〉 don (u∗)∗ = u ;
〈(u − v)(x), y〉 = 〈u(x), y〉 − 〈v(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉 − 〈x, v∗(y)〉 = 〈x, (u∗ − v∗)(y)〉 don
(u− v)∗ = u∗ − v∗. 2



(b) ‖u∗(x)‖2 = 〈u∗(x), u∗(x)〉 = 〈x, u ◦ u∗(x)〉 6 ‖x‖.‖u ◦ u∗(x)‖ 6 |||u||| .‖u∗(x)‖.‖x‖(Tous les membres sont réels positifs.)On obtient alors, si u∗(x) 6= 0 : ‖u∗(x)‖ 6 |||u||| .‖x‖ don |||u∗||| 6 |||u|||.() Puisque (u∗)∗ = u, les r�les de u et u∗ peuvent être permutés don |||u||| 6 |||u∗||| 6 |||u|||d'où l'égalité.3. Une déomposition générale(a) Classique. L'égalité 〈f(y), x〉 = 〈y, f∗(x)〉 valable pour tout y permet de montrer l'équiv-alene x ∈ (im f)⊥ ⇔ f∗(x) ∈ E⊥ = {0}.(b) L'égalité préédente appliquée à f = u − id montre que im(u − id) est l'orthogonal de
ker(u− id)∗. Ces deux espaes sont don des supplémentaires orthogonaux.4. Une égalité pour les endomorphismes hermitiens(a) En utilisant la linéarité de ∗ et uu∗ = id : u(u− id)∗ = u(u∗ − id∗) = uu∗ − uid = id− u.(b) ker(u−id) = ker(id−u) = ker(u(u−id)∗) = ker(u−id)∗ ; la dernière égalité étant justi�éepar le fait que u est inversible (injetif su�t).5. La même égalité pour les endomorphismes ontratants(a) Inégalité de Cauhy-Shwarz et majoration de |||u||| :
|〈u(x), x〉| 6 ‖u(x)‖.‖x‖ 6 |||u||| .‖x‖2 6 ‖x‖2.(b) Si x est un veteur véri�ant 〈u(x), x〉 = ‖x‖2, alors les inégalités préédentes sont deségalités (ar 〈u(x), x〉 est alors un réel positif). Le as d'égalité de Cauhy-Shwarz a�rmeque x et u(x) sont olinéaires : u(x) = λx.Et ‖x‖2 = 〈u(x), x〉 = λ‖x‖2 implique alors λ = 1 si x 6= 0 (sinon λ = 1 onvient aussi).() Les impliations ⇒ sont évidentes. La première impliation ⇐ est justi�ée par e quipréède. Pour la seonde impliation ⇐, on utilise le fait que |||u∗||| = |||u||| 6 1 pourjusti�er que le résultat préédent s'applique aussi à u∗.(d) Si le produit 〈u(x), x〉 est réel, alors 〈u∗(x), x〉 = 〈x, u(x)〉 = 〈u(x), x〉 = 〈u(x), x〉.Cei justi�e u∗(x) = x ⇐⇒ ‖x‖2 = 〈u∗(x), x〉 ⇐⇒ ‖x‖2 = 〈u(x), x〉 ⇐⇒ u(x) = x.On obtient alors x ∈ ker(u − id)∗ ⇔ x ∈ ker(u∗ − id) ⇔ u∗(x) = x ⇔ u(x) = x ⇔ x ∈
ker(u− id) d'où l'égalité (⋆).6. Démonstration du théorème ergodique(a) Les égalités E = ker(u− id)∗⊕

⊥
im(u− id) et ker(u− id)∗ = ker(u− id) justi�ent la sommedirete orthogonale E = ker(u− id)⊕

⊥
im(u− id).(b) Si x véri�e u(x) = x, alors p(x) = x et Tnu(x) = x. D'où l'égalité.() Si x appartient à im(u−id), il existe un veteur y tel que x = u(y)−y. On a alors uk(x) =

uk+1(y)− uk(y) don Tnu(x) =
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= 1

n+1

(
un+1(y)− y

).D'où la majoration ‖Tnu(x)‖ 6
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n+1 6
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n+1 6
2‖y‖
n+1 en utilisant l'hy-pothèse |||u||| 6 1.(d) Si x = x1 + x2 est la déomposition d'un veteur x dans la somme direte orthogonale

E = ker(u− id)⊕
⊥

im(u− id), alors Tnu(x) = Tnu(x1) + Tnu(x2) = p(x1) + Tnu(x2) ave
lim

n→+∞
Tnu(x2) = 0E d'après la majoration préédente.La suite de terme général Tnu(x) onverge don vers p(x1) = p(x). Puisque E est dedimension �nie, la onvergene des suites (Tnu(x))n vers p(x) implique la onvergene dela suite (Tnu)n vers le projeteur orthogonal p.3



Partie III. Autres as1. Un exemple(a) Le veteur e1 = (10) véri�e ‖e1‖ = 1 et ‖Ue1‖ =
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(
1 1
1 −2

) et R−1 = 1
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)(d) En utilisant l'égalité TnU = Tn
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)
= R (TnD)R−1, le résultat préédent et laontinuité de la onjugaison matriielle M 7→ RMR−1, la suite (TnU)n onverge vers lamatrie P = R

(
1 0
0 0

)
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).(e) On a kerP = V ect
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)} et ker(P − Id) = V ect
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1
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)}. Ces deux sous-espaesvetoriels sont bien supplémentaires mais pas orthogonaux.2. Le as des matries stohastiques(a) Toute matrie stohastique admet le veteur x =
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k=1 ek omme veteur invari-ant : Ax = x. On obtient par onséquent |||A||| > ‖Ax‖

‖x‖ = 1.(b) Le produit de deux matries à oe�ients réels positifs est une matrie à oe�ients réelspositifs. On véri�e également que d∑
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= 1.() Il su�t de véri�er que, si t est un réel de l'intervalle [0, 1] et si les matries A et Bappartiennent à S, alors la matrie (1− t)A+ tB appartient à S.(d) Par réurrene, toute puissane positive d'une matrie stohastique est stohastique. Paronvexité, toute ombinaison linéaire à oe�ients réels positifs de somme 1 de matriesstohastique est stohastique.Don, si U appartient à S, TnU =
∑n

k=0
Uk

n+1 appartient à S pour tout entier naturel n.(e) Si une suite de matries stohastiques onverge vers une matrie M , alors M véri�e lesonditions néessaires (oe�ients réels positifs et somme sur haque ligne égale à 1) don
M appartient à S.(f) On peut utiliser, par exemple, la norme ‖.‖∞ (maximum des modules de tous les oe�-ients), pour établir la majoration ‖A‖∞ 6 1 pour toute matrie stohastique A.(g) L'espae vetoriel Md(R) étant de dimension �nie et l'ensemble S étant fermé et borné,on en déduit que S est ompat. Si U appartient à S, la suite (TnU)n est une suited'éléments du ompat S. Elle admet don une sous-suite onvergente dans S.
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