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Soit I le segment [0, 1] ; une fonction réelle f, définie sur I'intervalle I, est continue par morceaux
s’il existe une subdivision finiede I : 0 = zg < 21 < x93 < --- < x, = 1 telle que la restriction
de la fonction f a chacun des intervalles ouverts |z;_1, z;[, 1 < i < n, est continue et se prolonge
en une fonction continue sur l'intervalle fermé [x;_1, z;]. Il est admis qu’une fonction f continue
par morceaux sur I est bornée. La borne supérieure des valeurs prises par la fonction |f| est
désignée par || f]| :
11l = sup [f(2)].

z€[0,1]
Soit E l'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues par morceaux sur I. Il est
admis que (E,||.||) est un espace vectoriel normé.
Les suites considérées dans ce probléme sont des suites de nombres réels indexés par des entiers
strictement positifs : A = (an)nen--

Suite équi-répartie dans I : une suite A = (an)nen+ de réels appartenant a l'intervalle I, (0 <
an < 1 pour tout n) est équi-répartie dans I, si et seulement si, pour toute fonction f de E, on
a:

L& !
iy 3 () = |ty

Suite équi-répartie modulo [ : étant donnée une suite de réels (r,)pen+, S0it (an)nen+ la suite
de réels définis par la relation :

Vn e N*  a, =r, — 1],

ou [ry] est la partie entiere du réel r,. La suite (r,)pen+ est équi-répartie modulo I, si et
seulement si la suite des réels (a,)nen, est équi-répartie dans 1.

Un critere d’équi-répartition
Soit A = (an)nen+ une suite de réels appartenant a U'intervalle I. Soit F4 le sous-ensemble des
fonctions f de ’espace E pour lesquelles la relation ci-dessous a lieu :

1 & 1
lim — an) = x)dx.
Jim 5 Y s = [ r@)
n=1

(a) Démontrer que le sous-ensemble F)y de E est un sous-espace vectoriel de F et que toutes
les fonctions constantes de E appartiennent au sous-espace F4.

(b) Soit g une fonction de 'espace E telle que, pour tout € strictement positif donné, il existe
deux fonctions fi et fo appartenant a F4 telles que l'on ait :

e pour tout réel x de I, fi(z) < g(z) < faoz) ;
1 1 1
. / fo(z)de —e < / g(z)dz < / fi(z)dz + €.
0 0 0
Démontrer que la fonction g appartient au sous-espace vectoriel Fj.

(c) Démontrer que pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il suffit que le sous-espace
vectoriel F)4 contienne une partie P de E dense dans FE.
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Une condition nécessaire et suffisante d’équi-répartition

Soit A = (an)nen+ une suite de réels appartenant a l'intervalle I. Soit J un intervalle, contenu
dans 'intervalle I, d’extrémités c et d ; soit hy la fonction caractéristique de J :

hy(z) = 1 sizeJCl;
TV 0 sizel, zd J.

(a) Démontrer que pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il suffit que, pour tout
intervalle J inclus dans I, la fonction h; appartienne au sous-espace F4 de E.

(b) Soit J un intervalle dont les extrémités c¢ et d vérifient les inégalités : 0 < ¢ < d < 1.
Etant donné un réel strictement positif € (¢ > 0), déterminer deux fonctions continues f; et fo
vérifiant les relations :

e f1(0) = fi(1), f2(0) = f2(1) et pour tout réel x de I, fi(z) < hy(z) < fa(z) ;

1 1 1
° / fg(x)dx—sg/ hJ(x)de/ fi(x)dz +e.
0 0 0
La construction claire des graphes des deux fonctions f; et fo tient lieu de réponse.

Il est admis que la conclusion précédente est valable pour tout intervalle J C I, sans que la
condition 0 < ¢ < d < 1 sur ses extrémités soit réalisée.

(c) En déduire : pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il suffit que toutes les fonctions
continues prenant les mémes valeurs aux extrémités 0 et 1 de 'intervalle I appartiennent au
sous-espace vectoriel F'4 de E.

(d) Etant donné un entier strictement positif N, on note

N(J):card{neN*, 1<n<N et anej}.

Démontrer que, pour que la suite soit équi-répartie dans I, il faut et il suffit que, pour tout
intervalle J, on ait :

N(J
lim Q =d-—c.
N—+o0
Un critére d’équi-répartition modulo [ : le théoréeme de Bohl
Etant donnés une suite de réels R = (ry)nen+ et deux entiers naturels k et N strictement

positifs, soit C'(R, k, N) le nombre complexe défini par la relation suivante :
1N
C(R7 ka N) == N Z e?lﬂ'k"l‘n.
n=1
a) On suppose que la suite R = (7, )nen+ est équi-répartie modulo I. Démontrer que 'on a :
0O 1 ite R t équi-réparti dulo I. Dé t r
LN
VEe N, lim — ) et =,
. DI

(b) Démontrer réciproquement, qu’une suite de réels (r,),en+< est équi-répartie modulo I
si, pour tout entier k strictement positif, la limite, lorsque 'entier N croit vers l'infini, de
Pexpression C(R, k, N) est nulle.

(c) Exemple : soit 6 un réel donné. Démontrer que la suite nf, n € N*  est équi-répartie
modulo [ si et seulement si le réel 8 est irrationnel.

Dans les question suivantes, le résultat classique de Cesaro est admis et peut étre utilisé : si
une suite réelle (x,)nen+ est convergente et de limite ¢, alors la suite de terme général

1 N
~> 2, NeN,
Nn:l

est convergente et de limite /.
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Dans toute cette question, on fixe une fonction ¢ : [1, +oo[ — R. La fonction ¢ est supposée a
valeurs positives, de classe C2, et concave (¢” < 0). En outre, dans un voisinage de l'infini, sa
dérivée ¢ est négligeable devant 1 et la fonction ¢ — 1/t devant ¢/(t) :

On considere la suite R = (ry,)pen+ définie par :
Vn e N, 1, = ¢(n).
On considere également les suites complexes (dy)nen+, (An)nen+ suivantes :
VYneN', d,=rp1—"n, Ap= e2imrn.

(a) Etablir que pour tout entier n strictement positif, d,, est strictement positif.
(b) Démontrer que 'on a :

lim d,=0 et lim 1

n—-00 n—+oo N dy

=0.

Soit (Bp)nen+ la suite de nombres complexes définis par :

1 An+1 An
N*, B,=— - — ).
vn e N 2in (dnﬂ dn >

Il est admis que, pour tout entier n strictement positif, 'inégalité ci-dessous a lieu :

1 1 1
A, —B,| < — - — dn|.
|Ar, nl < o does  dy + 7|dn|
(c) Démontrer que l'on a :
N

(d) Est-ce que la suite de réels (¢(n))nen+, est équi-répartie modulo I 7
Suites (In“(n)),en-

Etant donné un réel v supérieur ou égal a 1 (o > 1), soient R, la suite de réels (In®(n)),en+
et 1, la fonction définie sur la demi-droite [1, +oo[:  — In“(x).

(a) Pour quelles valeurs du réel a, les résultats de la question 4° permettent d’affirmer que la
suite R, est équi-répartie modulo [ ?

(b) Soit f la fonction définie sur la demi-droite ]0,4+o0o[: z + €27 Déterminer une
primitive de cette fonction.

(c¢) Etant donné un entier N, strictement positif, soient Ly et Iy les deux nombres complexes
définis par les relations suivantes :

N

1 , 1 (N

Ly = N Z 6217r ln(n)’ Iy = N/O e?mr In(z) dez.
n=1

Déterminer les limites, lorsque l'entier N croit vers l'infini, du module |Iy| de Iy et de la

différence Ly — Ip.

(d) Est-ce que la suite Ry, définie ci-dessus, est équi-répartie modulo I ?



