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2Notations
• On note C (resp. R) le 
orps des nombres 
omplexes (resp. réels) et E l'espa
e ve
toriel Cd où dest un entier naturel non nul.
• En l'absen
e de pré
ision, le terme ve
teur désigne un élément de E et le terme endomorphismedésigne une appli
ation C-linéaire de E dans E. L'endomorphisme � identité � est noté id.
• L'espa
e ve
toriel E est muni de sa stru
ture hermitienne 
anonique : si x =






x1...
xd




 et y =






y1...
yd




sont deux ve
teurs de E = C

d, alors 〈x, y〉 = d∑

j=1

xj .yj .En parti
ulier, pour tous ve
teurs x et y de E, on a 〈y, x〉 = 〈x, y〉.La norme hermitienne asso
iée sera notée ‖.‖ : si x appartient à E , alors ‖x‖ =
√

〈x, x〉.On notera |||.||| la norme subordonnée à la norme ‖.‖ : si u est un endomorphisme, alors
|||u||| = max

x∈E
x 6=0

‖u(x)‖

‖x‖
.

• Pour un polyn�me Q =

n∑

k=0

akX
k à une indéterminée à 
oe�
ients 
omplexes, Q(z) =

n∑

k=0

akz
kdésigne l'évaluation de Q en un nombre 
omplexe z.Si u est un endomorphisme, Qu désigne l'endomorphisme

Qu =

n∑

k=0

aku
k = a0id+ · · ·+ anu

noù la puissan
e uk désigne l'endomorphisme 
omposé u ◦ · · · ◦ u
︸ ︷︷ ︸

k

.
• Pour tout entier naturel n, on 
onsidère le polyn�me

Tn =
1

n+ 1

n∑

k=0

Xk =
1

n+ 1
(1 + · · ·+Xn) .On s'intéresse à la suite (Tnu)n des moyennes des puissan
es su

essives de l'endomorphisme u.Partie I.1. (a) On suppose que l'endomorphisme u et le ve
teur x véri�ent u(x) = λx où λ est un nombre
omplexe. Véri�er que, pour tout polyn�me Q :

(Qu)(x) = (Q(λ)) x.(b) Véri�er que Tn(1) = 1 pour tout entier naturel n.(
) En utilisant l'inégalité triangulaire |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2| valable pour tous nombres 
om-plexes z1 et z2, démontrer, pour tous nombres 
omplexes z et z′, les inégalités
|z − z′| 6 |z|+ |z′|et ∣

∣
∣|z| − |z′|

∣
∣
∣ 6 |z − z′|



3(d) On suppose i
i que λ est un nombre 
omplexe di�érent de 1. Montrer que
Tn(λ) =

1− λn+1

(1− λ)(n+ 1)
.puis en déduire que

0 6
1

|1− λ|
×

∣
∣
∣1− |λ|n+1

∣
∣
∣

n+ 1
6 |Tn(λ)| 6

1

|1− λ|
×

1 + |λ|n+1

n+ 1
.(e) Déterminer la limite de |Tn(λ)| lorsque n tend vers +∞. On pourra distinguer di�érents
as en fon
tion du nombre |λ|.(f) On suppose dans 
ette question que le ve
teur x est un ve
teur propre de l'endomorphisme

u pour la valeur propre λ.Démontrer que la suite (Tnu(x))n est 
onvergente dans E si et seulement si |λ| 6 1.2. On rappelle qu'un endomorphisme p de E est un proje
teur si E = ker(p − id)⊕ ker(p).(a) Démontrer qu'un endomorphisme p de E est un proje
teur si et seulement si p2 = p.(b) Démontrer que, si p est un proje
teur, alors la suite d'endomorphismes (Tnp)n est 
on-vergente.3. (a) Justi�er, pour tout entier naturel n, l'égalité suivante entre polyn�mes :
Tn+1 + (n+ 1) (Tn+1 − Tn) = Xn+1.(b) On suppose i
i que l'endomorphisme u et l'entier naturel n véri�ent

Tn+2u = Tn+1u = Tnu.

(α) Démontrer que un+1 = un+2.
(β) En utilisant le polyn�me Q = Tn+1 − Tn, démontrer que 0 n'est pas valeur propre del'endomorphisme u puis en déduire que u = id.(
) Démontrer l'équivalen
e des quatre assertions suivantes :
(i) la suite (Tnu)n est 
onstante ;
(ii) la suite (Tnu)n est 
onstante à partir d'un 
ertain rang ;
(iii) trois termes 
onsé
utifs de la suite (Tnu)n sont égaux ;
(iv) u = id.4. On suppose dans 
ette question que l'endomorphisme u véri�e ub = id pour un 
ertain en-tier b > 2.Pour tout entier naturel n, on note qn (resp. rn) le quotient (resp. reste) de la division eu
lidi-enne de l'entier n par l'entier b. On a don
 n = bqn + rn et 0 6 rn 6 b− 1.(a) Déterminer les limites lim

n→+∞

rn + 1

n+ 1
et lim

n→+∞

b(qn + 1)

n+ 1
.(b) Démontrer, pour tout entier naturel n, l'égalité

(n+ 1)Tnu = b(qn + 1)Tb−1u+ (rn + 1)Trnu.(
) En déduire que la suite (Tnu)n est 
onvergente vers l'endomorphisme Tb−1u.(d) Justi�er que les polyn�mes X − 1 et Tb−1 sont premiers entre eux.



4(e) Véri�er l'égalité (u− id)Tb−1u = 0 et démontrer que
E = ker(u− id) ⊕ ker (Tb−1u) .(f) Démontrer que l'endomorphisme Tb−1u est un proje
teur sur le sous-espa
e ve
toriel

ker(u− id).Partie II.La somme dire
te E = F1 ⊕ · · · ⊕ Fr de E est dite orthogonale si les sous espa
es ve
toriels
F1, · · · , Fr sont orthogonaux deux à deux. On note alors E = F1 ⊕

⊥
· · · ⊕

⊥
Fr.On appelle proje
teur orthogonal un proje
teur p de E tel que E = ker(p − id)⊕

⊥
ker(p).On se propose dans 
ette partie d'établir le résultat suivant :Théorème : Si u est un endomorphisme de E véri�ant |||u||| 6 1, alors la suite (Tnu)n 
onvergevers le proje
teur orthogonal p sur le sous-espa
e ve
toriel ker(u− id).1. On suppose dans 
ette question que |||u||| < 1.(a) Justi�er le sous-espa
e ker(u− id) est réduit au ve
teur nul.(b) Justi�er, pour tout entier naturel n, l'inégalité

|||Tnu||| 6
1

(n+ 1) (1− |||u|||)
.(
) Démontrer le théorème ergodique pour l'endomorphisme u.La suite de 
ette partie est dédiée à la démonstration du théorème dans le 
as général.2. On rappelle que pour tout endomorphisme u, il existe une unique appli
ation de E dans E,notée u∗ véri�ant la propriété suivante : pour tous ve
teurs x et y de E,

〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉.L'appli
ation u∗ est linéaire et est dénommée l'adjoint de u.(a) Justi�er les égalités
id∗ = id ; (u∗)∗ = u et (u− v)∗ = u∗ − v∗pour tous endomorphismes u et v de E.(b) En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, justi�er, pour tout endomorphisme u et toutve
teur x, l'inégalité

‖u∗(x)‖2 6 |||u||| .‖u∗(x)‖.‖x‖puis montrer que |||u∗||| 6 |||u|||.(
) Déduire de 
e qui pré
ède l'égalité |||u∗||| = |||u|||.3. (a) Soit f un endomorphisme de E. Démontrer l'égalité suivante :
ker f∗ = (im f)⊥



5(b) En déduire, pour tout endomorphisme u, la dé
omposition
E = ker(u− id)∗ ⊕

⊥
im(u− id).Le but des questions 4 et 5 est de démontrer, sous deux hypothèses di�érentes et de manièresindépendantes, l'égalité

ker(u− id)∗ = ker(u− id). (⋆)4. On suppose, uniquement pour 
ette question, que u est un endomorphisme hermitien (
'est-à-dire que uu∗ = u∗u = id)(a) Montrer que u(u− id)∗ = id− u.(b) En déduire l'égalité (⋆).On suppose, dans toute la suite de 
ette partie que u est un endomorphisme véri�ant |||u||| 6 1.5. (a) Justi�er que, pour tout ve
teur x :
|〈u(x), x〉| 6 ‖u(x)‖.‖x‖ 6 ‖x‖2.(b) Démontrer que, si x est un ve
teur véri�ant 〈u(x), x〉 = ‖x‖2, alors u(x) = λx ave
 λ unnombre 
omplexe que l'on déterminera.(
) En déduire les deux équivalen
es suivantes :

u(x) = x ⇐⇒ 〈u(x), x〉 = ‖x‖2et u∗(x) = x ⇐⇒ 〈u∗(x), x〉 = ‖x‖2(d) Démontrer l'équivalen
e
u∗(x) = x ⇐⇒ u(x) = xpuis en déduire l'égalité (⋆).6. On note p le proje
teur orthogonal de E sur le sous-espa
e ve
toriel ker(u− id).(a) Justi�er à l'aide des résultats pré
édents, la dé
omposition

E = ker(u− id)⊕
⊥

im(u− id).(b) On suppose i
i que x est un ve
teur appartenant au sous-espa
e ker(u− id).Véri�er que
Tnu(x) = p(x).(
) On suppose i
i que x est un ve
teur appartenant au sous-espa
e im(u− id).Véri�er qu'il existe un ve
teur y tel que

‖Tnu(x)‖ 6
2‖y‖

n+ 1
.(d) Démontrer que la suite (Tnu)n 
onverge vers le proje
teur p.



6Partie III.On note Md(C) (resp. Md(R)) l'algèbre des matri
es 
arrées de taille d à 
oe�
ients 
omplexes(resp. réels). Toute matri
e de Md(C) sera 
onsidérée 
omme endomorphisme de E = C
d (pour lamultipli
ation matri
ielle usuelle).1. On suppose i
i que d = 2 et on 
onsidère la matri
e U =

(
1/2 1/2
1 0

).(a) Justi�er que |||U ||| > 1.(b) On note D la matri
e (
1 0
0 −1/2

). Justi�er que U = RDR−1 où R est une matri
einversible. On pré
isera un 
ouple (R,R−1) de matri
es véri�ant 
ette égalité.(
) Déterminer les 
oe�
ients de la matri
e TnD puis en déduire la limite de la suite (TnD)n.(d) En déduire que la suite (TnU)n 
onverge vers une matri
e P que l'on déterminera.(e) Véri�er que la matri
e P dé�nit un proje
teur sur R
2 et que 
e proje
teur n'est pasorthogonal.2. Une matri
e A = (aij)ij appartenant à Md(C) est dite sto
hastique si elle véri�e les deux
onditions suivantes :� Pour tous indi
es i, j tels que 1 6 i, j 6 d, le 
oe�
ient aij est un réel positif.� Pour tout indi
e i tel que 1 6 i 6 d, on a d∑

j=1

aij = 1.On note S l'ensemble des matri
es sto
hastiques.(a) Montrer que toute matri
e sto
hastique A admet le réel 1 pour valeur propre et véri-�e |||A||| > 1.(b) Montrer que si les matri
es A et B appartiennent à S, alors la matri
e AB appartientà S.(
) Montrer que l'ensemble S est 
onvexe.(d) Déduire de 
e qui pré
ède que, si U appartient à S, alors TnU appartient à S pour toutentier naturel n.(e) Montrer que l'ensemble S est fermé dans Md(R).(f) Montrer que l'ensemble S est borné (on rappelle que toutes les normes sur Md(R) sontéquivalentes).(g) Déduire de 
e qui pré
ède que, si la matri
e U est sto
hastique, alors la suite (TnU)nadmet une sous-suite 
onvergente vers une matri
e sto
hastique.fin du problème


