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redi 13 juillet 20111 Espa
es ve
torielsExer
i
e 1.1. On note E = RR l'ensemble des fon
tions de R dans R et C le sous-ensemble formédes fon
tions 
roissantes sur R.1. Le sous-ensemble C est-il un sous-espa
e ve
toriel de E ?2. Le sous-ensemble F = {f − g : f, g ∈ C} est-il un sous-espa
e ve
toriel de E ?Exer
i
e 1.2. Sous-espa
es ve
toriels et 
ombinaisons linéaires.1. Montrer que l'interse
tion d'un nombre quel
onque de sous-espa
es ve
toriels de E est un sous-espa
e ve
toriel.2. La réunion de deux (ou plus) sous-espa
es ve
toriels de E est-elle un sous-espa
e ve
toriel ?3. Soit A un sous-ensemble d'un K-espa
e ve
toriel E.Montrer que V ect(A) est l'ensemble des 
ombinaisons linéaires �nies d'éléments de A, 
'est-à-dire l'ensemble des éléments de la forme :
λ1x1 + . . .+ λrxr ave
 r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ A, λ1, . . . , λr ∈ K.4. Soient F et F ′ deux sous-espa
es ve
toriels d'un K-espa
e ve
toriel E. Montrer que

F + F ′ = V ect(F ∪ F ′).Exer
i
e 1.3. Dans R3, on 
onsidère les sous-ensembles suivants :
V =

{
(x; y; z) ∈ R3 : x+ y − z = 0

} et W = {(a− b; a+ b; a− 3b) : a, b ∈ R}.1. Justi�er que V et W sont des sous-espa
es ve
toriels de R3.2. Déterminer V ∩W puis V +W .Exer
i
e 1.4. Soient A, B et C trois sous-espa
es ve
toriels d'un espa
e ve
toriel E sur K tels que
(A ∩ C) ⊆ B, C ⊆ (A+B) et B ⊆ C.Démontrer que B = C.Exer
i
e 1.5. Sommes dire
tes.1. Montrer que F1, . . . , Fr sont en somme dire
te dans E si et seulement si tout élément v de

F1 + . . .+ Fr s'é
rit de manière unique
v = v1 + . . .+ vr ave
 vk ∈ Fk.2. Cara
tériser ainsi le fait que F et F ′ soient supplémentaires dans E.3. Véri�er que la 
ara
térisation 1 est fausse si le 
ritère pour une somme dire
te est

F1 ∩ F2 ∩ . . . ∩ Fr = {0}.(Un dessin dans le plan doit su�re pour r = 3.)1



Exer
i
e 1.6. Sous-espa
es supplémentaires (1).Dans 
ha
un des 
as, répondre aux questions suivantes(a) Les sous-ensembles V et W sont-ils des sous-espa
es-ve
toriels de E ?(b) A-t-on V +W = E ?(
) Les sous-espa
es V et W sont-ils en somme dire
te ?(d) A-t-on V ⊕W = E ?1. E = K[X], V est l'ensemble des polyn�mes de degré inférieur ou égal à 5, W est l'ensembledes polyn�mes nul ou de degré supérieur ou égal à 6.2. E est l'ensemble des ve
teurs de l'espa
e (usuel : à trois dimensions), V est un plan ve
toriel,
W est une droite ve
torielle.3. E = RR est l'ensemble des fon
tions de R dans R, V (resp. W ) est l'ensemble des fon
tionspaires (resp. impaires).4. E = RI est l'ensemble des fon
tions d'un intervalle I dans R, V (resp. W ) est l'ensemble desfon
tions positives (resp. négatives) ou nulles.5. E est l'ensemble des suites réelles 
onvergentes, V (resp. W ) est l'ensemble des suites admettantpour limite 0 (resp. des suites 
onstantes).6. E = K(X) est l'ensemble des fra
tions rationnelles sur K, V est l'ensemble des polyn�mes, West l'ensemble des fra
tions rationnelles de degré stri
tement négatif.Exer
i
e 1.7. Bases (1). Soit n un entier naturel non nul.1. Rappeler 
e qu'est la base 
anonique (e1, . . . , en) de E = Kn.Montrer que si vk =

k∑

i=1

ei, alors (v1, . . . , vn) est une base de Kn.2. Rappeler 
e qu'est la base 
anonique de l'espa
e ve
toriel E = Kn[X] des polyn�mes de degréau plus n. Quelle est la dimension de E ?3. Même question que pré
édemment si E = K[X].4. Soit E = RN l'espa
e ve
toriel des suites réelles indexées sur N. On note Uk = (ukn)n∈N la suitedé�nie par ukn = δk,n =

{
1 si n = k
0 si n 6= k

. Que peut-on dire de la famille F = (Uk)k∈N ?Exer
i
e 1.8. Bases (2). On 
onsidère un polyn�me P de degré n à 
oe�
ients réels.1. Démontrer que la famille (P,P ′, P (2), . . . , P (n)
) est une base de Rn[X].2. (Plus di�
ile) Démontrer l'équivalen
e suivante :

(
P,XP ′,X2P (2), . . . ,XnP (n)

) est une base de Rn[X] ⇐⇒ tous les 
oe�
ients de P sont non nuls.Exer
i
e 1.9. Sous-espa
es supplémentaires (2).Déterminer un sous-espa
e supplémentaire de V dans E dans les 
as suivants :1. E = R5[X], et V = {P ∈ E : X2 + 3 divise P}2. E = RR et V = {f ∈ E : f(0) = 0}3. E = R[0;1] et V = {f ∈ E : f(0) = f(1) = 0}

2



2 Appli
ations linéairesExer
i
e 2.1. Démontrer la propriété 2.1Exer
i
e 2.2. La 
onjugaison 
omplexe.1. Véri�er que C est un R-espa
e ve
toriel. Quelle est sa dimension ?Mêmes questions en remplaçant R par C puis par Q.2. Véri�er que la 
onjugaison 
omplexe C → C : z 7→ z est R-linéaire, Q-linéaire mais pas
C-linéaire.Exer
i
e 2.3. En 
ara
téristique p > 0.Soit E = Z/pZ(X) le 
orps des fra
tions rationnelles sur Z/pZ.Montrer que l'appli
ation φ : E → E : F 7→ F p (F à la puissan
e p) est Z/pZ-linéaire et inje
tive.Exer
i
e 2.4. Vrai ou Faux ?Soient u une appli
ation linéaire de E dans F et B une base de E.Si au
un élément de B n'a pour image 0F alors u est inje
tive.Exer
i
e 2.5. Soit f appartenant à L(R3) tel que f2 6= 0 et f3 = 0 (fk désigne i
i f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

k

).Montrer que, pour tout ve
teur v n'appartenant pas à ker f2, la famille (v, f(v), f2(v)
) est une basede R3.Exer
i
e 2.6. Dérivation et appli
ations linéaires.1. On 
onsidère l'espa
e ve
toriel E = R[X] des polyn�mes à 
oe�
ients réels.(a) Montrer que l'appli
ation u dé�nie sur E par u(P ) = P ′ est un endomorphisme.Est-il surje
tif ? inje
tif ?(b) Montrer que l'appli
ation v dé�nie sur E par v(P ) = P − P ′ est un endomorphisme.Est-il surje
tif ? inje
tif ?2. Reprendre les questions pré
édentes ave
 l'espa
e E = Rn[X] des polyn�mes de degré au plus nà 
oe�
ients réels.3. Reprendre les questions pré
édentes ave
 l'espa
e E = C∞(R,R) des fon
tions indé�nimentdérivables sur R (rempla
er P par f).Exer
i
e 2.7. Soient u un endomorphisme de E dans F .�Construire� un isomorphisme entre un supplémentaire quel
onque de ker(u) et im(u).Exer
i
e 2.8. Soit E un espa
e ve
toriel sur K de dimension �nie n. On 
onsidère deux endomor-phismes f et g de E.1. On suppose que f ◦ g = 0. Établir une majoration de rg(f) + rg(g).2. On suppose qu'il existe une 
ombinaison linéaire de f et g (dans L(E)) qui soit un isomor-phisme. Démontrer que E = im f + im g. En déduire une minoration de rg(f) + rg(g).Exer
i
e 2.9. Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie (non nulle) sur R. On suppose qu'ilexiste un endomorphisme f de E tel que f2 = −id.1. Démontrer que f est un isomorphisme.2. On suppose qu'il existe p ve
teurs v1, v2,. . . ,vp tels que la famille

(v1, v2, . . . , vp, f(v1), f(v2), . . . , f(vp−1))de 2p− 1 ve
teurs soit libre. Démontrer que la famille3



(v1, v2, . . . , vp, f(v1), f(v2), . . . , f(vp−1), f(vp))de 2p ve
teurs est libre.3. En déduire que la dimension de E est paire.4. Un 
ontre-exemple (simple) lorsque le 
orps de base est C ?Exer
i
e 2.10. Cas parti
ulier du lemme des noyaux.Soit u un endomorphisme d'un R-espa
e ve
toriel E tel que u2 + u− 6id = 0 dans L(E).Démontrer l'égalité E = ker(u− 2id) ⊕ ker(u+ 3id).Exer
i
e 2.11. Soient E un espa
e ve
toriel sur K et f et g deux endomorphismes de E.Démontrer les équivalen
es suivantes
ker f = ker g ◦ f ⇐⇒ ker g ∩ im f = {0}
im g ◦ f = im g ⇐⇒ ker g + im f = E.Exer
i
e 2.12. Homothéties - Proje
teurs - Symétries.Soit E un K-espa
e ve
toriel (sur un 
orps de 
ara
téristique di�érente de 2).1. Un endomorphisme h de E est appelé homothétie s'il existe un s
alaire λ tel que h = λid dans

L(E).Montrer que h est une homothétie si et seulement si, pour tout v dans E, la famille (v, h(v))est liée.2. Un endomorphisme p de E est appelé proje
teur s'il véri�e p2(= p ◦ p) = p dans L(E).(a) Donner un exemple de proje
teur sur R2, sur R3.(b) Démontrer que p de E est un proje
teur si et seulement si E = ker p⊕ im p.(
) Véri�er que 
ha
une des formules
p(f)(x) =

f(x) + f(−x)

2
et q(f)(x) = f(0) + (f(1− f(0))xdé�nissent des proje
teurs p et q sur E = RR.3. Un endomorphisme s de E est appellé symétrie s'il véri�e s2(= s ◦ s) = id dans L(E).(a) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si l'endomorphisme p = 1

2 (s + id) estun proje
teur.(b) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si E = ker(s + id) ⊕ ker(s− id).Exer
i
e 2.13. Soient E et F deux espa
es ve
toriels de dimension �nie sur K et deux appli
ationslinéaires f et g de E dans F .1. Justi�er l'in
lusion im(f + g) ⊆ im f + im g.2. Démontrer la double inégalité suivante :
|rg(f)− rg(g)| 6 rg(f + g) 6 rg(f) + rg(g).3. La double égalité peut-elle être véri�ée ?
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Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Algèbre linéaire - Résumé de résultats - Mer
redi 13 juillet 2011Je renvoie aux livres [Mon06℄, [Gri02℄ et [Gou94℄ pour plus de détails et de démonstrations (enparti
ulier la dé�nition de (sous)-espa
e ve
toriel).On 
onsidère un 
orps (
ommutatif) K dont les éléments seront parfois appelés des s
alaires.1 Algèbre linéaire �statique� : espa
es ve
torielsUne liste de dé�nitions/vo
abulaires :1. L'interse
tion d'un nombre quel
onque de sous-espa
es ve
toriels de E est un sous-espa
e ve
-toriel de E.2. Si A est un sous-ensemble quel
onque de E, alors V ect(A) =
⋂

F sev de E
A⊆F

F est le plus petit sous-espa
e ve
toriel 
ontenant A, 
'est le sous-espa
e ve
toriel engendré par A.3. Si F1, . . . , Fr sont des sous-espa
es ve
toriels de E, la somme F1 + . . . + Fr est l'ensemble desve
teurs de la forme v1 + . . .+ vr ave
 vk dans Fk.Dé�nition 1.1 (somme dire
te, supplémentaires).Soient E un sous-espa
e ve
toriel et F1, . . . , Fr des sous-espa
es ve
toriels de E.1. On dit que F1, . . . , Fr sont en somme dire
te si Fk ∩
(
F1 + . . .+ F̂k + . . .+ Fr

)
= 0E pourtout indi
e k = 1, . . . , r.Leur somme peut alors être notée F1 ⊕ . . . ⊕ Fr.2. Deux sous-espa
es ve
toriels F et F ′ sont supplémentaires dans E si E = F ⊕F ′ (
'est-à-dire

F + F ′ = E et F ∩ F ′ = {0}).Dé�nition 1.2. S'il existe un ensemble �ni A tel que V ect(A) = E, on dit que E est de dimension�nie et dans 
e 
as, le nombre minimal d'éléments d'une telle partie A est la dimension de E.Propriété 1.1. Si F et F ′ sont deux sous-espa
es ve
toriels de dimension �nie d'un espa
e ve
toriel :
dim(F + F ′) = dim(F ) + dim(F ′)− dim(F ∩ F ′).Dé�nition 1.3 (famille libre, génératri
e, base, 
oordonnées, rang).Soient E un espa
e ve
toriel et F = {vi}i∈I une famille (indexée sur l'ensemble I) de ve
teurs de E.1. La famille F est libre si �toute 
ombinaison linéaire �nie et nulle d'éléments de F est triviale� :pour tout entier non nul r,

r∑

k=1

λkvik = 0E =⇒ λ1 = . . . = λr = 0K.(De manière équivalente, la famille {V ect(vi)}i∈I de sous-espa
es ve
toriels est en somme di-re
te.)2. La famille F est génératri
e si �tout élément de E est une 
ombinaison linéaire �nie d'élémentsde F� : pour tout v dans E, il existe r, i1, . . . , ir et λ1, . . . , λr tels que
v =

r∑

k=1

λkvik = λ1v1 + . . .+ λrvr.(De manière équivalente, E est la somme ve
torielle de la famille {V ect(vi)}i∈I .)1



3. La famille F est une base de E si �tout élément non nul de E s'é
rit de manière unique
omme une 
ombinaison linéaire �nie d'éléments de F� : pour tout v non nul dans E, il existe
r, i1, . . . , ir et λ1, . . . , λr uniques tels que

v =

r∑

k=1

λkvik = λ1v1 + . . .+ λrvr.(De manière équivalente, E =
⊕

i∈I

V ect(vi).)4. Si V ect(F) est de dimension �nie, alors le rang de la famille F est rg(F) = dimV ect(F).5. Si E est de dimension �nie et B = {v1, . . . , vn} est une base de E, alors l'unique dé
omposition
v = x1v1 + . . . + xnvn dé�nit les 
oordonnées (x1, . . . , xn) de v dans la base B.Propriété 1.2. Soit E un espa
e ve
toriel (non trivial).1. Il existe une base de E.2. Si une base est �nie, toute autre base est de même 
ardinal (égal à dim(E)).3. (a) (théorème de la base in
omplète) Toute famille libre peut être 
omplétée en une base.(b) (existen
e d'un supplémentaire) Tout sous-espa
e ve
toriel admet un supplémentaire.4. De toute famille génératri
e, on peut extraire une base.5. Si E est de dimension �nie n et F = {v1, . . . , vn} est une famille de E, alors on a :

F est libre ⇔ F est une base ⇔ F est génératri
e.2 Algèbre linéaire �dynamique� : appli
ations linéairesDé�nition 2.1. Une appli
ation u : E −→ F entre deux K-espa
es ve
toriels E et F est linéaire(K-linéaire pré
isément) si
u(x+ λy) = u(x) + λu(y) pour tous x, y ∈ E, λ ∈ K.L'ensemble des appli
ations linéaires de E dans F est noté L(E;F ).Une appli
ation linéaire u de L(E;F ) est 
omplètement déterminée par les (
oordon-nées dans une base de F des) images des ve
teurs d'une base de E.Ces données 
onstituent la matri
e de u dans les bases 
on
ernées.Propriété 2.1. Soit u appartenant à L(E;F )1. L'image (dire
te) u(V ) = {u(x) : x ∈ E} d'un sous-espa
e ve
toriel V de E est un sous-espa
eve
toriel de F .2. L'image ré
iproque u−1(W ) = {x ∈ E : u(x) ∈ W} d'un sous-espa
e ve
toriel W de F est unsous-espa
e ve
toriel de E.3. (le �mira
le�) Si u est bije
tive, l'appli
ation ré
iproque u−1 : F −→ E est linéaire.Cas parti
uliers :Dé�nition 2.2 (image, rang, noyau).1. L' image de u est le sous-espa
e ve
toriel imu = u(E) de F .2. Le rang de u est la dimension (si �nie) de 
ette image : rg(u) = dim(imu).3. Le noyau de u est le sous-espa
e ve
toriel ker u = u−1 ({0F }) de E.2



Théorème 2.1 (du rang). Soit u une appli
ation linéaire de E dans F ave
 E de dimension�nie. Alors
dim(E) = rg(u) + dimker(u).S
héma ré
apitulatif des 
onditions d'inje
tivité, de surje
tivité, de bije
tivité :Attention aux 
onditions qui ne sont valables qu'en dimension �nie.Les 
onditions sur le déterminant et les mineurs ne sont pas indiquées.

u ∈ L(E;F ) image d'une base de E image/rang noyauinje
tive famille libre de F rg(u) = dim(E) ker(u) = {0E}surje
tive famille génératri
e de F
im(u) = F

(⇔ rg(u) = dim(F ))
dimker(u) = dim(E)− dim(F )bije
tive base de F (2 sur 3) ker(u) = {0E}

im(u) = F (⇔ rg(u) = dim(F ))
dim(E) = dim(F )Nomen
lature des morphismes d'espa
es ve
toriels :

u ∈ L(E;F ) E, F quel
onques E = Fquel
onque appli
ation linéaire endomorphismebije
tive ⇔ inje
tive
⇔ surje
tiveen dim �nie isomorphisme automorphismeL'ensemble L(E) = L(E;E) des endomorphismes d'un espa
e ve
toriel E est (ave
 la 
onjugai-son) une K-algèbre (non 
ommutative si dim(E) > 2).L'ensemble des automorphismes d'un espa
e ve
toriel E forme (pour la 
onjugaison) le groupe linéaire

GL(E) dont l'élément neutre est idE .Référen
es[Gou94℄ Xavier Gourdon. Algèbre. Les maths en tête. Ellipses, Paris, 1994.[Gri02℄ Joseph Grifone. Algèbre linéaire. Cépaduès-Éditions, Toulouse, 2002.[Mon06℄ Jean-Marie Monier. Algèbre MPSI, Cours, méthodes et exer
i
es 
orrigés, 4eédition. J'in-tègre. Dunod, Paris, 2006.
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Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Algèbre linéaire - Éléments de 
orre
tion1 Espa
es ve
torielsExer
i
e 1.1. 1. Le sous-ensemble C n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de RR (pas stable parmultipli
ation par un réel négatif).2. Le sous-ensemble F = {f − g : f, g ∈ C} est bien un sous-espa
e ve
toriel (stri
t : cos /∈ F )de RR.Exer
i
e 1.2. Sous-espa
es ve
toriels et 
ombinaisons linéaires.1. L'interse
tion de sous-espa
es ve
toriels de E 
ontient 0E et est stable par 
ombinaisons linéaires.2. La réunion de deux (ou plus) sous-espa
es ve
toriels de E n'est généralement pas un sous-espa
eve
toriel. Ex
eptions :� Si l'un des sous-espa
es ve
toriels 
ontient tous les autres� S'il y a �su�sament� de sous-espa
es dans la réunion (la réunion de toutes les droitesve
torielles du plan par exemple ; dans le 
as d'un 
orps �ni, 
ette 
olle
tion est �nie).3. L'ensemble des 
ombinaisons linéaires �nies d'éléments de A est un sous-espa
e ve
toriel de Eet 
ontient A don
 il 
ontient V ect(A).De plus il est 
ontenu dans tout sous-espa
e ve
toriel 
ontenant A. D'où l'égalité.4. Même prin
ipe. On peut d'ailleurs appliquer le résultat pré
édent ave
 A = F ∪ F ′.Exer
i
e 1.3. 1. Les sous-ensembles V et W sont des plans ve
toriels de R3.2. V ∩W = {(a− b; a+ b; a− 3b) : a, b ∈ R et (a− b) + (a+ b)− (a− 3b) + 0} = . . . = V ect







2
1
3





est une droite ve
torielle don
 V +W = R3 (argument de dimensions).Exer
i
e 1.4. On a B ⊆ C.Ré
iproquement, si c ∈ C ⊆ (A+B), alors c = a + b ave
 a ∈ A et b ∈ B ⊆ C don
 a = c − b ∈

(A ∩ C) ⊆ B. D'où c = a+ b ∈ B. Don
 C ⊆ B.Exer
i
e 1.5. Sommes dire
tes.1. Si v ∈ Fk ∩
(
F1 + . . .+ F̂k + . . .+ Fr

), alors v = vk = v1 + . . . + v̂k + . . . + vr et l'uni
ité del'é
riture implique la nullité de 
e ve
teur.Ré
iproquement, si v1 + . . . + vr = w1 + . . . + wr ave
 vk, wk ∈ Fk, alors, pour tout indi
e k,on a
wk−vk = (v1−w1)+ . . .+ ̂(vk − wk)+ . . .+(vr−wr) ∈ Fk∩

(
F1 + . . .+ F̂k + . . .+ Fr

)
= {0E}don
 wk = vk.2. F et F ′ sont supplémentaires dans E si et seulement si tout ve
teur u de E s'é
rit de manièreunique u = v + v′ ave
 v ∈ F et v′ ∈ F ′.3. La 
ondition F1∩F2∩. . .∩Fr = {0} n'est pas adaptée si r > 3 : dessiner trois droites ve
toriellesdistin
tes du plan.Exer
i
e 1.6. Sous-espa
es supplémentaires (1).1. V est un sous-espa
e ve
toriel mais W n'en est pas un : (X6 + 1)− (X6) /∈ W .1



2. On a V ⊕ W = E si et seulement si la droite ve
torielle W n'est pas in
luse dans le planve
toriel V .3. On a bien la dé
omposition RR = V ⊕W : toute fon
tion s'é
rit de manière unique 
omme lasomme d'une fon
tion paire et d'une fon
tion impaire. L'égalité
f(x) =

1

2
(f(x) + f(−x))

︸ ︷︷ ︸
paire

+
1

2
(f(x)− f(−x))

︸ ︷︷ ︸
impaireest la seule possible (voir aussi l'exer
i
e 2.12).4. L'ensemble des fon
tions positives (resp. négatives) ne forme pas un sous-espa
e ve
toriel.(L'égalité E = V +W est 
orre
te 
ependant : toute fon
tion est bien la somme d'une fon
tionpositive et d'une fon
tion négative, sans qu'il y ait uni
ité d'autre part.)5. Les ensembles V et W sont bien des sous-espa
es ve
toriels supplémentaires de E.Étude : si (un)n 
onverge vers le réel ℓ, la suite (vn)n dé�nie par vn = un − ℓ et la suite (wn)n
onstante égale à ℓ 
onviennent pour é
rire u = v+w. La somme est dire
te 
ar V ∩W = {0}.6. On a bien E = V ⊕W et 
'est approximativement le théorème de dé
omposition en élémentssimples d'une fra
tion rationnelle. Plus pré
isément : si F = A

B
et si A = BQ + R est ladivision eu
lidienne dans K[X] de A par B, alors F = A

B
= Q + R

B

onvient : deg

(
R
B

)
=

deg(R) − deg(B) < deg(B) − deg(B) = 0. La somme est dire
te 
ar V ∩W = {0}.Exer
i
e 1.7. Bases. (1)1. Base 
anonique (e1, . . . , en) de E = Kn : ei est le n-uplet 
onstitué uniquement de 0K sauf la
i-ième 
oordonnée qui est 1K.Si vk =

k∑

i=1

ei, alors (v1, . . . , vn) est libre (∑λivi = 0 ⇒ λn = 0 ⇒ λn−1 = 0 ⇒ . . . ⇒ λ1 = 0)don
 est une base de Kn.2. La base 
anonique de l'espa
e ve
toriel E = Kn[X] est (1K,X, . . . ,Xn). La dimension de E est
n+ 1 (le nombre de 
oe�
ients à priori non nuls d'un polyn�me de degré au plus n).3. La base 
anonique de l'espa
e ve
toriel E = K[X] est la famille in�nie (1K,X, . . . ,Xn, . . .).Il ne s'agit pas d'un espa
e ve
toriel de dimension �nie.4. La famille F = (Uk)k∈N est libre mais pas génératri
e : Une suite qui n'est pas nulle à partird'un 
ertain rang ne peut pas s'é
rire 
omme 
ombinaison linéaire �nie d'éléments de F .Exer
i
e 1.8. Bases. (2)1. Le 
ardinal (n + 1) de la famille est égal à la dimension de Rn[X]. Il su�t don
 de montrerque la famille est libre en utilisant par exemple le degré :

a0P︸︷︷︸
deg=

n ou −∞

+ a1P
′ + . . . + anP

(n)

︸ ︷︷ ︸
deg6n−1

= 0 =⇒ a0 = 0

=⇒ a1P
′

︸︷︷︸
deg=

n−1 ou −∞

+ a2P
(2) + . . . + anP

(n)

︸ ︷︷ ︸
deg6n−2

= 0 =⇒ a1 = 0 =⇒ . . .2. Le 
ardinal de la famille FP =
(
P,XP ′,X2P (2), . . . ,XnP (n)

) étant égal à la dimension de
Rn[X], 
ette famille est une base si et seulement si elle est libre (respe
tivement génératri
e).Notons P = anX

n + . . .+ a0 ave
 an 6= 0. 2



⇒ Soit k entier, 0 6 k 6 n. Si FP est génératri
e, il existe des réels ci tels que Xk =
∑n

i=0 ciX
iP (i) 
'est-à-dire (en identi�ant les termes de degré k) Xk = ak

(∑n
i=0

ci.k!
(k−i)!

)
Xkdon
 ak 6= 0.

⇐ Supposons ak 6= 0 pour tout entier 0 6 k 6 n. Alors P (k)(0) 6= 0 pour tout entier
0 6 k 6 n. On montre que FP est libre à l'aide d'une ré
urren
e forte et en évaluant en 0 :

0 =
n∑

k=0

ckX
kP (k) ⇒ 0 = c0 P

(0)(0)︸ ︷︷ ︸
6=0

⇒ c0 = 0

⇒ 0 =
n∑

k=1

ckX
kP (k) = X

(
n∑

k=1

ckX
k−1P (k)

)
⇒ c1 = 0

⇒ 0 =

n∑

k=2

ckX
kP (k) = X2

(
n∑

k=2

ckX
k−2P (k)

)
⇒ c2 = 0 . . .Exer
i
e 1.9. Sous-espa
es supplémentaires (2).1. Dans E = R5[X], V = {P ∈ E : X2 + 3 divise P} admet (par exemple) pour supplémen-taire W = {P ∈ E : deg(P ) 6 1} ≃ R1[X] (l'ensemble des restes possibles dans la divisioneu
lidienne par X2 + 3).2. Dans E = RR, V = {f ∈ E : f(0) = 0} admet (par exemple) pour supplémentaire W =

{f ∈ E : f est 
onstante} ou W ′ = {f ∈ E : f(x) = λex, λ ∈ R} ou n'importe quelle droiteve
torielle 
onstituée (à part l'origine) de fon
tions ne s'annulant pas en 0.3. Dans E = R[0;1], V = {f ∈ E : f(0) = f(1) = 0} admet (par exemple) pour supplémentairele sous-espa
e W des fon
tions a�nes 
ar, pour toute fon
tion f , la fon
tion a�ne g : x 7→
(f(1)− f(0)) x+ f(0) est a�ne et telle que f − g appartient à V (voir l'exer
i
e 2.12).2 Appli
ations linéairesExer
i
e 2.1. 1. u(x) + αu(y) = u(x+ αy) ∈ u(V ) pour tous x, y dans V et α dans K.2. Si u(x) et u(y) appartiennent à W , alors u(x+αy) = u(x)+αu(y) ∈ W don
 x+αy ∈ u−1(W )pour tout α dans K.3. Si u est bije
tive, alors u−1(x)+αu−1(y) véri�e u (u−1(x) + αu−1(y)

)
= u

(
u−1(x)

)
+αu

(
u−1(y)

)
=

x+ αy don
 u−1(x) + αu−1(y) = u−1(x+ αy) pour tous x, y dans F et α dans K.Exer
i
e 2.2. La 
onjugaison 
omplexe.1. Le 
orps C des nombres 
omplexes est un R-espa
e ve
toriel de dimension 2, un C-espa
eve
toriel de dimension 1 et un Q-espa
e ve
toriel de dimension in�nie.2. On a λz = λ.z pour tous 
omplexes z et λ 
e qui donne λz = λ.z si λ est réel (don
 s'il estrationnel).Exer
i
e 2.3. En 
ara
téristique p > 0. L'additivité de l'appli
ation φ : F 7→ F p est une 
on-séquen
e du fait que les 
oe�
ients binomiaux (p
k

) sont divisibles par p si 1 6 k 6 p− 1 et don
 quela formule du bin�me appliquée à (F +G)p se simpli�e en F p +Gp dans E = Z/pZ(X).La Z/pZ-linéarité est une 
onséquen
e du petit théorème de Fermat : (aF )p = apF p = aF p si aappartient à Z/pZ.L'inje
tivité est une 
onséquen
e du fait que E = Z/pZ(X) est un 
orps (en parti
ulier un anneauintègre) : F p = 0 ⇒ F = 0. 3



Exer
i
e 2.4. Vrai ou Faux ?Cette a�rmation est fausse sauf si E est de dimension 1 : si w est un ve
teur non nul de F et u estl'appli
ation linéaire dé�nie par f(v) = w pour tout élement v de la base B de E, alors deux ve
teursdistin
ts de B ont même image.Exer
i
e 2.5. Puisque le 
ardinal de la famille (v, f(v), f2(v)
) est égal à la dimension de R3,il su�t de montrer que 
ette famille est libre. Si 0 = av + bf(v) + cf2(v), alors 0 = f2(0) =

a f2(v)︸ ︷︷ ︸
6=0E

+b f3(v)︸ ︷︷ ︸
0E

+c f4(v)︸ ︷︷ ︸
0E

don
 a = 0. Et on re
ommen
e ave
 0 = bf(v) + cf2(v) : 0 = f(0) =

b f2(v)︸ ︷︷ ︸
6=0E

+c f3(v)︸ ︷︷ ︸
0E

don
 b = 0 puis 0 = c f2(v)︸ ︷︷ ︸
6=0E

pour obtenir a = b = c = 0.Exer
i
e 2.6. Dérivation et appli
ations linéaires.1. On 
onsidère l'espa
e ve
toriel E = R[X] des polyn�mes à 
oe�
ients réels.(a) L'endomorphisme u : P 7→ P ′ est surje
tif mais pas inje
tif : keru est 
onstitué despolyn�mes 
onstants.(b) L'endomorphisme v : P 7→ P −P ′ est bije
tif (identi�
ation des 
oe�
ients par exemple).2. Si E = Rn[X] :(a) L'endomorphisme u : P 7→ P ′ n'est pas surje
tif (degré) (don
, 
ar la dimension est �nie)ni inje
tif.(b) L'endomorphisme v : P 7→ P − P ′ est bije
tif.3. Si E = C∞(R,R) :(a) L'endomorphisme u : f 7→ f ′ est surje
tif (existen
e d'une primitive) et non inje
tif.(b) L'endomorphisme v : f 7→ f−f ′ n'est pas inje
tif (ker v = {λ exp : λ ∈ R}) et est surje
tif(existen
e d'une solution de l'équation di�érentielle y′ − y = g).Exer
i
e 2.7. Soient u un endomorphisme de E dans F et V un supplémentaire de ker(u) : E =
ker(u)⊕ V . La restri
tion ũ = u |V de u au sous-espa
e V est un isomorphisme de V sur im(u) :� La linéarité de ũ = u |V dé
oule de la linéarité de u.� Inje
tivité : ũ(x) = 0F ⇒ x ∈ V ∩ ker(u) = {0E}.� Surje
tivité : tout élement y de im(u) s'é
rit y = u(x) ave
 x = x1 + x2 ∈ E = ker(u) ⊕ V(x1 ∈ ker(u) et x2 ∈ V ). On a alors y = u(x2) ∈ im (ũ).On déduit de 
et isomorphisme le théorème du rang 
ar rg(u) = dim(im(u)) = dim(V ) = dim(E) −
dim(ker(u)).Exer
i
e 2.8. 1. f ◦ g = 0 ⇔ im g ⊆ ker f ⇒ rg(g) = dim(im g) 6 dim(ker f) = n − rg(f) ⇒

rg(g) + rg(f) 6 n.2. Si αf + βg est un isomorphisme, alors im(αf + βg) = E. Or im(αf + βg) ⊆ im f + im g don

E = im f + im g.On obtient alors rg(f) + rg(g) = dim(im f) + dim(im g) > dim(im f + im g) = dimE = n.Exer
i
e 2.9. Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie (non nulle) sur R. On suppose qu'ilexiste un endomorphisme f de E tel que f2 = −id.1. Il su�t de véri�er l'inje
tivité. Si f(x) = 0, alors 0 = f2(x) = −x don
 x = 0.2. Posons v =

∑p
i=1 aivi + bif(vi) ave
 ai, bi réels et supposons que v = 0E. On a alors bpf(v)−

ap.v = 0 don

0 = bpf

(
p∑

i=1

aivi + bif(vi)

)
−ap

p∑

i=1

aivi+bif(vi) = . . . =

p∑

i=1

(bpai − apbi)︸ ︷︷ ︸
=0 si i=p

f(vi)−(bpbi+apai)vi4



est don
 une 
ombinaison linéaire de la famille (v1, v2, . . . , vp, f(v1), f(v2), . . . , f(vp−1)) qui estsupposée libre 
e qui implique la nullité de tous les 
oe�
ients bpai − apbi et bpbi + apai. Enparti
ulier ave
 i = p, on obtient b2p + a2p = 0 don
 (réels) ap = bp = 0. La 
ombinaisonlinéaire nulle 0 = v =
∑p

i=1 aivi + bif(vi) est don
 une 
ombinaison linéaire de la famille
(v1, . . . , vp, f(v1), . . . , f(vp−1)) don
 tous les 
oe�
ients sont nuls.3. Supposer E de dimension �nie paire et démontrer par ré
urren
e que, pour tout entier naturel
p > 1, il existe une famille libre de 
ardinal 2p de la forme (v1, . . . , vp, f(v1), . . . , f(vp−1), f(vp))pour obtenir une 
ontradi
tion.4. Sur le C-espa
e ve
toriel C (de dimension 1), la multipli
ation par i est un 
ontre-exemple.Exer
i
e 2.10. Cas parti
ulier du lemme des noyaux.Les espa
es E2 = ker(u− 2id) et E−3 = ker(u+3id) sont des sous-espa
es ve
toriels de E en sommedire
te (si x ∈ E2 ∩E−3, alors 2x = −3x don
 x = 0). Pour montrer qu'ils sont supplémentaires, onutilise la relation (polyn�me annulateur de u) u2+u−6id = 0 sous la forme (u−2id)◦(u+3id) = 0 =

(u+3id)◦(u−2id) qui permet de montrer que, pour tout x dans E, u(x)+3x ∈ E2 et u(x)−2x ∈ E−3.Ainsi x = 1
5 ((u(x) + 3x)− (u(x) − 2x)) appartient à la somme (dire
te) E2 ⊕ E−3.Exer
i
e 2.11. • Si ker f = ker g◦f et y ∈ ker g∩im f , alors 0 = g(y) = g(f(x)) don
 x ∈ ker fdon
 y = f(x) = 0.

• L'in
lusion ker f ⊆ ker g ◦ f est toujours vraie. Si x ∈ ker g ◦ f alors f(x) ∈ ker g ∩ im f don

f(x) = 0 si 
ette interse
tion est réduite à {0}. Don
 x ∈ ker f .

• Supposons im g ◦ f = im g. Pour tout x dans E, il existe y dans E tel que g(x) = g ◦ f(y) d'où
g(x− f(y)) = 0. On peut alors dé
omposer x = (x− f(y)) + f(y) dans ker g + im f .

• L'in
lusion im g ◦ f ⊆ im g est toujours vraie. Si E = ker g + im f , tout ve
teur x de E s'é
rit
x = x′ + f(y) ave
 x′ dans ker g et y dans E. On a alors g(x) = g(x′ + f(y)) = 0 + g(f(y))dans im g ◦ f .Exer
i
e 2.12. Homothéties - Proje
teurs - Symétries.1. Si h = λid, alors la famille (v, h(v)) est liée 
ar λv − 1.h(v) = 0. Ré
iproquement supposonsque toutes les familles (v, h(v)) sont liées. Si v et v′ sont deux ve
teurs, alors h(v) = λv et
h(v′) = λ′v′ ave
 λ et λ′ deux s
alaires (éventuellement nuls, dépendant à priori des ve
teurs).On veut montrer que λ = λ′ 
e qui est évident si v et v′ sont 
olinéaires. Si la famille (v, v′)est libre, la relation λv + λ′v′ = h(v + v′) = λ′′(v + v′) = λ′′v + λ′′v′ montre que λ = λ′′ = λ′.2. (a) Proje
tions orthogonales ou non sur un plan, une droite.(b) Si E = ker p⊕ im p, la relation p2 = p se véri�e simplement.Pour la ré
iproque, utiliser la dé
omposition v = (v − p(v)) + p(v).(
) Ces deux formules 
orrespondent à des dé
ompositions en somme dire
te de E = RRétudiées pré
édemment.3. (a) Si p = 1

2 (s+ id), alors p2 = 1
2 (s

2 + 2s+ id). Don
 p2 = p ⇔ 2id = s2 + id ⇔ s2 = id.(b) Si E = ker(s + id) ⊕ ker(s− id), la relation s2 = id se véri�e simplement.Pour la ré
iproque : p = 1
2(s + id) est un proje
teur don
 E = ker p ⊕ im p et on véri�eque ker p = ker(s + id) et im p = ker(s− id).Exer
i
e 2.13. 1. On a (f + g)(x) = f(x) + g(x) ∈ im f + im g pour tout ve
teur x de E.2. Ce qui pré
ède montre que rg(f + g) 6 rg(f) + rg(g). Pour l'autre inégalité, 
'est le mêmeraisonnement :� ave
 f = (f + g)− g, on obtient rg(f) 6 rg(f + g) + rg(−g) = rg(f + g) + rg(g) ;� ave
 g = (f + g)− f , on obtient rg(g) 6 rg(f + g) + rg(−f) = rg(f + g) + rg(f) ;don
 rg(f)− rg(g) 6 rg(f + g) et rg(g)− rg(f) 6 rg(f + g). D'où l'inégalité en valeur absolue.3. |rg(f)− rg(g)| = rg(f + g) = rg(f) + rg(g) ⇒ rg(f) = 0 ou rg(g) = 0 ⇒ f = 0 ou g = 0.5


