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1 Espaces vectoriels

Exercice 1.1. On note E = RR I’ensemble des fonctions de R dans R et C' le sous-ensemble formé
des fonctions croissantes sur R.

1. Le sous-ensemble C est-il un sous-espace vectoriel de E ?

2. Le sous-ensemble F = {f —g : f,g € C} est-il un sous-espace vectoriel de E ?

Exercice 1.2. Sous-espaces vectoriels et combinaisons linéaires.

1. Montrer que l’intersection d’un nombre quelconque de sous-espaces vectoriels de E est un sous-
espace vectoriel.

2. La réunion de deux (ou plus) sous-espaces vectoriels de E est-elle un sous-espace vectoriel ¢

3. Soit A un sous-ensemble d’un K-espace vectoriel E.
Montrer que Vect(A) est l'ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A, c’est-a-
dire [’ensemble des éléments de la forme :

AMx1+ ...+ Nz, aveer €Ny xy,..,xr €A A, A €K
4. Soient F' et F' deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer que
F+F =Vect(FUF').
Exercice 1.3. Dans R3, on considére les sous-ensembles suivants :
V=A(zy;2) eR*:a4+y—2=0} et W={(a—bja+bja—3b):a,b€R}.

1. Justifier que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Déterminer VNOW puis V 4+ W.

Exercice 1.4. Soient A, B et C trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E sur K tels que
(AnC)CB, CC(A+B) e BCC.
Démontrer que B = C.

Exercice 1.5. Sommes directes.

1. Montrer que Fi,...,F. sont en somme directe dans E si et seulement si tout élément v de
Fi+ ...+ F,. s’écrit de maniére unique

v=v1+...4+v. avec vy € F}.

2. Caractériser ainsi le fait que F et F' soient supplémentaires dans E.

3. Vérifier que la caractérisation 1 est fausse si le critére pour une somme directe est
FinFn...nF. ={0}.

(Un dessin dans le plan doit suffire pour r = 3.)



Exercice 1.6. Sous-espaces supplémentaires (1).
Dans chacun des cas, répondre aux questions suivantes

(a) Les sous-ensembles V et W sont-ils des sous-espaces-vectoriels de E ¢
(b) A-t-onV+W =E?
(c) Les sous-espaces V' et W sont-ils en somme directe ?

(d) A-t-on Ve W =E?

~

. E =K[X], V est l’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 5, W est I’ensemble
des polynomes nul ou de degré supérieur ou égal a 6.

2. E est l’ensemble des vecteurs de ['espace (usuel : & trois dimensions), V' est un plan vectoriel,
W est une droite vectorielle.

3. E = RR est I’ensemble des fonctions de R dans R, V (resp. W) est I’ensemble des fonctions
paires (resp. impaires).
4. E =R est ’ensemble des fonctions d'un intervalle I dans R, V (resp. W) est l’ensemble des

fonctions positives (resp. négatives) ou nulles.

5. E est I’ensemble des suites réelles convergentes, V' (resp. W) est ’ensemble des suites admettant
pour limite O (resp. des suites constantes).

6. E =K(X) est l’ensemble des fractions rationnelles sur K, V' est ’ensemble des polynomes, W
est l’ensemble des fractions rationnelles de degré strictement négatif.

Exercice 1.7. Bases (1). Soit n un entier naturel non nul.

1. Rappeler ce qu’est la base canonique (eq,...,e,) de E =K".
k
Montrer que si v = Zei, alors (vq,...,v,) est une base de K".
=1

2. Rappeler ce qu’est la base canonique de l’espace vectoriel E = K,,[X] des polynomes de degré
au plus n. Quelle est la dimension de E 2

3. Méme question que précédemment si E = K[X].
4. Soit E = RN ’espace vectoriel des suites réelles indexées sur N. On note U¥ = (uF),cn la suite

définie par uk = Ok = { Lsin=k

. - - = (U* 2
0sinthk - Que peut-on dire de la famille F = (U")pen

Exercice 1.8. Bases (2). On considére un polynome P de degré n a coefficients réels.
1. Démontrer que la famille (P, P, P . ,P(")) est une base de R, [X].

2. (Plus difficile) Démontrer [’équivalence suivante :
(P,XP’,XZP(Q), e ,X"P(")) est une base de R, [X]| <= tous les coefficients de P sont non nuls.

Exercice 1.9. Sous-espaces supplémentaires (2).
Déterminer un sous-espace supplémentaire de V' dans E dans les cas suivants :

1. E=R;5[X], et V={P € E: X?+3 divise P}
2. E=RR et V={feE:f(0)=0}
3. E=RO et V={fcE:f0)=f(1)=0}



2 Applications linéaires

Exercice 2.1. Démontrer la propriété 2.1

Exercice 2.2. La conjugaison complexe.

1. Vérifier que C est un R-espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?
Mémes questions en remplag¢ant R par C puis par Q.

2. Vérifier que la conjugaison complexe C — C : z — Z est R-linéaire, Q-linéaire mais pas

C-linéaire.

Exercice 2.3. En caractéristique p > 0.
Soit E = Z/pZ(X) le corps des fractions rationnelles sur Z/pZ.
Montrer que Uapplication ¢ : E — E : F — FP (F a la puissance p) est Z/pZ-linéaire et injective.

Exercice 2.4. Vrai ou Fauz ?

Soient u une application linéaire de E dans F et B une base de E.

Si aucun élément de B n’a pour image Op alors u est injective.

Exercice 2.5. Soit f appartenant o L(R3) tel que f2# 0 et f3 =0 (f* désigne ici fo...o f).

k
Montrer que, pour tout vecteur v n’appartenant pas a ker f2, la famille (v, fv), f2(v)) est une base

de R3.
Exercice 2.6. Dérivation et applications linéaires.
1. On considére l'espace vectoriel E = R[X] des polynomes a coefficients réels.

(a) Montrer que l'application u définie sur E par u(P) = P’ est un endomorphisme.
Est-il surjectif ¢ injectif ?

(b) Montrer que l’application v définie sur E par v(P) = P — P’ est un endomorphisme.
Est-il surjectif ¢ injectif ¢

2. Reprendre les questions précédentes avec ’espace E = R, [X] des polynomes de degré au plus n
a coefficients réels.

3. Reprendre les questions précédentes avec l'espace E = C™®(R,R) des fonctions indéfiniment

dérivables sur R (remplacer P par f).

Exercice 2.7. Soient u un endomorphisme de E dans F.
«Construire» un isomorphisme entre un supplémentaire quelconque de ker(u) et im(u).

Exercice 2.8. Soit & un espace vectoriel sur K de dimension finie n. On considére deuz endomor-
phismes f et g de F.

1. On suppose que f o g = 0. Etablir une majoration de rg(f) +rg(g).

2. On suppose qu’il existe une combinaison linéaire de f et g (dans L(E)) qui soit un isomor-

phisme. Démontrer que E =1im f +1img. En déduire une minoration de rg(f) + rg(g).

Exercice 2.9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie (non nulle) sur R. On suppose qu’il
existe un endomorphisme f de E tel que f?> = —id.

1. Démondtrer que f est un isomorphisme.

2. On suppose qu’il existe p vecteurs vy, va,...,v, tels que la famille

(01,02, 0p, f(01), f(02), -, fvp-1))

de 2p — 1 vecteurs soit libre. Démontrer que la famille



(V1,025 vp, f(v1), f(v2), ..o fvp-1), fvp))
de 2p vecteurs est libre.
3. En déduire que la dimension de E est paire.

4. Un contre-exzemple (simple) lorsque le corps de base est C ?

Exercice 2.10. Cas particulier du lemme des noyauz.
Soit u un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E tel que u? +u — 6id = 0 dans L(E).
Démontrer ’égalité E = ker(u — 2id) & ker(u + 3id).

Exercice 2.11. Soient E un espace vectoriel sur K et f et g deur endomorphismes de E.
Démontrer les équivalences suivantes

ker f =kergo f <= kergnNim f = {0}
imgo f=img<=kerg+imf=F.

Exercice 2.12. Homothéties - Projecteurs - Symétries.

Soit E un K-espace vectoriel (sur un corps de caractéristique différente de 2).

1. Un endomorphisme h de E est appelé homothétie s’il existe un scalaire X tel que h = Aid dans
L(E).
Montrer que h est une homothétie si et seulement si, pour tout v dans E, la famille (v, h(v))

est lice.
2. Un endomorphisme p de E est appelé projecteur s’il vérifie p*(=pop) = p dans L(E).
(a) Donner un exemple de projecteur sur R?, sur R3.
(b) Démontrer que p de E est un projecteur si et seulement si E = ker p @ im p.
(c) Veérifier que chacune des formules

p(h)w) = LOEIED o y(r)w) = £0) + (70 - FO))e

définissent des projecteurs p et ¢ sur E = RR,
3. Un endomorphisme s de E est appellé symétrie s’il vérifie s>(= s o s) = id dans L(E).

(a) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si I’endomorphisme p = %(s +id) est
un projecteur.

(b) Démontrer que s est une symétrie si et seulement si E = ker(s + id) @ ker(s — id).
Exercice 2.13. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K et deur applications
linéaires f et g de ¥ dans F'.

1. Justifier Uinclusion im(f + ¢g) Cim f 4+ im g.
2. Démontrer la double inégalité suivante :
rg(f) —rg(9)| < r8(f +9) <rg(f) +1re(g)-

3. La double égalité peut-elle étre vérifice ?
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Je renvoie aux livres [Mon06], [Gri02] et [Gou94| pour plus de détails et de démonstrations (en
particulier la définition de (sous)-espace vectoriel).
On considére un corps (commutatif) K dont les éléments seront parfois appelés des scalaires.

1 Algeébre linéaire «statique» : espaces vectoriels

Une liste de définitions/vocabulaires :

1. L’intersection d’un nombre quelconque de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vec-
toriel de E.

2. Si A est un sous-ensemble quelconque de E, alors Vect(A) = ﬂ F' est le plus petit sous-
F sevde E
ACF
espace vectoriel contenant A, c’est le sous-espace vectoriel engendré par A.
3. Si F1,..., F, sont des sous-espaces vectoriels de F, la somme F; + ...+ F,. est I’ensemble des

vecteurs de la forme v; + ... + v, avec v, dans Fj.

Définition 1.1 (somme directe, supplémentaires).
Soient B un sous-espace vectoriel et Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
1. On dit que Fy,...,F, sont en somme directe s7 I} N (F1 —i—...—i—ﬁ;—i—...—i—Fr) = 0g pour

tout indice k =1,...,7.
Leur somme peut alors étre notée F1 & ... D Fi..

2. Deuz sous-espaces vectoriels F' et F' sont supplémentaires dans E si E = F @ F' (c’est-a-dire
F+F =F et FNF ={0}).

Définition 1.2. S’il existe un ensemble fini A tel que Vect(A) = E, on dit que E est de dimension
finie et dans ce cas, le nombre minimal d’éléments d’une telle partie A est la dimension de E.

Propriété 1.1. Si F et F' sont deuz sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vectoriel :
dim(F + F') = dim(F) + dim(F”’) — dim(F N F’).

Définition 1.3 (famille libre, génératrice, base, coordonnées, rang).
Soient E un espace vectoriel et F = {v; }ier une famille (indexée sur l’ensemble I) de vecteurs de E.

1. La famille F est libre si «toute combinaison linéaire finie et nulle d’éléments de F est trivialey :
pour tout entier non nul r,

T
ZAkvikZOEZ)\IZ---:)\TZOK-
k=1

(De maniére équivalente, la famille {Vect(v;)}ier de sous-espaces vectoriels est en somme di-
recte.)

2. La famille F est génératrice si «tout élément de E est une combinaison linéaire finie d’éléments
de F» : pour tout v dans E, il existe r, i1,...,4, €t Aq,..., N tels que

r
v = Z)\kvik =M1+ ...+ Aoy
k=1

(De maniére équivalente, E est la somme vectorielle de la famille {Vect(v;)}ier.)



3. La famille F est une base de E si «tout élément non nul de E s’écrit de maniére unique
comme une combinaison linéaire finie d’éléments de Fs : pour tout v non nul dans F, il existe
Ty 81,y 0p €6 A1, ..., Ay uniques tels que

r
v = Z)\kvik =M1+ ...+ Aoy
k=1

(De maniére équivalente, E = @ Vect(v;).)
iel
4. Si Vect(F) est de dimension finie, alors le rang de la famille F est rg(F) = dim Vect(F).
5. Si E est de dimension finie et B = {vy,...,v,} est une base de E, alors l'unique décomposition
v =201 + ... + Tpv, définit les coordonnées (z1,...,2,) de v dans la base B.
Propriété 1.2. Soit E un espace vectoriel (non trivial).
1. Il existe une base de E.
2. Si une base est finie, toute autre base est de méme cardinal (égal ¢ dim(FE)).
3. (a) (théoreme de la base incompléte) Toute famille libre peut étre complétée en une base.
(b) (existence d’un supplémentaire) Tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.

. De toute famille génératrice, on peut extraire une base.

NG

. Si E est de dimension finie n et F = {vy,...,v,} est une famille de E, alors on a :

F est libre < F est une base < F est génératrice.

2 Algébre linéaire «dynamique» : applications linéaires

Définition 2.1. Une application u : E — F entre deuz K-espaces vectoriels E et I’ est linéaire
(K-linéaire précisément) si

u(z + \y) = u(x) + Au(y) pour tous z,y € E, A € K.
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E; F).

Une application linéaire u de L(E; F') est complétement déterminée par les (coordon-
nées dans une base de F' des) images des vecteurs d’une base de E.
Ces données constituent la matrice de u dans les bases concernées.
Propriété 2.1. Soit u appartenant o L(E; F)

1. Limage (directe) u(V) = {u(zx) : x € E} d’un sous-espace vectoriel V de E est un sous-espace
vectoriel de F'.

2. L’image réciproque u=Y(W) = {x € E : u(x) € W} d’un sous-espace vectoriel W de F est un
sous-espace vectoriel de E.

3. (le «miracles) Si u est bijective, I'application réciproque u=! : F — E est linéaire.
Cas particuliers :

Définition 2.2 (image, rang, noyau).
1. L’image de u est le sous-espace vectoriel imu = u(E) de F.
2. Le rang de u est la dimension (si finie) de cette image : rg(u) = dim(imu).

8. Le noyau de u est le sous-espace vectoriel keru = u=! ({Op}) de E.



Théoréme 2.1 (du rang). Soit u une application linéaire de E dans F' avec E de dimension
finte. Alors

dim(E) = rg(u) + dimker(u).

Schéma récapitulatif des conditions d’injectivité, de surjectivité, de bijectivité :
Attention aux conditions qui ne sont valables qu’en dimension finie.
Les conditions sur le déterminant et les mineurs ne sont pas indiquées.

u € L(E;F) | image d’une base de image/rang noyau
injective famille libre de F rg(u) = dim(FE) ker(u) = {0g}
L : . im(u) = F . . .
surjective | famille génératrice de F' (© re(u) = dim(F)) dimker(u) = dim(FE) — dim(F)

ker(u) = {0g}
bijective base de F' (2 sur 3) ¢ im(u) = F (< rg(u) = dim(F))
dim(E) = dim(F)

Nomenclature des morphismes d’espaces vectoriels :

u€ L(E;F) E, F quelconques E=F
quelconque application linéaire | endomorphisme
& injective
bijective | < surjective isomorphisme automorphisme
en dim finie

L’ensemble £(E) = L(F; E) des endomorphismes d’un espace vectoriel E est (avec la conjugai-
son) une K-algébre (non commutative si dim(E) > 2).
L’ensemble des automorphismes d’un espace vectoriel E forme (pour la conjugaison) le groupe linéaire
GL(FE) dont I’élément neutre est idg.
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1 Espaces vectoriels

Exercice 1.1. 1. Le sous-ensemble C n'est pas un sous-espace vectoriel de RR (pas stable par
multiplication par un réel négatif).

2. Le sous-ensemble F' = {f —g : f,g € C} est bien un sous-espace vectoriel (strict : cos ¢ F)
de RR.
Exercice 1.2. Sous-espaces vectoriels et combinaisons linéaires.
1. L’intersection de sous-espaces vectoriels de E/ contient O et est stable par combinaisons linéaires.

2. La réunion de deuz (ou plus) sous-espaces vectoriels de E n’est généralement pas un sous-espace
vectoriel. Exceptions :
- Si l'un des sous-espaces vectoriels contient tous les autres
- Sl y a «suffisamenty de sous-espaces dans la réunion (la réunion de toutes les droites
vectorielles du plan par exemple ; dans le cas d’un corps fini, cette collection est finie).

3. L’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A est un sous-espace vectoriel de E
et contient A donc il contient Vect(A).
De plus il est contenu dans tout sous-espace vectoriel contenant A. D’ow [’égalité.

4. Méme principe. On peut d’ailleurs appliquer le résultat précédent avec A = F U F’.

Exercice 1.3. 1. Les sous-ensembles V et W sont des plans vectoriels de R3.
2. VoW ={(a—b;a+b;a—3b):a,b€eR et (a—b)+ (a+b) —(a—3b)+0} =...=Vect 1

est une droite vectorielle donc V + W = R3 (argument de dimensions).

Exercice 1.4. On a B C C.
Réciproquement, si c € C C (A+ B), alorsc=a+b aveca € Aetbe BC C donca=c—b¢€
(ANC)C B. Douc=a+be B. Donc C C B.

Exercice 1.5. Sommes directes.

1. Sive F,N <F1+...+E+...+Fr), alorsv=v, =vi + ...+ 0, + ...+ v, et Vunicité de
Uécriture implique la nullité de ce vecteur.
Réciproquement, sivi + ...+ v, = w1 + ...+ w, avec v, wy € F, alors, pour tout indice k,
on a

Wi — v = (V1 —w1) 4. ..+ (0 — W)+ ..+ (vp—w,) € Fm(Fl +...+ﬁ+...+Fr> = {0g}
donc wy, = vg.

2. F et F' sont supplémentaires dans E si et seulement si tout vecteur u de E s’écrit de maniére
unique u =v +v' avecv € F et v' € F'.

3. La condition FyNFyN...NF, = {0} n’est pas adaptée sir > 3 : dessiner trois droites vectorielles
distinctes du plan.
Exercice 1.6. Sous-espaces supplémentaires (1).

1.V est un sous-espace vectoriel mais W n'en est pas un : (X®+1) — (X6) ¢ W.



2. OnaV e W =FE siet seulement si la droite vectorielle W n’est pas incluse dans le plan
vectoriel V.

3. On a bien la décomposition RR =V @ W : toute fonction s’écrit de maniére unique comme la
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire. L’égalité

fla) = 5 (F(@) + F(=o)) + 5 (@) ~ f(~)

/ /

N |

paire impaire

est la seule possible (voir aussi l'exercice 2.12).

4. L’ensemble des fonctions positives (resp. négatives) ne forme pas un sous-espace vectoriel.
(L’égalité E =V +W est correcte cependant : toute fonction est bien la somme d’une fonction
positive et d’une fonction négative, sans qu’il y ait unicité d’autre part.)

5. Les ensembles V' et W sont bien des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Etude : si (up)n converge vers le réel £, la suite (vy,), définie par v, = u, — £ et la suite (wy ),
constante égale a £ conviennent pour écrire u = v+ w. La somme est directe car VNW = {0}.

6. On a bien E =V & W et c’est approzimativement le théoréme de décomposition en éléments
simples d’une fraction rationnelle. Plus précisément : si F = % et i A = BQ + R est la
division euclidienne dans K[X]| de A par B, alors F' = % = Q + % convient : deg (%) =
deg(R) — deg(B) < deg(B) — deg(B) = 0. La somme est directe car VNW = {0}.

Exercice 1.7. Bases. (1)

1. Base canonique (ey,...,e,) de E = K" : e; est le n-uplet constitué uniquement de Og sauf la
i-1éme coordonnée qui est 1x.
k
Si v, = Zei, alors (v1,...,v,) est libre (D ANvi=0=X,=0=> X1 =0=...= X\ =0)
i=1

donc est une base de K™.

2. La base canonique de ’espace vectoriel E = K, [X] est (1g, X, ..., X™). La dimension de E est
n+ 1 (le nombre de coefficients a priori non nuls d’un polynome de degré au plus n).

3. La base canonique de l’espace vectoriel E = K[X] est la famille infinie (1, X, ..., X", ...).
1l ne s’agit pas d’un espace vectoriel de dimension finie.

4. La famille F = (U*)pen est libre mais pas génératrice : Une suite qui n’est pas nulle & partir
d’un certain rang ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire finie d’éléments de F.
Exercice 1.8. Bases. (2)

1. Le cardinal (n + 1) de la famille est égal & la dimension de R, [X]. Il suffit donc de montrer
que la famille est libre en utilisant par exemple le degré :

aP 4+aP +...4+a, P =0=ay=0
~—

deg= deg<n—1
n ou —oo

— P 4@ePP+. .. +a, P =0=0aq=0= ...
—~—

deg= deg<n—2
n—1 ou —oo

2. Le cardinal de la famille Fp = (P, XP’,XQP(Q),...,X"P(")) étant égal a la dimension de
R, [X], cette famille est une base si et seulement si elle est libre (respectivement génératrice).
Notons P = a, X" + ...+ ag avec a, # 0.



Soit k entier, 0 < k < n. Si Fp est génératrice, il existe des réels ¢; tels que X* =
S o X PO clest-a-dire (en identifiant les termes de degré k) X* = ay, (Z?:o (;'j'),) Xk
donc ay, # 0.

Supposons ap # 0 pour tout entier 0 < k < n. Alors P(k)(O) % 0 pour tout entier
0 < k < n. On montre que Fp est libre a l’aide d’une récurrence forte et en évaluant en O :

n

0=> X *P® = 0=co PO0) = co=0

k=0 #0
n n
=0=)Y X"P®=Xx (Z ckX’“P(k)) = =0
k=1 k=1

n n
=0=>) gXP® =Xx? (Z cka2P(k)> = =0...
k=2 k=2

Exercice 1.9. Sous-espaces supplémentaires (2).

1. Dans E = R5[X], V = {P € E : X? + 3 divise P} admet (par exemple) pour supplémen-
taire W = {P € E : deg(P) < 1} ~ Ry[X] (I’ensemble des restes possibles dans la division
euclidienne par X% +3).

2. Dans E = RR, V = {f € E : f(0) = 0} admet (par exzemple) pour supplémentaire W =
{f € E : [ est constante} ou W' = {f € E : f(x) = Xe®, X € R} ou n’importe quelle droite
vectorielle constituée (a part 'origine) de fonctions ne s’annulant pas en 0.

3. Dans E =ROU vV = {f € E: f(0) = f(1) = 0} admet (par exemple) pour supplémentaire
le sous-espace W des fonctions affines car, pour toute fonction f, la fonction affine g : x —
(f(1) — f(0)) z + f(0) est affine et telle que f — g appartient & V (voir l'exercice 2.12).

2 Applications linéaires

Exercice 2.1. 1. u(z) + au(y) = u(z + ay) € w(V') pour tous z,y dans V et a dans K.

2. Siu(x) et u(y) appartiennent a W, alors u(x+ay) = u(z)+au(y) € W donc x+ay € u= (W)
pour tout o dans K.

3. Siu est bijective, alors u™ (z)+au~t(y) vérifieu (v (z) + au™(y)) = u (v (z))+au (v (y) =
r+ ay donc u=(x) + au"t(y) = vz + ay) pour tous x,y dans F et a dans K.

Exercice 2.2. La conjugaison complexe.

1. Le corps C des nombres complezes est un R-espace vectoriel de dimension 2, un C-espace
vectoriel de dimension 1 et un Q-espace vectoriel de dimension infinie.

2. On a Az = \.Z pour tous complezes z et X ce qui donne Az = \.Z si \ est réel (donc s’il est
rationnel).

Exercice 2.3. En caractéristique p > 0. L’additivité de 'application ¢ : F — FP est une con-
séquence du fait que les coefficients binomiauz (Z) sont divisibles par p si 1 < k <p—1 et donc que
la formule du binéme appliquée a (F + G)P se simplifie en FP + GP dans E = Z/pZ(X).

La Z/pZ-linéarité est une conséquence du petit théoréeme de Fermat : (aF)P = aPFP = aFP sia
appartient o Z/pZ.

L’injectivité est une conséquence du fait que E = Z/pZ(X) est un corps (en particulier un anneau
integre) : FP =0 = F = 0.



Exercice 2.4. Vrai ou Fauz ?
Cette affirmation est fausse sauf st E est de dimension 1 : si w est un vecteur non nul de F et u est

Uapplication linéaire définie par f(v) = w pour tout élement v de la base B de E, alors deux vecteurs
distincts de B ont méme image.

Exercice 2.5. Puisque le cardinal de la famille (v,f(v),fz(v)) est égal & la dimension de R3,
il suffit de montrer que cette famille est libre. Si 0 = av + bf(v) + cf?(v), alors 0 = f2(0) =
af2( ) +b f3(v) +c fA(v) donc a = 0. Et on recommence avec 0 = bf(v) + cf(v) : 0 = f(0) =
——
;éOE Or Or
b f> ( )4 f3(v) donc b= 0 puis 0 = c f?(v) pour obtenir a =b = c = 0.
—— ——
#OE Op #0p
Exercice 2.6. Dérivation et applications linéaires.
1. On considére 'espace vectoriel E = R[X] des polynomes a coefficients réels.
(a) L’endomorphisme u : P — P’ est surjectif mais pas injectif : keru est constitué des
polyndmes constants.
(b) L’endomorphisme v : P — P — P’ est bijectif (identification des coefficients par ezemple).
2. Si E=R,[X] :
(a) L’endomorphisme u : P — P’ n’est pas surjectif (degré) (donc, car la dimension est finie)
ni injectif.
(b) L’endomorphisme v : P — P — P’ est bijectif.
3. i E =C®(R,R) :
(a) L’endomorphisme u : f — [’ est surjectif (existence d’une primitive) et non injectif.
(b) L’endomorphisme v : f — f— f' n'est pas injectif (kerv = {Aexp : A € R}) et est surjectif
(existence d’une solution de ’équation différentielle y' —y = g).

Exercice 2.7. Soient uw un endomorphisme de E dans F et V un supplémentaire de ker(u) : £ =
ker(u) & V. La restriction @ = u |y de u au sous-espace V' est un isomorphisme de V' sur im(u) :

— La linéarité de u = u |y découle de la linéarité de u.

— Injectivité : u(z) = 0p = x € V Nker(u) = {0g}.

— Surjectivité : tout élement y de im(u) s’écrit y = u(x) avec x = x1 + x9 € E = ker(u) @V

(r1 € ker(u) et xzo € V). On a alors y = u(z2) € im ().

On déduit de cet isomorphisme le théoréme du rang car rg(u) = dim(im(u)) = dim(V') = dim(F) —
dim(ker(u)).

Exercice 2.8. 1. fog=0<img C ker f = rg(g) = dim(img) < dim(ker f) = n —rg(f) =
rg(g) +rg(f) <n
2. Siaf + Bg est un isomorphisme, alors im(af + fg) = E. Orim(af 4+ Bg) Cim f +img donc

E=imf+img.

On obtient alors rg(f) +rg(g) = dim(im f) + dim(im ¢g) > dim(im f + im g) = dim £ = n.
Exercice 2.9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie (non nulle) sur R. On suppose qu’il
existe un endomorphisme f de E tel que f?> = —id.

1. Il suffit de vérifier injectivité. Si f(z) =0, alors 0 = f?(z) = —x donc x = 0.

2. Posons v =""_, a;v; + b; f(v;) avec a;,b; réels et supposons que v = 0g. On a alors by, f(v) —
ap.v =0 donc

P
0=0b,f (Z a;v; + b f (v ) apZa,vz—i—b floi)=...= Z (bpai — apb;) f(vi)—(bpbi+apa;)v;
i=1 i=1 z:lm



est donc une combinaison linéaire de la famille (v1, v, ..., vp, f(v1), f(v2),..., f(vp—1)) qui est
supposée libre ce qui implique la nullité de tous les coefficients bya; — apb; et byb; + apa;. En

particulier avec © = p, on obtient bl% + a]% = 0 donc (réels) a, = b, = 0. La combinaison
linéaire nulle 0 = v = > P, a;v; + b;f(v;) est donc une combinaison linéaire de la famille
(U1, vp, f(01), ... f(vp—1)) donc tous les coefficients sont nuls.

3. Supposer E de dimension finie paire et démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
p = 1, il existe une famille libre de cardinal 2p de la forme (vy, ..., vp, f(v1),..., f(vp=1), f(vp))
pour obtenir une contradiction.

4. Sur le C-espace vectoriel C (de dimension 1), la multiplication par i est un contre-exzemple.

Exercice 2.10. Cas particulier du lemme des noyauz.

Les espaces Eo = ker(u — 2id) et E_3 = ker(u+ 3id) sont des sous-espaces vectoriels de E en somme
directe (si x € EsN E_3, alors 2 = —3x donc x = 0). Pour montrer qu’ils sont supplémentaires, on
utilise la relation (polynéme annulateur de u) u?+u—6id = 0 sous la forme (u—2id)o(u+3id) = 0 =
(u+3id)o(u—2id) qui permet de montrer que, pour tout x dans E, u(x)+3z € Ey et u(z)—2x € E_3.
Ainsi z = £ ((u(z) + 3z) — (u(z) — 22)) appartient i la somme (directe) E» & E_3.

Exercice 2.11. e Siker f =kergof ety € ker gNim f, alors 0 = g(y) = g(f(x)) donc = € ker f
doncy = f(x) =0.
o L’inclusion ker f C kerg o f est toujours vraie. Si x € ker go f alors f(x) € kergNim f donc
f(x) =0 si cette intersection est réduite a {0}. Donc x € ker f.
e Supposons imgo f =img. Pour tout x dans E, il existe y dans E tel que g(x) = go f(y) d’ou
gz — f(y)) = 0. On peut alors décomposer x = (x — f(y)) + f(y) dans ker g + im f.
o L’inclusion imgo f Cimg est toujours vraie. Si E2 = ker g + im f, tout vecteur x de E s’écrit
x =12+ f(y) avec 2’ dans kerg et y dans E. On a alors g(x) = g(z' + f(y)) = 0+ g(f(y))
dans imgo f.
Exercice 2.12. Homothéties - Projecteurs - Symétries.
1. Si h = Xid, alors la famille (v, h(v)) est lie car Av — 1.h(v) = 0. Réciproquement supposons
que toutes les familles (v, h(v)) sont lides. Si v et v' sont deuzr vecteurs, alors h(v) = v et
h(v') = N avec X et X' deuz scalaires (éventuellement nuls, dépendant a priori des vecteurs).
On veut montrer que X\ = X' ce qui est évident si v et v' sont colinéaires. Si la famille (v,v")
est libre, la relation Av + Nv' = h(v +0") = X' (v + ) = Nv+ N0 montre que A =N = X.
2. (a) Projections orthogonales ou non sur un plan, une droite.
(b) Si E =kerp®imp, la relation p*> = p se vérifie simplement.
Pour la réciproque, utiliser la décomposition v = (v — p(v)) + p(v).
(c) Ces deux formules correspondent & des décompositions en somme directe de E = RR
étudiées précédemment.
3. (a) Sip=3(s+id), alors p* = L(s* + 2s +id). Doncp2 =pe2id=s*+id & s* =id.
(b) Si E = ker(s +id) @ ker(s — zd), la relation s*> = id se vérifie simplement.
Pour la réciproque : p = %(5 + id) est un projecteur donc E = kerp @ imp et on vérifie
que ker p = ker(s + id) et imp = ker(s — id).
Exercice 2.13. 1. On a (f +g)(z) = f(z) + g(z) € im f + im g pour tout vecteur x de E.

2. Ce qui précéde montre que vg(f + g) < rg(f) + rg(g). Pour Uautre inégalité, c’est le méme
raisonnement :
— avec [ = (f+g) — g, on obtient rg(f) < rg(f + g) +rg(—g) =rg(f +9) +rg(g) ;
~avec g = (f +g) — f, on obtient re(g) < ra(f +g) + ra(—f) = re(f +g) +ra(f)
donc rg(f) —rg(g) <rg(f+g) et rg(g) —rg(f) <rg(f+g). D'ou linégalité en valeur absolue.

8. |rg(f) —rg(g)l = rg(f +9) = r8(f) +r8(9) = rg(f) =0 ou rg(g) =0= f =0 ou g=0.



