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Pour tout n € N*, on notera P, le polynéme de Taylor d’ordre n de I’exponentielle au point O :

n
)(k
k=0
On notera (Ap1,An2,-..,Ann) les racines complexes de P, répétées selon leur multiplicité. On re-
marquera qu’en posant
Ank

Vﬂ/€<N*, Znk = n

le systeme [z, 1],_; . est un systéme de racines du polynome
(1) I1,(X) = P,(nX).

Le but du probleme est d’établir les deux résultats suivants, auxquels on donnera un sens précis et
dont la preuve fera ’objet des parties II et III du probleme, qu’on peut conjecturer a l’aide d’un
logiciel de calcul formel :

— lorsque n — +o00, les nombres complexes &, , = z, xe” »* tendent “a s’accumuler” sur le cercle de
centre 0 et de rayon 1/e;

— les nombres complexes &, j tendent a se répartir “régulierement” sur le cercle précédent. Dans la
derniere partie, on applique ce résultat a ’obtention d’un équivalent du nombre de racines de P,
dont la partie réelle est positive.

Enfin quelques rappels dont la preuve n’est pas demandée :

1. Une suite extraite (ou sous-suite) d’une suite (zy,),en de nombres complexes est une suite de la
forme (2, )nen Ol (Pn)nen est une suite strictement croissante d’entiers. On pourra noter p(n)
a la place de py, si on préfére.

2. De toute suite bornée de réels ou de complexes, on peut extraire une suite convergente.

3. (Convergence dominée pour les séries.) Soit (Unk) (n,k)enxn une suite double de nombres com-
plexes. On suppose qu'il existe une suite (vg)ren de réels positifs tels que
— pour tout couple (n,k), |uy k| < vp;
— pour tout entier k, la suite n — u,  admet une limite ¢, ;
— la série de terme général vy converge.
Alors pour tout n, la série U, converge, la série » £ converge et on a :
P ) k s g ’ g

“+oo —+00
lim Zunk = Zﬂk.
n—+4oo ’
k=0 k=0

Les trois premieéres parties sont indépendantes entre elles sauf les questions II.E.3 et

III.C.1.
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Partie I — Etude d’une courbe plane

Soit z = pe? un nombre complexe (p € R% et § € R). Déterminer en fonction de p et de 6 une forme

trigonométrique du nombre complexe £ = ze™?.

Démontrer que la fonction u, définie sur ]0, 1] par

_l—l-lnt
ot

u(t)

est une bijection continue croissante de ]0, 1] sur ]—oo, 1] dont la fonction réciproque est de classe C*
sur |—oo, 1].

En déduire 'existence d’une unique fonction 6 +— r(0) de R dans R telle que pour tout réel 6,
r(0) €10,1] et
1
0 —7r(0) cos® _ -
r(f)e .
Exprimer de maniére simple r(0), r(7/2). Donner une valeur approchée de r(m) & 1075 pres. Préciser
I’algorithme employé.

Montrer que r est une fonction continue, 27-périodique et paire; démontrer qu’elle est de classe C*
sur |0, 27r[ et que pour tout 0 € ]0, 27| :

2 .
g:r'(@): r4(0) sin @ ‘
dé r(0) cosh — 1

(a) Donner un équivalent simple en h de la fonction v définie par h +— v(h) = 1 — u(1l — h) lorsque
h — 0 par valeurs supérieures (o u est défini au 1.B).

(b) Grace a une expression de 1 —cos 6 a ’aide de u(r(f)), en déduire que, lorsque § — 0 par valeurs
supérieures :

r(0) =1— 0+ o(6).

(c) Montrer que 6 — r(0) est dérivable a gauche et a droite en 0.
(d) Donner enfin l'allure du graphe de r.

Un plan affine euclidien orienté est rapporté a une repere orthonormé direct ; on s’intéresse a la courbe
I' dont une équation polaire est p = r(6). (Ainsi, I" est ensemble des points du plan de coordonnées
(r(0) cos@,r(0)sinb), 6 € R.)

(a) Quelle symétrie de I' la question I.E met-elle en évidence ?

(b) Démontrer I'existence de “demi-tangentes” en 6 = 0.

(c) Tracer sommairement la courbe I'.

(d) Quelle est I'image de I" par la transformation complexe z +— ze™*?

(On calculera le module de ze™* pour un point de I' d’affize z et on montrera que tout élément de
[0,27] est de la forme Arg(r(0)e'?).)



Partie Il — Etude des modules des racines

On désigne par n un entier naturel non nul fixé.

II.A

(a) Prouver que toutes les racines du polynoéme P, sont simples.
(b) En déduire que pour k € {1,...,n}, les 2, sont deux a deux distincts.

II.B Pour p € N, on pose :

1 sip=20
n! s j
Inp = np(n_p)!:H<1—n> sil<ps<n
7=0
0 sip>n.

On considere le polynome @, défini par
n! 1
Qu(X) = 2 XTI, () ,

ou II,, a été défini a la formule (1).
(c) Montrer que

n +oo
Qn(X) = anp X" =) up X7
p=0 p=0

(d) Exprimer les racines de @, a 'aide des 2, .
I1.C

I1.C.150it r un réel tel que 0 < r < 1.
(a) Montrer que pour tout nombre complexe z tel que |z| < r :

1 =
PR IEIED BIETIR
p=0
Peut-on avoir égalité ?
(b) Calculer ngl—&r-loo |jlgpr T3~ Qn(z)‘

I1.C.2En déduire que :
(a) il existe un entier N tel que pour n > N, toute racine z de @, satisfait a |z| > r;
(b) pour tout R > 1 il existe un entier N tel que pour tout n > N on ait :

Vke{l,...,n}, |zmk| <R.

II.D On considére une suite (zp)pen de complexes qui converge vers un complexe z tel que |z| < 1.
II.D.1Déterminer la limite de la suite (z,e™*)pen si Re(z) =1, ie. si z = 1.

I1.D.20n suppose Re(z) < 1 et on cherche la limite de la suite de terme général

P t P Zpt
ap: 1—7 epdt.
0 p



(a) Montrer que

p—r—+00

—+oo
lim ap:/ et qt.
0

(On pourra magjorer (1 —t/p)Pe=rt par e~ (175)t )
(b) Calculer cette intégrale.

P+
(c) En comparant la somme Y ?_, Ink & une intégrale, déterminer lim () .
- p—+o00

(d) En déduire la limite de la suite de terme général

1
P t\? pF1
‘/ (1—> ezptdt‘ .
b Jo p

II.LE Comportement asymptotique des |&, x|

II.E.1Soit z une racine complexe du polynome II,. Prouver la relation :

p p
(2) e = (ze )Pt p—? <1 — t> et dt.
b Jo p

On pourra utiliser une formule de Taylor.

II.E.2Soit (pp)nen une suite strictement croissante d’entiers naturels et (zp,)nen une suite de complexes
telle que pour chaque entier n, zp,, soit une racine de II,,. On suppose de plus que cette suite
converge vers un nombre complexe z. Montrer que |z| < 1 et en déduire, a l'aide de la formule (2),
que |ze *| =1/e.

II.LE.30n veut montrer qu’en posant &, 1 = 2z, ye~ ™%, on a :

1
€kl — 1 0.
(&

lim max
n—+oo 1<k<n

(a) On suppose que ce n’est pas le cas. Montrer qu’il existe deux suites d’entiers strictement crois-
santes (np)pen et (kp)pen telles que 1 < ky, < ny, (p € N), et la suite (| [, x,| — 1/€|)per est minorée
par une constante strictement positive.

(b) Utiliser les questions II.C.2 et I.E.2 pour aboutir & une contradiction.

Partie III — Répartition des arguments

Dans toute cette partie, n est un entier naturel non nul. On pose, pour p € N, non nul :

n

n

_ D _ P _ —z

Spp = E Z o> Snp = E én,k’ avec & = Zp e R
k=1 k=1

On note p,, ;;, le module de &, et ¢, 1 € R I'un quelconque de ses arguments, de sorte que

én,k = pn,kewn’k .

Enfin, on rappelle que le polynome @, et les g, ;, ont été définis a la question I1.B.

III.A On définit une fonction f,, de la variable réelle = par

_Qn(z)

fa() =



(a) Pour quelles valeurs de x cette formule a-t-elle un sens? Donner une expression de f,(x) en
fonction des 2z, 1.
(b) Montrer que f,, est développable en série entiére sur un voisinage de 0 que 'on précisera, et que

I’on a sur ce voisinage :
“+oo

fn(x) = Z Sppt1 2P

p=0
ITI.B Majoration des S, ,
ITII.B.Etablir, pour n > 1 et p > 0 la relation :

(p + 1 Qn,p—‘rl Z Adn,i Snp+1—i-

I11.B.2.
(a) Calculer sy, ;.
(b) Prouver, par récurrence sur p, que, pour tout n > 1 et tout p > 1 : |s, | < 3P.
(c) En déduire : | S, ,| < 3P .

IT1.C Equirépartition des ¢,
III.C.Boit p € Z non nul. Prouver que

lim E eiPonk =,
n—+oo n

On pourra utiliser 11.E.3.

III.C.En déduire que si f est une fonction 2m-périodique, continue, de classe C' par morceaux sur R, &

valeurs Complexes, on a :
lin f (Z5n i
n—1>+oo n Z k /

Partie IV — Etude des racines de partie réelle positive

IV.A Notons 7, j le module de z,j et 6, son argument tel que —m < 6, ;, < 7. Démontrer que :

WM (B Ik =7 (Bn)l) =0

On pourra raisonner comme a la question 11.E.3.
Comment interpréter ce résultat qualitativement ?

IV.B Déduire de la question III1.C.2 et de la précédente que, si f est une fonction 2m-périodique, continue,
de classe C! par morceaux sur R, & valeurs complexes :

lim Z f n,k — n k) sin gn,k] ! f(¢) do.

n—+oo N 2T

IV.C On note N,, le nombre de racines de P, dont la partie réelle est positive. Montrer que lorsque

n — 400 :
1 1
N, ~|=-——
" (2 e7r>n



