Math. Eco. — Algebre linéaire et bilinéaire CF - 2019

Controle final — Correction

Exercice 1 (4 pts). Déterminer les valeurs de = € R pour lesquelles la famille
S(x) = ("(2,1,1),"(1,2,1),"(1, 1, 2))

n’est pas une base de R3. Pour chacune de ces valeurs, déterminer la dimension du
sous-espace de R? engendré par la famille S(z).

Solution. La famille S(x) est une base si et seulement si la matrice

r 1 1
MZ)y=11 = 1
1 1 =z
est inversible. On calcule son déterminant
r—1 1—z 0
detM(z)=| 1 = 1|=(-1)] i‘—(l—x)‘i 1‘

1 1 T
— D@D+ z-Dz-D=-)z-DE+1)+(z—1)(z-1)
1

La famille S(x) est une base pour x # 1 et x # —2.

On a S(1) = (*(1,1,1),%(1,1,1),%(1,1,1)) qui engendre clairement un sous-espace
vectoriel de dimension 1.

OnaS(2) = ("(2,1,1),%(1,2,1),%(1,1,2)). L’espace vectoriel engendré n’est pas de
dimension 3 puisque ce n’est pas une base. Il est au moins de dimension 2 puisque
les vecteurs 1(2,1,1) et *(1,2, 1) ne sont pas colinéaires. Il est donc de dimension 2.

Exercice 2 (2+1+2+2=7pts). Soit A la matrice

A:

o O W
N = O

0
1
)
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1. Déterminer le polynome caractéristique de A.
Montrer que 3 est racine double de ce polynome.

Solution. On calcule
3—-T 0 0

CAT)=| 0 4-T 1 :(S—T)’
0 2 5-T

=B-T((4-1)5-T)-2)
= (3 —T)(T* - 9T + 18).

4-T 1
2 5—-T

On remarque que
32-9-34+18=0

et donc 3 est racine de T? — 9T + 18. Puisque 3 est évidemment aussi racine
de T — 3, il suit que 3 est racine double de Cx(T).

2. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités.

Solution. On sait par la question précédente que 3 est valeur propre de
multiplicité > 2. On calcule

(T* —9T +18)/(T —3) =T —6
donc 3 est bien de multiplicité 2 et 6 est valeur propre de multiplicité 1.

3. Pour chaque valeur propre de A, déterminer le sous-espace propre associé.
En déduire que A est diagonalisable.

Solution. On a x = "(x1,x9,23) € E3 si et seulement si
371 =31 n 0
To+ =
Ar =3x <= 4wy + a3 =319 < 2 ’
21‘2 + 2373 =0
2$2 + 5I3 = 31’3
< 19+ 123 =0.
Ainsi, on a dim E5 = 3 — 1 = 2 et une base de Ej est (*(1,0,0),(0,1,—1)).

On a x ="(xy,22,23) € Eg si et seulement si

3.1‘1 = 61’1 I =0
Ar =61 <= (dao+1a3 =619 <  —2a9+13 =0
219 + 513 = bx3 219 — T3 =0

{Il =0
<~

QIQ — X3 = 0.
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Ainsi, on a dim Eg = 3 — 2 = 1 et une base de Eg est (t(O7 1, 2))

Puisque dim E5 4+ dim Eg = dim R3, la matrice A est diagonalisable.

4. Déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que
A=PDP™

Solution. En utilisant la question précédente, on trouve

1 0 0 300
P=10 1 1 et D=10 3 0
0 -1 2 0 0 6

Exercice 3 (2+2=4 pts). Dans I'espace vectoriel R3, on considere la forme bilinéaire
® dont la matrice dans la base canonique est

2 11
M={(111
11 2

1. Soit H = {z € R®: x1 +2z5 = 0}. Calculer la dimension et une base de H.

Solution. Puisque H est définie par une équation linéaire homogéne, on a
dimH = 3 —1 = 2. On trouve, par exemple, pour base de H la famille
(Y(0,0,1),%(2,-1,0)).

2. Calculer la dimension et une base de l'orthogonal de H pour .

Solution. On pose e; = (0,0,1) et es = (2,—1,0), de sorte que H =
Vec(eq, e3). On a donc
H* =er Ney.

On a x € ef si et seulement si ®(x.e;) =twMe; = 0, c’est-a-dire
T, + x5 + 223 = 0.

On a x € ey si et seulement si ®(x.e;) = wMey = 0, c’est-a-dire
3r1 + 29+ 23 =0.

Ainsi, on a x € H* si et seulement si

131+.T2+2$3 =0 x1+x2+2m3 =0
—
31‘1 + T +ZL‘3 =0 —21'2 - 51‘3 = 0.

Ainsi, on a dim H+ = 3 — 2 = 1 avec pour base (*(—1,5, —2))
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Exercice 4 (2+2+2=6pts). Soit £ = R3. On considere la forme quadratique gy
de E dépendant d'un parametre A € R et définie par

() =23+ (AN + X = 1D)as + (5 — 3)z3 + 2011200 — 22125 + 2(A — 2) T3
1. Décomposer la forme quadratique g, en somme de carrés de formes linéaires

indépendantes.

Solution. On considére les termes ou x, apparait. On trouve

22 2 3129 — 20123 = (71 + Apy — 23) — (Mg — 23)°
= (21 + Ao — 3)* — N223 + 2 7973 — 3.
Ainsi, en remplacant, on obtient
(7) = (21 + Azg — 23)* + (A — 1) + (5A — 4)25 + 4(A — 1)aoa3.
On considere a présent les termes ou xy apparait. On trouve
(A= D)aj + 4\ = Dagas = (A — 1)(23 + 4aow3) = (A — 1) ((22 + 223)° — 423)
= (A —1)(2g + 213)* — (4\ — 4)23.
Et donc, finalement, on obtient en remplagant

() = (21 + Axg — x3)2 + (A —=1)(x2 + 2x3)2 + )\xg.

2. En déduire la signature de ¢, suivant les valeurs de \.

Solution. Si A = 0, la signature de qq est (1,1). Si A = 1, la signature de ¢
est (2,0). Si A > 1, la signature de gy est (3,0) et g, est définie positive. Si
0 < A < 1, la signature de g est (2,1). Finalement, si A < 0, la signature de
qx est (1,2).

3. On prend A = 2. Montrer que ¢, est définie positive et déterminer une base
de E orthonormée pour g¢s.
Solution. Par la question 2, on sait que gy est de signature (3,0) et donc
définie positive. On pose

fl(l‘) = + 2%2 — XT3, fg(l’) = 9 + 21‘3, et fg(ZE) = XT3

de telle sorte que qx(x) = fi(z)* 4+ fo(x)* + 2f3(x)* et (f1, fo, f3) est une
base de E*. Ainsi, une base contraduale (e, e, e3) de (f1, fa, f3) est une base
orthogonale pour q,. Posons e; = (x1, 22, 23), on a le systéme

ZL‘1—|—2$2—ZL‘3:1
To+ 223 =0 — e; =

O O =

1’320
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Posons ey = (1,2, x3), on a le systéme

l’1+21‘2—$3:0 -9
To 4+ 2x3 =1 = €9 = 1
173:0 0

Posons e3 = (1,19, 13), on a le systéme

[L’1—|—2.I‘2—ZL‘3:O 5
.’L‘2—|—2.I'3:0 — €3 = -2
l’gzl 1

Pour finir, on divise chaque vecteur par sa norme définie par la forme quadra-
tique q. On a

qler) =1, ,qlea) =1, qles) =2

et donc on obtient la base suivante orthonormale

1 ) 5
1
o, (1], —=[-2

0 0 V2 1

Exercice 5 (2pts). Soit A une matrice 2 x 2 tel que A*> = I. Montrer que A est
inversible et que si A # I, alors A+ A1 = —1.

Solution. La matrice A est inversible si et seulement si il existe une matrice B telle
que AB = I. Sion prend B = A2, on a AB = A3 = I et donc A est bien inversible
d’inverse A2.

Le polynéme T? — 1 est un polynéme annulateur de A, donc les valeurs propres
de A sont parmi les racines de T® — 1 = (T — 1)(T? + T + 1), c’est-a-dire parmi 1,
j — 622'7r/3 et j2~
Supposons que 1 est valeur propre de A. Puisque le polynéme caractéristique de
A est de degré 2, la multiplicité de la valeur propre 1 est 1 ou 2.

1. Si la multiplicité est 2 et que le sous-espace propre est de dimension est 2.
Alors A est diagonalisable et est semblable a la matrice I et donc A = I.

2. Sila multiplicité est 2 et que A n’est pas diagonalisable, alors A est semblable

a la matrice
1 a
5= (o )
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11 suit que B? est semblable a la matrice I et donc égal a la matrice I. Mais,

on a
1 3a

3 _
2= )

et donc a = 0 et on retrouve le cas précédent.

3. Si la multiplicité est 1 alors I'autre racine est j ou j2. En particulier, A est
diagonalisable et la trace de A est 1+ j ou 1+ j2. Mais, aucun de ces deux
nombres n’est réel donc ce cas n’est pas possible.

On a donc montré que si A # I alors 1 n’est pas valeur propre de A. Si j est
I'unique valeur propre de A alors la trace de A est 2j ce qui impossible car non
réel. De méme, j* ne peut pas étre I'unique valeur propre de A. II suit que A
admet deux valeurs propres j et j? et donc A est diagonalisable et il existe une
matrice inversible P telle que A = PDP~! avec

_ (30
)

A+ A ' =PDP '+ PD'P!
=P(D+D P!

j+ 72 0 -1
=P ) P
( 0 ]2+])

(-1 0N
_P(O A)P — I

On a donc



