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Notations

Par la suite, K désigne le corps des nombres rationnels Q, le coru le corps des nombres
corplexes C.J(La plupart des résultats restent cependant valides pour des corps pius généraux.)

s de 'espace vectoriel K" sont notés en colonne, par exemple :
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est la base canonique de R3. [
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Soit ATune Imatrice ou un vecteur, on note ‘A la transposée de A. Par exemple : Z = // % z
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=2 5 2] etf (1,2,3)=1(2].
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Notons que la transposée d’un vectgur ligne est un ve;‘teur colonnke-
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Chapitre 1
Algebre linéaire

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels M, ﬁz A f

Un espace vectoriel E sur le corps K est un ensemble E non vide muni d’une opération interne (z,y) — x +y
de E x E dans E et d'une opération externe (\,z) — A-x de K x E dans E satisfaisant les conditions suivantes :

1. pour tous z,y,z € E, (:I;+y)+z—x+ y+z 2{_)( 1 2
2. pourtousx,yeE,x+yfy+x
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il existe Op € E tel que, pour tout x € E, v 4+ 0g = z,

pour tout x € F, il existe un élément noté —z € F tel que x + (—z) = Op,
pour tous A,y € K et tout © € E, A+ (u-x) = (Ap) - , L Q
pour tout x € E, 1gx - x = «, /K /E ‘ ) /\.

pour tout A, p € Kettout x € E, A4+ p) -z =1+ p-z,

pour tout A € Kettousz,y € E, A (z+y)=A-z+ X y. \‘—(/ 5. 6"‘
M sy "t

On peut montrer que 0-x =0et -1 -2 = —zx.
K E \/\,_/7 714"('7‘?2 Dg

1. Le plan euclidien R? avec 'addition des vecteurs et la multiplication des vecteurs par un nombre réel est un
‘ R-espace vectoriel.

<~
— 2. L’ensemble F des fonctions de K dans K muni des operatlons fHg:xe— flx)+glx)et XN f:x—= Af(2)
est un K-espace vectoriel.
\ - corps C des nombres complexes est un R-espace vectoriel.

Soit F un K-espace vectoriel et soit F' un sous-ensemble de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de
\/ E si F vérifie les propriétés suivantes :
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1. F est non vide (note : F' doit contenir Og);
2. pour tous x,y € F,on a x +y € F (stable pour I'addition) ; ﬂ F 6\]/
3. pour tout z € F et tout A € K, on a Az € F (stable pour la multiplication). c

Notons qu’un sous-espace vectoriel est en particulier un espace vectoriel.

Soit E un K-espace vectoriel et soit (z1,...,z,) une famille finie d’éléments de E. On note Vec(z1, .. ., zﬁlc
sous-espace vectoriel engendré par les éléments de cette famille. On peut montrer que Vec(zy, ..., x,) est égal a
I’ensemble des combinaisons linéaires des x1, ..., T,, ¢ est-a-dire

—D Vec(xl,,.,,xn)m)\l,%’? W W M‘%k 2)/"/ zh

La famllle est libre s’il n’existe pas de relation non tr1v1ale entre les éléments de la famllle En d’autres termes,

si la seule solution de I’équation :
G =0 L Cowh iop, Caniia Arnel P

avec A1,...,\, € K, est la solution évidente \; = ()]
La famlllc est génératrice si tout élément de E peut s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments de la
famille. C’est-a-dire si, pour tout x € F, il existe p1, ..., u, € K, tels que :

T = 1T+ -+ UpTy.
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Par définition, (z1, ..., zs) est une famille génératrice de E si et seulement si £ = Vect(xy,...,x;). Une famille est
une base si elle est a la fois libre et génératrice.

Un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une base ou de maniere équivalente s’il admet une famille
génératrice finie. Dans le cas contraire, I'espace vectoriel est de dimension infinie. Parmi les exemples donnés
ci-dessus, seul 'exemple 2 est de dimension infinie.

Les espaces vectoriels considérés dans ce cours sont de dimension finie, a moins que le contraire ne soit expli-
citement mentionné.

Proposition 1.1. Supposons que E est de dimension fini et soit B = (eq,...,e,) une base de E. Alors :
1. Le cardinal n de la base B est indépendant du choiz de la base, on l'appelle la dimension de E et on note
dim(E).

2. Toute famille libre de E a au plus n éléments et une famille libre a n éléments si et seulement si c’est une
base.

3. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments et une famille génératrice a@léments si et seulement
si c’est une base.

4. Pour touf x € E)ladécomposition :
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On appelle vecteur représentant x sur la basaB, le vecteur

(,Uq,...,,un)|—>M1€1+"'+Mn€n. 0

Notons qu’une famille (x1, ..., xs) est libre si et seulement si dim Vect(z1,...,z,) = s.
On note F' un autre K-espace vectoriel. Une fonction ¢ de E dans F' est une application linéaire si elle

vérifie : {5 ! F

e pour tout z,y € E, p(z £ y) = o(z) Fo(y), = L‘(s E.;} F
e pour tout z € E et A € K, p(Az) = Ap(z).

On appelle noyau de ¢ I’ensemble des éléments de £ dont I'image par ¢ est Op, on note :

Kerp = {z € E tel que ¢(z) = OF}éE

On appelle image de ¢ I'ensemble formé des images par ¢ des éléments de E, on note :

Im ¢ = {p(z) pour x € E}£ F
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Une application linéaire injective et surjective est un isomorphisme (entre espaces vectoriels). Une conséquence

du théoreme du rang (cf. ci-dessous) est que deux espaces vectoriels_isomorphes ont méme dimension. On note
, F')Yensemble des applications linéaires de £ dans F. On notefL(E)|I’ensemble des applications linéaires de
ans—7’, on appelle ces applications linéaires des endomorphism

Proposition 1.2. Soit ¢ une application linéaire de E dans F. Alors, l'application ¢ vérifie aussi :

 o(0g) = 0,

o p(—z) = —p(x).
De plus, Ker ¢ un sous-espace vectoriel de E et Im ¢ est un sous-espace vectoriel de F. L’application ¢ est injective
si et seulement si Ker(p) = {0} et ¢ est surjective si et seulement si Im(p) = E.

On a aussi [’égalité : — m_ [ )
dim £ = dim Ker ¢ € dim Im ¢. - J ?

On appelle rang de ¢ la dimension de Im@; ainsi [’égalité pré;dente est connue sous le nom de “théoréme du
rang”.

L’ensemble L(E, F) est un espace vectoriel. Si E est de dimension finie n et F de dimension finie m, alors
vectoriel L(E, F) est isomorphe (aprés le choiz d’une base de E et d’une base de F) a l’espace vectoriel
M (K) des matrices m x n a coefficients dans K, en particulier ¢’est un espace vectoriel de dimension jnn.) [

nei forme linéaire»st une application linéaire de E dans K (avec K un K-espace vectoriel de dimension 1).
L’ensemble des formes linéaires de F est appelé le dual d’un espace vectoriel de F et est dénotz’ E*,: L(E,K),
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c’est un K-espace vectoriel. Pour u € E*, gmarpaeleiCormmodurtiugdue : ou bien u = 0 (application linéaire),

ou bien u est surjective.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que
E F @ G, FE est la somme directe de F' et G si I'une des trois propriétés équivalentes est vérifiée :

a NG={0}et E=F+G,
(2)FNG = {0} et dimE = dlrnF—i—dlmG&-' f\/ ”‘I\JW( E' Y6§
L)v )E = F—O—Getm%mamreumquesouslaformez—y—i—zavecyeFetzEG

1.2 Rappels sur les matrices F} & - 7(_}3 . Z€F;8(6§

1.2.1 Premieéres définitions

Soit K un corps et soient n, m > 1 deux entiers. Une matrice a coefficients dans K de type (n, m) est une famille

(@;;) 1<i<n de scalaires dans K. La matrice (a;;) (on omet les bornes quand il n’y pas de risques de confusion) est
T 1<i<m '

F:% W&/ﬂxf)«w = b &gﬂ [017144/
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dénotée par un tableau
0 a1 ai2 -+ Qi
1), 6 5 1E)) [ &) b

69 !

ap1 Ap2 *** Gpm

Remarque importante. le premier indice est la ligne, le deuxieme indice est la colonne.

L’ensemble de matrices a coefficients dans K de type (n,m) est dénoté par M, ,,(K) ou par M,(K) quand
m = n (matrices carrées). On note I, la matrice identité dans M, (K).

Théoreme 1.3. L’ensemble M, ,,(K) est K-espace vectoriel de dimension nm. Une base de M, ,,,(K) est la base
des matrices élémentaires (Ej ;) 1<i<n o0 Ej; est la matrice avec tous les coefficients égauz a 0 sauf le coefficient

1<j<m
(1,7) égal a 1.
Soit A = (a; ;) une matrice carrée de type n. On dénote par (a1, - ,a,,) la diagonale de A. La matrice A
est une matrice diagonale si a; ; = 0 pour ¢ # j et donc ~___~

a1 0 -+ 0 ﬁ’iﬂ:
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La matrice A est triangulaire supérieure, resp. triangulaire inférieure, si tous les coefficients au-dessous (resp.
au-dessus) de la diagonale sont nulles. La transposée de la matrice A, dénotée ‘A, est la matrice dont les coefficients
sont a;; (symétrie par rapport a la diagonale). On dit que A est symétrique si ‘A = A et anti-symétrique si
!A = —A. La transposition est un endomorphisme de M, (K).

Théoréme 1.4. On note S,,(K) l’ensemble des matrices symétriques de M, (K) et A,(K) l'ensemble des matrices
anti-symétriques de M, (K). Alors, S,(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels de M,(K). De plus, on a

2 2 _
dim Su(K) = = ;” dim 4,(K) = ="

et Mp(K) = Su(K) ® An(K).

1.2.2 Produit de matrices

Soient A = (a;;) une matrice de type (n,m) et B = (b;;) une matrice de type (m,p), on définit la matrice
produit C' = AB de type (n,p) par C = (¢;;) ou

m
Cij =Y airbe;
k=1

Proposition 1.5. La produit de matrices vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour A, B et C trois matrices compatibles, on a A(BC) = (AB)C.



