s W(A+R) T (A LT )

Pour ¢ € L(E) un endomorphisme, on déﬁni@(%TL>  comme la trace de la matrice
de ¢ respectivement a une base arbitraire de E. e résultat précédent, cette trace ne

dépend pas du choix de cette base.

1.3.1 Définition par récurrence A ( V[/) Y )

Soit A = (a;;) € M,(K). Pour 4,5 € {1,...,n}, on dénote par A;; la matrice de
. /}’L { [I’l— L, n- ()
A A %, /
.0
L gt
e .
make,

OESBEIOM e winkog 4

On définit par récurrence la fonction déterminant det : M, (K) — K par

M,,—1(K) obtenue en supprimant la ligne 7 et la colonne j.

Exemple. On pose

o Y

On a alors par exemple

o det A=a;; pourn=1,

A:[ﬁu) MA: Ay 7

A A e CN A~



/ e

b
@ tdetA =Y (=1)*ay det Ay
j=1

On utilise aussi la notation suivante pour le déterminant :

a1 Qo o Qg ai1 Qi ot Qg Tt
a1 QA22 -+ QA2q Q21 ag22 -+ d2n \/
det . . . = . . . :
: : : : : : L ——
Ap1 Ap2 -+ App Ap1 Ap2 -+ QApn

Exemples. On a

r\al

g Gl-be

C

a1l ai2 a13

V\., 3 Q21 Q22 Q23| = 01,1422033 — (1,102,303 2 — (12021033
—

aszi azz asgs

+ a12a23a31 + A1,302,1032 — Q1,302,203 1

Proposition 1.14. Supposons que A € M,(K) est une matrice diagonale ou une matrice \(9 \y)

triangulaire supérieure ou une matrice triangulaire inférieure. Alors le déterminant de A O
est le produit de ses termes diagonauz. —

En particulier, le déterminant de la matrice identité 1,, est 1.

0(1’96 (o'*?l)f?z—--x?:i (K\O)




Démonstration. On montre le résultat dans le cas triangulaire inférieur (ce qui implique le
cas diagonal). Le cas triangulaire supérieur est similaire (on suit de la formule det(A) =
det(*A) donnée plus tard). On procede par récurrence. Pour n = 1, le résultat est direct.
Supposons que n > 1 est tel que le résultat est vrai pour toutes les matrices triangulaires
inférieures de type n — 1. Soit A = (a,;) un matrice triangulaire inférieure de type n + 1,
on a donca;j =0sii<j. Ona

n+1

det A = Z(—l)jHaLj det ALJ = a1 det Al,l-
j=1

Mais Ay 1 = (@j41,j+1) est une matrice triangulaire inférieur et donc det Ay 1 = ag2 - - - @pi1p41

par récurrence. Ainsi, on a bien

det A = ail - Ap+ln+l

. [ 2
et le résultat est démontré. \, [KOV\ < O
1.3.2 Premiéres propriétés du déterminant / (A)M Wi
Soit vy,...,v, des vecteurs de K", on dénote par (v1|---|v,) la matrice dont les co-
lonnes sont les vecteurs vy, ...,v,. On appelle déterminant de la famille (v1,...,v,) le
déterminant de la matrice (vq]- - |v,).

/

g s

/j_l()
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Proposition 1.15. Le ééterminant d’une matrice est une application linéaire par rapport

a chacune de ses colonnes, c’est-a-dire pour vy, . ..,v,(K) et pour k € {1,...,n}, on a N Fﬁ/)

1. Pour tout ueK”JC/ B{D*H } wg‘w( Sﬁ’“)
I 4

det(vy| -~ |og +ul - |v,) = det(vy| -« |og| -+ - Jvn) + det(vr] -+ - |u| -+ - Jv,), a

+

e AR
[det(v1|--~|)\vk--~|vn):)\det(v1|--~|vk|--~|v;a &

N
Démonstration. On démontre le résultat pour 2. La démonstration pour 1 est similaire. On XQ/LJ M
montre le résultat par récurrence sur n. C’est évident pour n = 1. Supposons que n > 1 est
tel que le résultat est vrai pour toutes les matrices de type n, ¢’est-a-dire quand on multiplie
une colonne par A alors le déterminant est aussi multiplié par A. Soit A = (a; ;) une matrice Z j 0
de type n+ 1 et soit A’ = (a; ;) avec a; ;

= a;j si j # ket a;; = Aa;; (donc la colonne j est
multipliée par A. On calcule ‘4 ~L /

det A" = %(—1)”1@’14 det A’ ; —L IZ 0

Jj=1
n+1
— Z(_Dﬂlal_j det A ; + (=1)"" Xay . det A} ;. ”
7 n 1 J
La matrice All,j est une matrice de type n égale a la matrice A; ; avec une colonne multipliée ZK Z 6 1

par A, on a donc par récurrence det A/1j = Adet Ay ;. Puisque la matrice A, ne contient

Ix -1 110
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pas la colonne k, elle est égale & A; ;. On a donc Z Z 6 ,
n+1 _ -/) l 2 O
det A" = (=1 ay jAdet Ay + (—1)"" Aay  det Ay
=1
J#k ”

n+1

j=1
J#k

= Adet A.

T ——
Proposition 1.16. Le déterminant d’une matrice es{ alterné!par rapport a ses colonnes,
c’est-a-dire si vy,...,v, € K" et j,k € {1,...,n} avec T < K, on a

[det%--~|vj|~--|vk-|~--|vn>=—det<m|~--vk|~--vj|-~-|vn>. Y
Va)

= )\ Z(—l)j“al,j det Al_j + (—1)“1@17;{ det Al.k é /

R = e oo [ 1O
En particulier, si deux colo ‘une matrice sont égales alors son déterminant est nul.
‘ !/
Démonstration. On démontre uniquement le deuxieme point (le premier point se prouve Z l
par récurrence comme ci-dessus). Supposons que v; = vy, alors on a 1 —_ l L] 0
det(on] oyl ual -+ o) = = deter] -+ fo] -+ o]+ [oy) ]
— —det(@1| e ‘,Uj| e |Uk‘| e |Un)

et donc det(vy| - |vj| - - |vg| - - - |vn)

X/wm‘“ [:/l/ )..)(/f l/V.]
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Les résultats sur les colonnes sont aussi vrais pour les lignes grace au résultat suivant.

/—__\
Proposition 1.17. Soit A € M,(K), on qdet(A) = det(*A).| En particulier, on a
e [e déterminant d’une matrice est un Tcation Linéaire par rapport a chaque ligne,

e [e déterminant d’une matrice dont deuz lignes sont égales est nul,

e e déterminant change de signe quand on échange deux lignes d’une matrice,

1.3.3 Déterminants et bases

Théoréme 1.18. Soit vy, . ..,v, des vecteurs de K". Alors, la famille (vy,...,v,) est une
base de K" si et seulement si le déterminant de la matrice (vi|--- |v,) est non nul.

Plus généralement, soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B une base de E.
Soit x1,...,x, des vecteurs de E et soient X1, ..., X, les vecteurs représentant respective-
ment x1,...,%, surla base B. Alors, la famille (x1, ..., x,) est une base de E si et seulement

si le déterminant de la matrice (Xi|---|X,) est non nul.

Démonstration. On démontre le premier résultat. Supposons pour que la famille (v1, ..., v,)
n’est pas une base. On montre que det(v;| - - - |v,) = 0. Puisque la famille maximale (vy, ..., v,)

n’est pas une base, elle est liée. Donc il existe une relation, disons par exemple




On a

= Z)\ det(vj|va] - - - |vn) = —

puisque les déterminants sont tous nuls car il y a toujours au moins deux vecteurs égaux
dans chaque déterminant de cette somme.

Maintenant, supposons que (vy,...,v,) est une base. On montre par Pabsurde que
det(v1] -+ |v,) # 0. Supposons le contraire : det(v1| “|vp) = 0. Soit (uq,. .., u,) une famille
: s Un),

quelconque de vecteurs de K". Alors, on pe u; sur la base (vy, . ..

disons

-
On calcule

ZZ Z/\Ll,l)\LZQ

i1=119=1 b =ll

Maintenant, considérons un des dgtermimants det{o; o, 10

Ou bien il existe k # (¢ avec iy = iy et donc ce déterminant est nul; du bien tous les

J)(Q,(w*m




indices sont différents et donc, en réarrangeant les colonnes, ce déterminant est égal au o @\/20) .
si@gn;Lprés a det(vq] -+ |vp) ;Otfﬁ trouve que, pour toute famille (uy, ..., u,), on a
det(uy| -~ Ju,) = 0. Mais cect e surde car si on prend pour (ug,. .., u,) la base canonique,

on obtient la matrice identité I, et son déterminant est égal a 1.

Pour le deuxiéme point, on procéde de la méme facon si ce n’est qu’on prend pour la
famille (u1, . . ., u,) la base B. On obtient alors la matrice des vecteurs représentant la famille

(ug,...,uy,) sur la base (uy,...,u,) qui est aussi la matrice identité. O

1.3.4 Déterminant d’un produit de matrices -
fowse wabinie) sen St

Le résultat principal est le suivant

o~ 0,
Théoréme 1.19. Soient A et B deuz matrices dans M,(K). On a /7 M ment M. :
~
1det(AB) = det(A) det(B).
S | AL PEP

Corollaire 1.20. Un matrice A dans M,(K) est inversible si et seulement si det(A) # 0.
On a alors det(A™1) = det(A) !

Démonstration. Supposons que A est inversible, alors il existe une matrice A~! telle que M ?
AA7! =1,. On a alors det(AA™!) = det(I,) = 1. Puisque det(AA™!) = det(A)det(A™1),

on en déduit que det(A) # 0 et det(A™1) = 1/ det(A). bmm%

oo 4 [K) <  [080°) - 9k () (77
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Supposons & présent que det(A) # 0. On montre que A est inversible. Supposons que
A = (v1|--|v,). Alors, on sait que la famille (vy, ..., v,) est une base de K" et donc A est la

matrice de passage de la base canonique & la base (vy,...,v,); elle est donc inversible. [J

1.3.5 Calculs du déterminant

Soit A = (a; ;) € M, (K). Pour chaque coefficient @, ; de A, on appelle cofacteur de a; ;

la quantité

ou, comme précédemment, A; ; est la matrice de obtenue en supprimant la ligne

7 et la colonne 5. On a

Proposition 1.21. Pour tout i € {1,...,n}, on a le développement du déterminant de A
sutvant la i-ieéme ligne
- n
det(A) = Z a; ;j cofact(a; ;).
J=1
De méme, pour tout j € {1,...,n}, on a le développement du déterminant de A suivant la

j-1éme colonne
n

det(A) = Z a; j cofact(a; ;).

=1



Pour A € M, (K), on définit la comatrice de A par C/\W)
Comat(A) = (¢;j) avec ¢ j = cofact(a; ;). M\K)(
Corollaire 1.22. Soit A € M,(K), on a

A'Comat(A) = "Comat(A) A = det(A)L,.

- A[KKM%&O

Soit n > 1 un entier. Une bijection o : {1,...,n} — {1,...,n} est appelé une per-

mutation sur n lettres. L’ensemble des permutations sur n lettres est dénoté S, ; c’est un 'L\ \’L_ é

En particulier, si A € GL,(K), on a

-1

~ det(A)

groupe pour la composition.

Proposition 1.23. Il existe une unigue fonction surjective signs5, — {—1,+1} telle que,

pour tous o, ™ € Sy, on a

sign(o o

On appelle cette fonction la signature.



Proposition 1.25. Soient A, B et C' trois matrices dans M, (K) et soient M € My, (K)

telles que B / J) gl ’,}'

M(%) OO/

Alors, on a det(M) = det(A) det(C).

- go 37

1.3.6 Déterminant d’un endomorphisme

Soit ¢ € L(FE) avec E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de FE

et soit A la matrice de ¢ respectivement a la base B. On définit le déterminant de ¢ par
det(p) = det(A).

Proposition 1.26. Le déterminant de @ ne dépend pas du choiz de base B. De plus, les

assertions suivantes sont équivalentes

- det(p) # 0,

@ est injective,

~

. @ est surjective,
. @ est bijective,

- Ker(p) = {0},
-Im(p) = E,

S w1 A L e



