Proposition 1.25. Soient A, B et C trois matrices dans M,(K) et soient M € My, (K)

telles que
AlB
M = .

Alors, on a det(M) = det(A) det(C).

1.3.6 Déterminant d’un endomorphisme '
> A mee

Soit ¢ € L(FE) avec E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de E 7/
et soit A la matrice de ¢ respectivement a la base B. On définit le déterminant de ¢ par K‘(m
det(p) = det(A).

)
Proposition 1.26. Le déterminant de ¢ ne dépend pas du choix de base B. De plus, les 5[(

assertions suivantes sont équivalentes

1. det(p) # 0,

2. ¢ est injective, - -
o L ok ks Goinie

3. @ est surjective, ‘

4. @ est bijective, V4

. - /é,.. 5»]
5. Ker(p) = {0}, ¢— ze Nyt /g - / 0 .
. # ¢) - €05
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Démonstration. On montre le premier point. Soit B’ une autre base de E et soit A" a matrice

7. rang(p) = dim(E).

de ¢ respectivement a la base B'. Alors, on a A’ = P~'AP on P est la matrice de passage
de la base B a la base B'. 1l suit

- . -l
det(A') = det(P'AP) = det(P) ' det(A) det(P) = det(A) M (P) M(‘Y) f/j

et donc det(yp) ne dépend pas du choix de la base.

On montre les équivalences. On sait déja que 2 <= 5 et 3 <= 6. On a aussi
directement 6 <= 7 par la définition du rang. Par le théoreme du rang, on a rang(y) =
dim(E) si et seulement si dimKer(¢) = 0 et donc 7 <= 5. On a donc 2 <= 3 <—
4 <= 5 <= 6 <= 7. Il reste donc juste a relier 1 avec les 6 autres assertions. Mais, on 0

sait que ¢ est bijective si et seulement si la matrice de ¢ dans toute base de E est inversible

e Tﬁdmﬂb\B fim © - f&ﬁc@&h‘(&f{(

1.4 Valeurs propres et vecteurs propres
prop prop Kiin I

et donc si et seulement si det(p

1.4.1 Premiéres définitions

Soit A € M, (K). Un vecteur(non nul)v € K" est un vecteur propre de A si il existe

A € K tel que Av = Mv. Dans ce cas, on dit que A est la valeur propre associée a v. Un
-
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scalaire A € K est une valeur propre de A si et seulement si il existe un vecteur v € K" (non

nul) dont c’est la valeur propre associée. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le
spectre de A. A\r Z }(‘f

Proposition 1.27. Un vecteur v € K", v # 0, est un vecteur propre de A de valeur propre
0 si et seulement si v € Ker(A). En particulier, 0 est valeur propre de A si et seulement si v foA/(/u/
det(A) = 0.

Démonstration. On a : v vecteur propre de valeur propre 0 ssi Av = 0-v = 0 ssi v € Iger(A)

<
ce qui démontre le premier point. Maintenant, 0 est valeur propre ssi il existe v # 0 dans ﬁ J,W A A 0
Ker(A) donc ssi Ker(A) # {0} ssi det(A) = 0. D("
- . 01 l
Exemple. On considere la matrice A = 1)l On a alors O /
e+ Ikl [

CO0)-()=tel) LI o/ * )

donc le vecteur (1, 1) est vecteur propre de A associée a la valeur propre 1. Par ailleurs, on

() ()= ()=

donc le vecteur *(1, —1) est vecteur propre de A associée a la valeur propre —1.
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Le résultat suivant est une généralisation directe du résultat précédent. A }I'L
-

Proposition 1.28. Soit A € K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. X est valeur propre de A, ( ,,}/
2. Ker(A — \L,) # {0}, ) J
14
3. det(A — A\I,) = 0.
y 3 dala =) dk(D 3%) = [,:7,(/,;),\,: -0

Soit A une valeur propre de A. On appelle sous-espace propre associée a A, dénoté F),

I’ense

le formé des vecteurs propres associés a A et du vecteur nul. On a don[EA =

Ker(A — AL,) pt ainsi E) est un sous-espace vectoriel de K".

s Vb

Proposition 1.29. Soit A une valeur propre de A. Alors E) est stable par multiplication —9 d’j
par A. De plus, si p est une autre valeur propre de A alors ExN E, = {0}. A’/g{

Démonstration. Soit v € E). On a Av = Av € FE) puisque E) est un espace vectoriel.
Maintenant, supposons que v € E\ N E,. Alors, on a Av = A = pv d'ott (A — p)v = 0 et N (}r é g
donc v = 0 puisque \ # pu. O [/ A

Ce résultat se généralise a plusieurs valeurs propres. Une conséquence est que la matrice

A a au plus n valeurs propres. é‘)o‘ 5 Z\’! W Z[ 4(

Proposition 1.30. Soient A1, ..., \s des valeurs propres distinctes de A. Alors les sous-

espaces propres Ey, ..., E\, sont en somme directe. O
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1.4.2 Rappels sur les polyndémes )(.Z/, - (‘X’))CX‘F[}

On rappelle que K[T] dénote I'ensemble des polynémes en coefficient dans K en la {y 6‘
variable T'. Soit f(T) € K avec f #0, on a 7 -
X x4 2 e

(1) = adT* + ag1 T + -+ + ag A 117\47

avec ao, . . .,aq € Ket ag # 0. L’entier d > 0 est le degré de f. Le scalaire a4 est le coefficient

dominant de f. On dit que f est unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

Proposition 1.31 (Division euclidienne). Soient f(T) € K[T| avec f(T) # 0. Alors, pour
tout polynome g(T) € K[T], il existe deux polynomes q(T),r(T) € K[T] tels que g(T) = 3 cf?‘
F(M)q(T)+r(T) et r(T) = 0 ou deg(r) < deg(f). De plus, les polyndmes q et r sont uniques.

On les appelle le quotient et le reste de la division (euclidienne) de g par f.

h
Si le reste de la division de f par g est 0, on dit que f divise g. Supposons que deg(f) > 1. g /
On dit que f est irréductible si, pour factorisation f = gh avec g, h € K[T], on a deg(g) =0
ou deg(h) = 0. Sinon, f est dit réductible. M-)(M

Théoréeme 1.32 (PGCD). Soient f et g deux polynomes dans K[T)] tels que l'un des deuz
au moins est non nul. Alors, il existe un unique polynémd(T) € K[T] tel que d
divise f et d divise g, et si h(T) € K[T] est un polynome tel que h divise f et g, alors h

divise d. On appelle d le plus grand commun diviseur (PGCD) de f et g. 5 Zé(l.
%a. N Lve



Soient f et g deux polynémes dans K[T] tels que 'un des deux au moins est non nul.

On dit que f et g sont premiers entre eux si leur PGCD est 1.

Théoréme 1.33 (Relation de Bezout). Soient f et g deux polynomes dans K[T] tels que
lun des deux au moins est non nul. Alors, f et g sont premiers entre eux si et seulement

st il existe deuz polynomes u,v € K[T] tels que
F(D)u(T) + g(T)o(T) = L.
Soit f € K[T] avec f # 0. On dit que « € K est racine ou zéro de f si on a f(a) = 0.

Proposition 1.34. Soit f € K[T| avec f # 0 et soit « € K. Alors, « est racine de f si et

seulement si (T — «) divise f.

Démonstration. On fait la division de f(T") par T — « g(p() = (-
4ﬂﬂ=@ﬂ%@ﬂr‘/»

aveuisque deg(T — a) = 1. Puisque « est racine de T — «, on trouve que « est
racine de f si et seulement si r = 0 si et seulement 7" — « divise f(T). O

Soit o une racine du polynéme f(7') € K[T]. On peut écrire de maniére unique

va=a>awan




avec m > 1, un entier, et g un polynéme tel que g(a) ;Z 0. On appelle I'entier m la
multiplicité de la racine a.

Un polynome f(T') € K[T], non nul et de degré > 1, est dit scindé sur K si f possede
toutes ses racines dans K; en d’autres termes, il existe aq,...,q; dans K et des entiers

my...,my > 1 tels que

FT) = (T =)™ - (T — a))™ (1.1)
{ A

Théoreme 1.35. Tout polynome est scindé sur C. ' ) l
CL W' ppn iy I e, A4
1.4.3 Polynéme caractéristique

Soit A € M, (K), le polynéme caractéristique de A est défini par
/4
CA(T)Zdet(A—TIn). Q—/‘ CA, WC M[Af O&Z/

~
C’est un polynéme de degré n dont le terme dominant est (—1)". z M / Aj

Proposition 1.36. Deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique. De
plus, on a det(A) = C4(0) = ag et Tr(A) = —ay—1 00 Cy(T) = ag+ T+ -+ +CZ7T”‘1 +

(1)1 < AV \M

Démonstration. On montre juste la premiere affirmation ; I’affirmation concernant le déterminant

est directe & montrer. Soient A et B deux matrices semblables. Par hypothese, il existe une



matrice inversible P telle que B = P~'AP. On calcule (r’
Tnz P 50
Cp(T) = det(P'AP - T1,) 2
=det(P"Y(A-TT1,)P)

= dM‘l det(A — T'1,) det(Z) = Ca(T). O

Théoréme 1.37. Un nombre A € K est valeur propre de A si et seulement si A est une

racine de Cy(T). / A M&"‘/

0 2
Exemple. On considére la matrice A = . On calcule 7]
P (1 0) ( }Mt
- Ve V4
-T 2 Sh. M /
Cu(T) = det =T%-2. -
A(T) ( 1 —T) A )}2}/
| - ) 0
Les deux racines sont —v/2 et /2, ce sont donc les deux valeurs propres de A. On vérifie que S'[L

V/2 est bien une valeur propre en cherchant un vecteur propre correspondant. On cherche

donc v = *(z,y) tel que Ay < \[W CA(A)ZB
(D00 = e (2t ol

Une solution esE HV2, 1)5 c¢’est bien un vecteur propre de valeur propre v/2.



1.4.4 Polynéme minimal et théoreme de Cayley-Hamilton
Soit f(T) = NT™ + --- + \T + A\ € K[T'] un polynéme a coefficients dans K et soit
A € M,(K) une matrice carrée. On définit T</‘ A
f(A) = X A" + -+ M A+ NI, € M, (K).
Proposition 1.38. Soient f et g deuz polynomes dans K[T)| et soit A € M,(K), on a
1. (f +9)(A) = f(4) + g(4),
2. (f9)(A) = f(A)g(4) = g(A)f(A).

Soit A € M,(K). On appelle polynéme annulateur de A tout polynéme non nul
f € K[T] vérifiant f(A) = 0 (matrice nulle).

Exemple. Soit A € My(K). Le polynéme caractéristique de A est
CA(T) =T? — Tr(A)T + det(A).
On montre que C'4(T) est un polynéme annulateur de A.

Proposition 1.39. Toute matrice carrée possede un polynome annulateur.

Démonstration. Soit A € M, (K). Posons m = dim(M,(K)) = n% On considere la famille
de matrices (I,,, A, A%, -+, A™) Cette famille possede m + 1 et donc elle est liée. Ainsi, il

existe Ay, ..., A, € K, non tous nuls, tels que

ALy + -+ + ApA™ = 0.



