L&E formes bilinéaires &nstituent un K-espace vectoriel, noté Ly(E). Nous déterminerons
la structure de cef espace dans la prochaine section.

Exemples. @ . éj X é — /K

1. E=R, &(x,y) = zy.

2 B=C(0.1), 9(5.0) = [ J0a1 -0t @[ % 2\) g kC

Dorénavant, on suppose E de dimension finie n. Soit B = (e, ..., e,) une base de E, on ((, /
écrit les décompositions : ~ -
' n gt

o = Z)\Z'EZ‘7
1=1
n

¥y = Zﬂiei-
=1

Par la linéarité de @, on trouve alors que :

N=>> )\iﬂja /7 A
i=1 j=1

On pose a;; = ®(e;,¢;) et on introduit la matrice A = (a;;) € M,(K). On appelle A la
matrice représentant ® sur la base B. On note X (resp. Y) le vecteur représentant z

(resp. y) sur la base B. L’expression matricielle de ® est donnée par :

T’T Ao (Blpe,%))
e



Remarque. La réciproque est aussi vraie, toute application de £ x E dans K qui peut

s’écrire sous cette forme est une forme bilinéaire.

Théoréeme 2.1. L application de Ly(K) dans M, (K) définit par ® — A ou A est la matrice
de ® relativement a une base fizée de K, est un isomorphisme. En particulier, Lo(K) est de

dimension n®. = (I:

O

Pour conclure cette section, on étudie la transformation de la matrice A quand ontgh?m%e

la base B. Ainsi, soit B’ = (¢},...,¢]) une autre base de E. Posons X' (resp. Y’) le vecteur
exprimant x (resp. y) sur B’. On note P la matrice de changement de base de la base B a
la base B'. (Rappel : c’est la matrice dont les colonnes sont les expressions des vecteurs e,

sur la base B.) On a ainsi :

et la matrice A’ représentant

d’ou :

A ='PAP. [)‘1, Sk (jy



on a %%‘%

Finalement, on dit q\bq) est alternée si, pou

4{%

Exemple Soit £ = M,(K
(A,B) = Tr(AB)] L’a phcatl
r(AB) = Tr(BA)

® est une forme bilinéaire. Elle est symétrique car on

pour toutes matrices A, B € M, (K).

—
Proposition 2.2. Toute forme bilinéaire est alternée si et seulement si elle est anti- (Y( (k‘ @)

. ’-
a la relation

symetrique.

Démonstration. Soit & une forme bilinéaire alternée. Pour =,y € F, on a ®(xz + y,z + P\ %) )(
—_— ] \
y) = 0 = &(z,2) + D(y,y) + P(x,y) + P(y,z) = P(z,y) + P(y,z). On en déduit que

O(x,y) = —P(y,z) et D est anti-symétrique.
Soit @ une forme bilinéaire anti-symétrique. Soit x € F. On a ®(z,z) = —P(x,z) d’out @ F( /%
20(z,x) =0 et ®(x,x) = 0. O

/)9"“' 1 /7 g[@g)w
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On fixe une base B de E. Soit ® € Ly(F) et soit A la matrice de ® relativement & la

base B. La forme ® est symétrique si et seulement si A est symétrique, c’est-a-dire ‘A = A.

La forme ® est alternée si et seulement si ‘A = —A, on dit que A est anti-symétrique ou
alternée. 5 &)
On note Sym,(E) l'ensemble des formes bilinéaires symétriques et Alty(E) 1'ensemble @ 5 Mg

des formes bilinéaires alternées. On vérifie facilement que ce sont des sous-espaces vectoriels

de Ly(E). > N M‘b/ [5)

Théoréme 2.3. On a
LLQ = Sym,(E) @ Alty(E

Démonstration. Le seul point qui n’est pas direct est le fait quif
Soit & € Ly(K). O

On vérifie facilement que ®( est symétrique et
tement & = &y + P;.



2.1.3 Noyau et rang des formes bilinéaires symétriques ou al-

ternées

Soit ® une forme bilinéaire. On peut définir deux notions de noyau a gauche et a droite

@

de la maniere suivante

Ker®, = {z € E tel que ®(z,y) =0,Vy € E}
Ker®,; = {y € F tel que ®(x,y) =0,Vz € E}. —

4)=2
C bk

En termes de matrice, étant donné une matrice A de type n, cela revient a considérer d’une
part 'ensemble des vecteurs X tels que ‘XA = 0 et d’un autre coté 'ensemble des vecteurs

Y tels que AY = 0. Si la matrice A est symétrique ou anti-symétrique, on a

IXA=0 <= "((XA) =0 < "AX =0 < AX =0. K{A’;?zgﬂ{/ﬂ

On en déduit résultat suivant. A 7 A» 0(/\ _ A
Lemme 2.4. Soit ® une forme bilinéaire symétrique ou alternée. On a Ker &, = Ker ®,.

On peut donc définir, pour ® symétrique ou alternée, le noyau de ¢ comme “

AT
Ker® = {z € E tel que ®(z,y) =0,Yy € E} = {y € E tel que ®(z,y) =0,Vz € E}. db}ml

&~
Soit @ une forme bilinéaire symétrique ou alternée. Soit B une base de E. On note A

la matrice de ® relativement a la base B. On montre que la dimension du noyau de ® est

bt TeA Glay) 2340



/A“” N
égale a la dimension du noyau de A. O})//cx donc par la formule du rang 5 2 &) ’% ‘ é‘
o y L Gpre
(A (/ "
Le rang d’une forme bilinéaire symétrique ou alternée ® est défini comme le rang d’une

matrice A représentant ® relativement a une base arbitraire de F. On note rang ®. La WB é éy

formule ci-dessus donne le résultat suivant. ,

Proposition 2.5. Soit & une forme bilinéaire symétrique ou alternée de E, on a / ﬂ}/}‘: FDW/ ?“L

dim F = rang ® + dim Ker ®. O

dim Ker ® = n — rang A.

Une forme bilinéaire symétrique ou alternée ® est non dégénérée si son noyau est

I’espace nul, ce qui revient a dire que son rang est maximal. Dans le cas contraire, on dit

,
que ¢ est dégénérée. @ n S
Proposition 2.6. Soit ® une forme bilinéaire symétrique ou alternée. Soit A la matrice

représentant ® dans une base arbitraire de E. Les conditions suivantes sont équivalentes : j

1. ® est non dégénérée, MA %0
2. det(A) £ 0. {I/T 0 M (ﬁi Zdj

Exemples. Soit ¥ la forme bilinéaire sur R? définie par : % A /V\ 7
T

mhx2)7 t(yh Y2)) = T1y1 + xayy + T1Y2 + T2 (\

x1(y1 + y2) + z2(vr + y2) = (21 + 22) (Y1 + y2)-




La matrice de ¥ sur la base canonique est

(1)

dont le déterminant est nul. Donc U est dégénérée. Le noyau de ¥ est la droite d’équation
1+ a9 = 0.

Soit ® la forme bilinéaire sur R? définie par :

‘I)(t(ﬂcl, T2, $3)7t(@/17 Y2, Y3)) = —2x1Y2 + T1Y3 + 2x2y1 — Tays — T3y + T3Yo |
= 21(—2y2 + y3) + 22(2y1 — y3) + 23(—Y1 + ¥2).

Ainsi, sous forme matricielle : — :)] (ZTL - Z}) 4 37,[-' %( '\”7;) 493 [7[ _%)

—2y2 + Y3 Z
O(" (21,22, 23), (Y1, 92, 43)) = (21,22, 23) [ 251 — y3 LD )"l - ?’3 z 0
-y + Y2 - %
| €Z3 =0
D’ol I'expression matricielle de ® sur la base canonique de R? est donnée par la mgteice

4 L — —

ZA* ) + 72/@)*2;[@/ (449
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La forme @ est alternée. Le déterminant de A est 0, donc ® est dégénérée. Pour trouver le

noyau, on résout le systeme
KD
A€ )

Donc Ker ® = Vec('(1, 1,2)).
—_ ==

Sdit @ une forme bilinéaire de E. Soient z,y € E. On dit que y est orthogonal a x

(refativement & ®) si on a ®(x,y) = 0. On note x Lo y 01! xly })lus simplement quand il

nJy pas de risque de_confusion. Si ® est symétrique ou altérnée, la relation d’orthogonalité

st symétrique @ et seulement S- Dans le cas ot ® est symétrique ou alternée,
tout élément deKer ® est orthogonal a—tous les éléments de E.

On suppose pour la suite que ¢ est symétrique ou alternée.

Pour tout x € E, on pose : j

st ={ycEtlquer Ly=0} {396 FU{W @-Z%)a)zé

Plus généralement, si X est un sous-ensemble non vide de E, on pose :

XL:{yeEtelque.rLypourtouthX}’/ {96@ % /V-( '(Xé/?//
19)2’- i ZJ—Z w2 ix @(1”6)20 3




t (p))2: Blyrz2)z B (2) + g la2) |
ainsi z+ = {z}*. On appelle 2+ (resp. a"l l’orthogogal de z (resp. de }QC/ QJ'Z ?C n W'Fia
sous-espace Mo~ W

ol
Démonstration. On montre facilement qué x est un sous-espace vectoriel.|Maintenant, on j(

=)ot ol Qeﬂfé

Proposition 2.7. Soit X un sous-ensemble non vide de E. Alors X+ est u

vectoriel de E contenant Ker ®.

TeX

C’est donc bien un sous-espace vectoriel puisque l'intersection d’'un nombre quelconque «}/
(non nul) de sous-espaces vectoriels est toujours un sous-espace vectoriel. Le Tait que <t - 9 0 ;ﬂ

— —4
contienne Ker ® vient du fait que les éléments de Ker @ sont orthogonaux a n’importe quel

élément de E par définition. - M ’VZI % ‘L A

Les propriétés suivantes de I'orthogonal se montrent sans difficultés :
i X alors Y+ C A+

0T s K ook %e% £ %lg lpne %ig

2.2.1 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit F un sous-espace vectoriel de E. L’orthogonal F+ de F (toujours par rapport a la V@ é )//

forme bilinéaire fixée ®) est un sous-espace vectoriel de £. Nous allons étudier les relations

entre F et F-. On a d’abord le premier résultat. M Z C. ( X }.)
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= Vec(X)*

2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On

[9.

Démonstration. On prouve le point 1. On a X C Vec(X),
+ Ass

Proposition 2.8.
1. Soit X une partie de E. On % X+

Soit H un sous-espace vectoriel de E et soit (hy, ...,

inclusion, soit u € X' et soit © = A\ + - - -

O(z,u) =

et donc X+ C Vec(X)* ce qui acheve la preuve de ce point.
Pour le point 2, on a F' C F+G et donc (F+G)* C F*,

/\1 (Il, )+"'+

a+be F+Gavecaée Fetbe G. On calcule ®(z,a +b) =

FENG* C (F+ G)* et I'égalité est démontrée.

i=1,...

exists A1, ..., A\s € K tels que y = AMhy + -+ + Ashs. On a donc
O(z,y) = MP(z,h1) +

Il suit que x € H* et le résultat est dem%n/tre

(F+G)*

Vee (%)= & pls pht 20 Lirkeadm X

=FLtNGt.

H. Alors, x € H* si et seulement si x L h; pouri =1, ...

d)ét Vec(X)*+

(X) avec z,. ..

=0

€ méme, on a (F+G)*
et donc (F + G)* Cc F N G*. Pour I'inclusion inversé»tm considere x € F- N G*+. Soit
®(z,a) + ¢(x,b) = 0, donc

/=  Finalement, pour le point 3, on voit directement que si € H* alors

, s. Réciproquement, supposons que x L h; pour i =1,...

s) une famille génératrice de

,S.

C X+. Pour lautre

.z, € X.On a

c Gt

v

b Aoy 120
S X J_ h; pour
,S. Soit y € H, alors il

T o LNy

s A ®@(x, hy) =

<0 (ML )y

O



