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1. Soit X une parNe de E. On Vec(X)*t.

2. Soient deuz sous-espaces vectoriels de E. On a (F + G)t = F- NGt % l [PA/(‘

. Soit H un sous-espace vectoriel de E et soit (hy, .. T e ‘/2 ?)
(rH. Alors, x € H* si et seulement 'mi)pouri =1,...,s.

—

Démonstration. On prouve le point 1. On a X C Vec(X), d’ott Vec(X)+ C X*. Pour 'autre

inclusion, soit u € X+ et soit & = \jzy + - -+ + \gas € Vec(X) avec x1,...,2, € X. On a g{%,g? S O

O(z,u) = MP(xg,u) + -+ + A\P(x5,u) =0

et donc X+ C Vec(X)! ce qui achéve la preuve de ce point.
Pour le point 2, on a F C F+G et donc (F+G)* C F4. De méme, on a (F+G)*t C G+
et donc (F + G)* C F*+ N G*. Pour l'inclusion inverse, on considére x € F+ N G*. Soit (F W
a+be F+Gavecaée FetbeG. On calcule ®(z,a +b) = ®(z,a) + ¢(z,b) = 0, donc
FENG* C (F+ G)* et I'égalité est démontrée. ‘l~
Finalement, pour le point 3, on voit directement que si x € H* alors # L h; pour F /
1 =1,...,s. Réciproquement, supposons que x | h; pour i = 1,...,s. Soit y € H, alors il 6 %
exists A1, ..., As € K tels que y = AMh; + -+ + Aghs. On a donc

B(z,y) = M®(x, hy) + -+ AD(x, hy) = 0. Omp" W~ v~

Il suit que x € H* et le résultat est démontré.
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Exemple. Soit £ = M, (K) 'espace vectoriel des matrices carrées de type n et a coeflicients o

dans K. On considere la forme bilinéaire symétrique @ : £ x E' — K définie par ®(A, B) = W%B)Z /f@A’)
Tr(AB). Soit M$(KK) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques. On calcule M3 (K)=,.

Soient 7,j € {1,...,n}, on note M; ; la matrice élémentaire dont le coefficient de la ligne 7 et

colonne j est égal a 1 et tous les autres sont égaux a 0. Les matrices M, ;, pour 1 <14, j < n,

forment une base de E et les matrice M, ; + M,/ engendrent M (K). Soit A = (a; ;) € E

s, J, n - 2 . F
On regarde a quelles conditions A L (M;; +M;;). On a ’Q{

TI"(A(]\/L;J + ]\/Jj,i)) = TI"(A]\/L‘,J') + TF(AALY) = Q;j + Qji

et donc A L (M;; + M;;) si et seulement si a;; = —a;;. Par la partie 2 de la proposition,
il suit que A € M$(K)* si et seulement si on a a;; = —a;; pour tout 1 < 4,5 < n. Donc ij
‘ lorthogonal de M} (K) pour ® est le sous-espace vectoriel des matrices alternées.?
Théoreme 2.9. On a 1/ )&p
[}
dim F* = dim E — dim F + dim (F N Ker ®).. P (é)') ”T 5”' ’i“'y
W

En particulier, on d

dim F* > dim F — dim F.
De plus, si ® est non dégénérée, of a dim K = i + dmm F-

Exemples. Sur Rf, on considére la forme bitimeaire :

5151 T3), y1,y2)) = Z1Y1 — T2Y2- \

EU \% ~Wé
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oit D la droite d’équation v; = vs. C’est un sous-espace vectoriel de R?. Calculons son yl' A“# p

orthogonal. Les éléments de D sont les vecteurs de la formsg qvec A € R. Donc le

vecteur “(y1,yo) est dans D+ si et seulement si

2) Y2 Y
| O("(A ), "(y1,92)) = A1 — Ao = 0 "> } ( ‘Iy/) /2 D ﬁ
pour tout A € R. Clairement, cette condition est équivalente a y; = y et don{D:/_D.J u
Sn considere la forme bilinéaire : - N j’ ;
L3
' ‘I/(t(ﬂfl,$27$3,$4),t(y1,y27yg,y4)) = T1Y1 — T2Y2. AA’%\ D < d/\h’\ m,

On note F' le plan défini par les équations :
p p q _ \/) &‘}«c - A/\(\N\ -'\’b:'\’ [9(]‘,(&§)
0 U

Ainsi, F est ensemble des vecteurs ‘(\, \, iz,0) avec A, € R. Maintenant, un vecteur \ 1)
Y1, 92,3, y4) € R est dans F* si et s&ul@ment si 0

E—

t()‘7>‘7 »0)’t( 1,92, Y3, -l)):)‘( 1= 2):0 e
[f‘( 1,0), (Y1, y2, v3, Y=y =) @, 551

pour tout A, 1 € R. Donc I'orthogonal F* de F est I'hyperplan défini par 1’équation



hin ¢ l{_- NS ﬁ},

£0,071,0) est dans le noyau dX¢.

quegest dégéneree par le théorgme précédent, ce BStNacile a voir car, par exemple,

Corollaire 2.10. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On q

st et seulement 1
si FnF+={0}.

\J
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~
N~~~

Démonstration. Supposons que E = F @& F*. Alors, on a F N F+ = {0} par définition.
N . -

Réciproquement, supposons que F'N F+ = {0}. Il est facile de vorr que FTTKer® C FNF+

et donc F N Ker® = {0}. Il suit par le théoréme que dim E = dim F' + dim F'* ce qui M‘“ s

implique, avec F N F+ = {0}, que E = F & F*. O

2.3 Formes quadratiques ,!j
2.3.1 ;’ i€ définiti s [\\&(é GFA‘F‘L ‘/Q(é F
S remieres deinitions

(b C

Soit ' un K-espace vectoriel de dimension n. Une application de ¢ : £ — K est une

forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire ¢ sur £ avec

G:txb -~ K

pour tout z € E.



On remarque qu’une forme quadratique n’est pas une application linéaire. En effet, pour

re€FetAeK ona: ~ e —————
@:@(AI )\r)—)\Q( ):@ %’%)f/ 6{{\% *{[())

Notons que la forme quadratique ¢ est nulle s1 et seulement si ® est alternée.

On note Q(F) l'ensemble des formes fuadratiques sur E. On vérifie directement que

Q(E) est un sous-espace vectoriel. %% [l (}-\ -0 r,', 0 (2 ) %)

Exemple. Posons E = R? et

O (z,y) = 2191 + 21y2 — 222

ol = (a1, 9) et y = (y1,y2) sont deux vecteurs de E. La forme quadratique correspon-

dante est

q(z) = ®1(z,2) = 2121 + 2173 — 20971 = 7] — T1 25 K_\'
Notons que la forme bilinéaire )L Z X [ %
4 =X N7
Do(,y) = 2151 — T1Y0 [ ) % | ( L = l / L
définit la méme forme quadratique.

Comme remarqué dans 'exemple précédent, plusieurs formes bilinéaires différentes peuvent

définir la méme forme quadratique. Cependant, on peut associer a chaque forme quadratique

5@”‘2 {57 —> é@éé)

une unique forme bilinéaire symétrique.
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Proposition 2.11. L’espace vectoriel Q(E) est isomorphe a Symy(E), ispace vectoriel de '/ m% &”

formes bilinéaires symétriques sur E, par Uapplication qui associe a une forme quadratique

q la forme bilinéaire symétrique, appeléefforme polaire e q, et définie par %
- A yn R
"E?(x,y) = ) V&

% (q(z+y) —a(z) — q(y)) .

Dénfonstration. On considere I'application d : Ly(E) — Q(E) qui associe a une forme
bilinéaire ¢ la forme quadratique ¢(x) = ®(x,x). On vérifie directement que c’est une

pplication linéaire. Elle est surjective par définition. Son noyau est clairement le sous-espace
ectoriel Alty(E) des formes bilinéaires alternées. Puisque Lo(E) = Sym,(E) & Alta(E), on
en déduit que la restriction de d & Symy(E) est un isomorphisme. Cela montre qu’il existe

une unique forme bilinéaire symétrique @ associée a q. Pour trouver I'expression de (), on

alcule @ -
SR O e T Uy

| d@+y)=Q+yr+y =Qr.2)+Qr,y) +Qly.z) + Q o )
= q(z) +2Q(z, y) + q(y)-

Soit B = (ey,...,€e,) une base de E. Soit ® une forme bilinéaire arbltr$e telle que

Wbase B. On a donc
) )=k
/'\
X &7 W‘g

rmde vty 4 frie T o %
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On calcule \/A /( C

P

Qz,y) = ;[[(X+Y)AX +Y) —'XAX — 'Y AY]
= 3 [(X+Y)AX +Y) - 'XAX - 'Y AY]
= %[X/&/\’+tXAY+tYAX+tW 'XAX — f%/y]
= ;1 [(XAY + 'Y AX].

Notons que ‘X AY et 'Y AX sont en fait des matrices de type 1, c’est-a-dire des éléments

de K. En particulier, on a 'Y AX = ('Y AX) = X' AY, et ainsi
o T

Qz,y) ='X1(A+'4)y., &
Donc la matrice de @ est % (A+'A). La matrice de ¢ sur une base B de E est par définition

la matrice de la forme bilinéaire @ sur B. Ainsi, cette matrice est toujours symétrique.

Exemple. La forme polaire ) de la forme quadratique ¢ définie dans ’exemple précédent
peut étre calculée en utilisant la méthode donnée dans la preuve ci-dessus. On calcule la

matrice Ay de la forme bilinéaire ®; définissant ¢, on trouve

i

onc la matrice B de la forme p 1re Q@ est donnée p&

¢
=) ) e

—
(=

A

o ;(




Bs219) = XY -29, 4, ( ~1
Ainsi on trouve
1 —1/2\ (m . ) l | - |0
Q(z,y) = (z1,22) = T1y1 — 3%1Y2 — 5221
~1/2 0 ) \p 2 ? 3 40 ¢ | O
On trouve évidemment la méme expression si on part de la forme bilinéaire ®5 puisqu’eHe , - //
définit aussi g. . 0

Une autre maniére de calculer la forme polaire a partir de ’expression de la forme ,/ 0
quadratique ¢ est d’utiliser la regle suivante : on remplace dans 'expression les termes de

la forme Az? (termes carrés) par Az;y; et les termes de la forme pxx; avec i # j (termes

rectangles) par 2 ,u(:L’Zy] + x;y;). Ainsi dans I'expression %

, — X1x2, ’ % \
le terme 2% devient z1y; et le terme —x11y devient —§:z:1y2 — %xgyl. % XL -—-— l y ‘3 n

On appelle espace quadratique un couple (E, q) formée d'un espace vectoriel E (de

dimension finie) et d’une forme quadratique ¢ sur F. ([ (g

2.3.2 Autres invariants d’une forme quadratique

On définit le noyau et le rang de ¢ comme le noyau et le rang de ). La forme quadratique
q est dégénérée si Kerq # {0}, sinon ¢ est non dégénérée (ou réguliére). Un vecteur

x est dit isotrope sifg(z) = 0. Si la forme quadratique ¢ admet un vecteur isotrope non
— S ’

)3k Wk Q= {pd 5 o & mon gl



mm: o?/fs;?'«f/g 2 Q(yx) =0 = 2¢ C@ Mzo?/m),—a

X
nul, on dit que ¢ est isotrope. L’ensexa)le C(q) formé des vecteurs isotropes de ¢ est le
’

cOne isotrope de q. o7 général, ce n’est pas un sous-espace vectoriel (mais c¢’est un cone,

C’est—é—glre stable par multiplication par un élément de KK). II contient toujours le noyau de ] p” (/Z 6 g ¢
[ .

q.

—
r Exemple. Soit q(z) = 22% + 2x129 = 271(21 + 23). La matrice de ¢ (sur la base canonique) {(l) Jf

21 , "y
est ( . Puisqu’elle est de déterminant non nul, on a Kergq = {0}. D’un autre coté,

on voit que ¢ est isotrope puisque les vecteurs '(0,1) et ?(1,—1) sont isotropes pour g.
(Remarque : le vecteur *(0,1) + (1, —1) = (1, 0) n’est pas isotrope.) sf Zé @1“)

—

S=_
2.4 Réduction des formes quadratiques ' M\D A ('
o zé (]

2.4.1 Bases duales et contraduales )~ )5 ?(';h. J/)‘

On rappelle que E*, appelé espace dual de F, est 'espace deg fOormes linéaires de F.
Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Les formes coordonnées &, ...,§, pour la base B
sont les éléments de E* définies de la maniere suivante : pour tout « € E, on peut écrire de .
manieére unique ‘ E /) K
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