nul, on dit que ¢ est isotrope. L’ensemble C(q) formé des vecteurs isotropes de ¢ est le
cone isotrope de ¢q. En général, ce n’est pas un sous-espace vectoriel (mais c¢’est un cone,
c¢’est-a-dire stable par multiplication par un élément de K). Il contient toujours le noyau de
q.

Exemple. Soit q(r) = 222 + 22175 = 2x1(21 + 7). La matrice de ¢ (sur la base canonique)

21
est (1 0). Puisqu’elle est de déterminant non nul, on a Kerq = {0}. D’un autre coté,

on voit que ¢ est isotrope puisque les vecteurs '(0,1) et {(1,—1) sont isotropes pour g.

(Remarque : le vecteur *(0,1) + (1, —1) = /(1,0) n’est pas isotrope.)

2.4 Réduction des formes quadratiques

2.4.1 Bases duales et contraduales

On rappelle que E*, appelé espace dual de F, est I'espace des formes linéaires de FE.

Soi{ B = (ey, ... ,en)\une base de E. Les formes coordonnées &1, ... ,&, pour la base B

sont 1es elements de £* définies de la maniere suivante : pour tout x € E, on peut écrire de

maniere unique

ac e £

=A + -+ Anen . l
x 1€1 (& , Z >(1



Bd';(f/e\ boo HEG + oo 306 5,/ o, gn & 25;7&{

et on pose pour 1 << n:

T el = n —l K‘WVA?VLM.&,/
v =& (z)er+ -+ En(@)en. fﬂh{ %: m) .,./@,\)

Les formes coordonnées vérifient les équations

= P btk | S
£e;) = ‘} MMA' I3 4 1)
sinon.
Exemple. Onfose £ = R? et on considere la base (ey, €2, e3) avec
er='(1,0,-1),) e =%0,2,1), e3="0,0,1). jﬁfw

¢ ‘ st e orme ndai, o
Taten—1 x =% 1) A= éz(z) z C[M(J ”

51(62):() — 2/\2+)\3:0 — )\2:0
0

ST P +o X

On a donc & (z) = z;. On trouve de méme &(z) = 1z, et &(x) = 21 — Sz9 + @3,

Proposition 2.12. La famille (&1,...,&,) est une base de E*. On lappelle lz base duale )
—
de B et on la note B*.

E e "

On a donc




b e IF

Démonstration. Montrons que c¢’est une famille libre de E*. Soit une combinaison

M+ + Anbn = 0 e~ (55“ : % RN 0

avec Ay, ..., A\, € K. La relation précédente signifie que 4/ . .
A
Mé(x) + -+ N&a(x) =0 3. 6€‘¢’.) -
pour tout x € E. Maintenant, pour 1 < i < n, on trouve O O %mh

A1§1(6i> + ot An&l,(ei) = )‘i — 07

et donc tous les coefficients de la relation sont nuls, ce qui prouve que la famille est libre.

Montrons a présent que cette famille est génératrice. Soit f un élément de E*. Pour tout

ek ). J(...* (1)

et on vérifie directement que

f ,Uflfl +--+ ,Ufngn O

Proposition 2.13. Soient B et C deuz bases de E. Soient B* et C* les bases duales corres-
pondantes. On note P la matrice de passage de la base B a la base C. Alors, la matrice de

passage de la base B* d la base C* est TP,

1, s p bows d £



EEL EF o BT
. ..., &,). Par définition, A,,,@
£ — &

ou P = (p;;). Pour j € {1,...,n}, on définit %’

ot 'P7! = (g; ;). On calcule

Démonstration. On note B = (

on a pour tout j € {1,...,n}

Z%,i sz.jfk(ez) = ZZQk,iPl,j (er) = ZQk,ipk,j-g — = - F
=1 k=1

k=1 k=1 l=1

n
Xz‘(ff;-) = Z Qk,ifk(e/f
k=1

Et ainsi on obtiegt” x;(f;) = ¢;; donc la base (x1,...,xn) est la baseNuale de C ce qui M ‘/
prouve le résukat. O =

Corollaire 2.14. Soit F une base de E*. Alors il existe une unique base B de E telle que
la base F est la base duale de B. La base B s’appelle la base contraduale de F.

Démonstration. On note C une base quelconque de F et C* sa base duale. On note M la
matrice de passage de la base C* a la base F. Alors, la base B de E telle que la matrice de

passage de la base C & la base B est ‘M ~! est la base contraduale de F. O

Exemple. On pose E = R3. On considere la base (f1, f2, f3) de E* avec i gﬁ- c
d

filz) =21 —20 foz) = —x3, f3(x) =71 + 22 + 73. g[')
\ @8 “ ) D s



On calcule la base contraduale (eq, e2,e3). On pose e = (21, 29, 23) avec 1, 22,73 € R &

déterminer. On doit avoir

filer) =1 Ty — 29 =1 x1=1/2
faler) =0 <= §—23=0 = (1y=-1/2 / Sal"\,
fs(e1) =0 1+ x9+23=0 x5 =0 2

On a donc e; = t(%, —%,0

). On trouve de méme ey = (1,1, 1) et e = *(L,1,0). 08/2/1’)_3 7(1)

2.4.2 Formulations du probleme

Soit ¢ une forme quadratique sur E. Notons @ sa forme polaire. Le probleme de la
réduction de ¢ est de trouver une base B = (ey,...,e,) de E dans laquelle la matrice de

q, c’est-a-dire par définition la matrice de @), est diagonale. Dans une telle base, on a alors

Qleie)) =0 sii#j, @ MF/CP /,_ /?/0,l
c’est-a-dire e; L e; si ¢ # j. On dit que la base B est orthogonale (relativement & ¢). 8 /j))

Exemple. La base canonique de K" est orthogonale pour la forme quadratique ¢(z) =
En terme de matrices, notons A la matrice de ¢ par rapport a une base fixée C de F.

Réduire ¢ revient a chercher une matrice P inversible telle que la matrice

CwFady s gy

‘PAP



gl = 2 &g ax 7 kit b dhagck s b ho &

_—

est diagonale. La matrice P est alors la matrice de passage de la base C a une base ortho-

gonale pour gq.

=0 , . 4 . . N
Finalement, en termes algébriques, réduire g revient a trouver une base dans laquelle

y 9[7”.,'14.)

I’expression de ¢ sous la forme

q(z) = >\le 4+t )\nxi.

Réduire ¢ revient aussi & décomposer Je_palyndme guadratique hamaogene Pl Lol
représentant ¢ par rapport a une base fixée £ en une somme de formes linéaires indépendantes

4(%) < WVWW):/\1f1(fl'1,--~a$n)2+"'+;fn,(l‘1,u.,l‘n) . — A‘- M

Dans ce cas, on dit que la forme g est décomposée en somme de carrées de formes /

linéaires indépendantes ou juste décomposée.

Proposition 2.15. Soit ¢ une forme quadratique et soient fi,..., f, des formes linéaires

idépendantes telles que
q(2) = MA@+ + Afa(2)’. @

Alors, la base contraduale de la base (f1,..., fn) de E* est une base orthogonale pour q.

Démonstration. Notons (e, . .., e,) les vecteurs de la base contraduale de la base (f1, - .., fu)-
Pour i € {1,...,n}, on a g(e;) = ;. Maintenant, pour i # j, on a

_9 e [ (e + €5) — ales) — qle;)] = % D4 A — A= A = 0. 0

(£) Mt//‘? -7



q((’&) < A; g, (¢i) oy c\nfu [46] U,—; égf,‘/&}z

Théoréme 2.16. Toute forme quadratique admet une base orthogonale. : A':
—
Démonstration. Qn démontre le résultat par récurrence sur la dimension de E. Suppogens
que dim F = 1. Alois toute base de E est orthogonale pour ¢ et le résultat est démoéntré. L
Supposons a présent™que le résultat est démontré pour la dimension m_avec m > 1 M r%- & é.

fixé. On considere ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension m + 1.

On note @ la forme polaire assosi¢e a ¢q. Si ¢ est la forme quadragique nulle, c¢’est-a-dire Z( M 7‘(1, } ¢ O

pour 1€ dimension m + 1. O ,

—— -
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2.4.3 Réduction de Gauss

L’algorithme suivant, inventé par Gauss, permet de décomposer n’importe quel po-
lynéme quadratique homogene en somme de carrés de formes linéaires indépendantes. Nous % z I Z
A2\, n 4 2,

commencons par expliquer cette méthode sur deux exemples.

Exemples. On considere le polynéme quadratique homogene
—

q(z) x% — 22179 + 4x173 — 2312 + 53:3 — 8z9x3 + 14x924 + 533% — 81314 + 10952.

On commence par travailler avec les termes carrés, par exemple le terme x2. On va compléter

le carré commencant par 2. Pour cela on commence par mettre 2z; en facteur

q(z) x? + 2x1(—x9 + 223 — x4) 51‘% — 8woxg + 14woxy + 5x§ — 81314 + 101‘?1
P

et on wilise la formule suivante

(a1 + - +ar)® = (somme des carrés) somme des doubles produits)
:@—F""Fai 2a1fto + - - - + 2a1a + 2a0a3 + - - - + 2a_1ay.

insi les termes x% + 2z (=29 + 223 — x4) forment le début du dévelop
— 2"
[(xl — o+ 223 — 74)° = 2] + 75 + 4a5 + 25 — 231 A+ 41 B3 27124 —

-~

41‘2{];3 A 2ZIJQ(L'4 — 41314 ‘

De surcroit, les termes manquant ne font plus intervenir z; et donc si on remplace, on
obtient

[ q(z) = (v1 — xy + 225 — .774)2 + 4.%% dxoxs + 122014 + T% — 4dxs3wy + 9?[)3, <
N—

Wb { fl\ (‘\p(,.)h'ltl,




c’est-a-dire une expression de ¢ sous la forme d’une somme entre le carré d’une forme

linéaire fi(x) = z1 — z2 + 223 — x4, plus uy polyndéme quadratique homogene qui ne fait
plus intervenir la variable x;.

On continue le procédé avec la variablegzf. On écrit a

A
x% + 2952(—%563 + %xﬂ—k x§ — dxgxy + 91:2,
= \_/‘

et donc on a Iait apparaitre le début de

1 3 2 2 1,.2 9.2 3 .
(IQ —3T3 + §l’4) = Ty + T3+ Ty — Tak3 + 3Toxy — 5T3Tq. é,/

<
En remplacant dans ’expression de ¢, on trouve Sﬁ\o 71 m 7)/

On peut vérifier sans difficultés que les formes linéaires de cette décomposition sont bien ( x') 1 1'} ‘Y lq
indépendantes. t\



- Z
{ L
b <5 | (reb) " (pby)
Considérons a présent le polynéome quadratique homogene Ll

q(z) @ 20123 — X124 + ToT3 + 3Toxy + 9T314.
— -~ o './

Il faut utiliser la deuxiemejtechniqye puisqu’il n’y a pas de termes carrés. Cependant, ici
la situation est moins simple que ddns le gas pré¢édent Ppuisqu’il ne suffit pas d’appliquer

" les vgriables. On procede de la maniere

la formule donnée ci-dessus|pour faire “disparaitr

suivante : on choisit deux vgriables, par exemple leg varigbles x1 et xo. On groupe les termes

en écrivant le terme en xyxq puis les|terrhes ou ¢
4

et a9 .V L

q(x) = x1x9 + 11225 — 24) + 2o(23 + 324) + IT324.

ar\/les interviennent en factorisant x;

On utilise a présent l'identité /‘ L \ g Mnz 1 \
w +ua+vb=(u+0b)(v+a)—ab j ‘/ X
L1 —ill G z \/
et on déduit

212 + 21(203 — 4) + To(x3 + 324) = (21 + 3+ 324) (T2 + 223 — x4) — (223 — 4) (23 + 324).

On remplace et on simplifie pour obtenir
[ ?(m ‘L X-‘ ) W X )

— N—
q(z) = (z1 + 23 + 324) (22 + 273 — 14) — 223 + dx374 + 323

et on utilise la formule donnée ci-dessus S

T, — To — T3 + 4x4)? — 222 + dx3xy +3xZ
3

Q($> = %1(1‘1 + 29 + 323 + 2.’134)2 _ %1

T —




On termine la réduction en utilisant la premiére méthode. Les termes —295% + 42314 forment
le début de

—2(w3 — 24)? = =23 + dazwy — 227,

On remplace et on obtient 1'expression :
q(:c) = %(Il + 29 + 31‘3 ol 21’4)2 — %(Il — X9 — T3+ 4.%‘4)2 — 2(1‘3 — $4)2 + 51‘3.

Pour un polynéme quadratique donné, la réduction de Gauss consiste donc a utiliser
plusieurs fois I'une ou 'autre des deux techniques suivantes jusqu’a ce que la réduction soit
terminée

e S'il existe un terme z? dans I'expression, par exemple 22, on écrit le polynome sous
la forme
q(x1, ..., xn) = A2t +xif(xg,. .., 20) + ¢ (20,...,7,)
avec A # 0, f une forme linéaire et ¢’ un polynéme quadratique homogene. Puis on

fait les transformations suivantes

q(z1,...,2y) = A{r%—i—mM] + ¢ (22,...,2,)
o f(an-":xn) : / f($2,...,$n)2
— A{xl—l_T ‘I“q(.'lfg,...,.’ll’n) T
On pose
2
s(xz,...,mn):q/(xg,...,xn)—M

4\



et on est ramené a la réduction du polynéme quadratique homogene s qui comporte

une variable de moins.

e S’il n’y a pas de termes carrés, on sélectionne un terme en z;x; avec i # j, par

exemple x1x9, et on met ¢ sous la forme
q(xr, .. xn) = Avyxg + o1 f (23, ... 20) + 2og(xs, . xn) + ¢ (23, .., 1)

ou X # 0, f et g sont des formes linéaires et ¢’ est un polyndome quadratique homogene.

Puis, on fait les transformations suivantes

f(l‘g, “o
A

I

A\ Lo\2 2
1 (l‘1+$2+¥) — <$1—$2+%>

o s = ¢ — fg/X est un polynéme quadratique homogene avec deux variables de
moins que s.

, X T3,...,T
Q(xla’“axn) = )\|:x1$2+$1 n)+x2‘g( 3 )\ n):|+q/(m37"'axn)

+ s

La validité de I'algorithme est assurée par le théoreme suivant.

Théoreme 2.17. L’algorithme de Gauss calcule une décomposition en somme de carrées

de formes linéaires indépendantes.
_/



Démonstration. On procede par récurrence sur le nombre de variables. S’il y a une seule
variable, alors le résultat est démontré puisque dans ce cas tout polynome quadratique
éthode de Gauss

lables renvoie bien une

homogene est de la formeNz?. Maintenant, soit n > 1. Supposons que

appliquée a un polynome quadratique homogene avec au plus n v
décomposition en somme de caxrés de formes linéaires indépendéntes.

On considere un polynéome quadratique homogene ¢ en @'+ 1 variables. On suppose g
non nul car sinon le résultat est évident. Supposons que I)dn se trouve dans le premier cas,

c’est-a-dire ¢ contient un terme en z?, par exemple z3. Alors on calcule une décomposition

q(xlv”’aanrl) :)‘t(xlv’ : 2+S(‘T2,"'7(En+1)

avec t une forme linéaire et s un polynome
récurrence, on peut décomposer s en som s linéaires indépendantes fi, ..., f, ne
faisant intervenir que les variables xo, . ant, en regardant 1’expression de t;
donnée par la méthode, on trouve g ille (¢, f1,- .., fn) sur les variables

T1,...,ZTye1 est de la forme

ou A est la matricqfde la famille (fi, ..., f,) sur les variables o, ..., x,41. En particulier, le

déterminant de M est égal au déterminant de A qui est non nul puisque les fi, ..., f, sont



indépendantes. Donc les formes linéaires de la décomposition de ¢ sont indépendantes.

De méme, dans euxieme cas, on a une décomposition de la

q(ZL’l,...,ZL’n_;,_l) = tl(fﬂl,...,xn+1)2—tg(l’l,... ] +S([E3,...,Z7l+1>.

L’hypothese de récurrence a e qu’on peut décomposef s en somme de formes linéaires

indépendantes fi, ..., f,_1 ne falgant intervenir que Jés variables x3,...,x,,1. Les formes
particulieres de t; et ¢ donnent qne la matrice de la famille (¢1,%9, f1,..., fu—1) sur les

variables x1, ..., 2,1 est de la forme

out A est la matrice de la fdmille (f1,..., fn_1) sur les varables z3,...,2,.1. En particu-

lier, le déterminant de est égal —2det A qui est non nul puisque les fi,..., f,_1 sont

indépendantes. Donc les formes linéaires de la décomposition de ¢ sont indépendantes. [

2.4.4 Classification des formes quadratiques sur R et sur C

Deux formes quadratiques sur un espace vectoriel FE sont dites équivalentes si ils

existent des bases de E sur lesquelles elles ont la méme matrice.



