Et, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a d’autre part

(@,9) < [z, m)| = V(z,9)? < Val@)Valy) = =]l Iyl
En remplacant, on trouve
lz +yl? < 2 l? + Iyl® + 20l lyll = (]l + llyl)*.
Donc on obtient I'inégalité voulue en prenant les racines carrées de chaque coté. O
Une autre propriété importante de la norme est donnée par le résultat suivant.
Proposition 2.27. Soient z,y € E. On a ||z +y||* = ||=||> + |[y||* si et seulement si x L y.

Démonstration. Cela suit directement de 1'égalité (déja vue ci-dessus)

lz +yl* = llal® + lyl* + 2(z,9). O

2.5.3 Bases orthonormées

Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel de dimension n. Une base

(e1,...,e,) de E est une base orthonormée (pour ¢) si c’est une base orthogonale et

si, pour ¢ = 1,...,n, on a de plus e‘:(\/ﬂé oM “('a,

v
q(ei) = 1.
Q e, ﬁl'))—sd



Théoréme 2.28. Soit (E,q) un espace quadratique réel. Alors E est un espace euclidien si

et seulement si il admet une base orthonormée.

Démonstration. Supposons pour commencer que E est euclidien. Soit (¢}, ..., €) une base & QLA"“_ &

orthogonale pour ¢. Alors, on a ¢(€;) > 0 pour tout ¢ puisque ¢ est définie positive. Donc, ;:
on peut donc poser /}
ei:#e,—, t=1,...,n.
q(e;)
11 est alors clair que la base (eq, ..., e,) est orthonormée.
Réciproquement, soit (e, ..., e,) une base orthonormée de E. Sur cette base, ¢ s’écrit

g(z) =21+ +a;

avec x = xieq + - -+ + x,e,. Ainsi g ne prend que des valeurs positives et ne s’annule que si
1 =---=ux, =0, cest-a~-dire x = 0. Ceci démontre que ¢ est définie positive. O [@. )°°) C/)
a R™ munit de la norme euclidienne L ! OT%VMM g
lzll = \/23 + - - + 2. 0 Zg{ /Q
Supposons que (e, ..., e,) soit une base orthonormale de E. Soient z,y € E. On écrit Z [.\_9 Xe //e n

r=x1e1+ -+ xne, et y=1y1e1+ -+ ype,. On a alors

n n n 5k
r,y) = sziyﬂ'<ei76i> = ;xiyi _txy }l

i=1 j=1

Corollaire 2.29. Soit (FE, q) un espace euclidien de dimensionn. Alors (E,q) est isomorphe
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avec X ="zq,...,z,) et Y ="(y1,...,yn).

Soit E' un espace euclidien. Pour conclure cette section, nous expliquons une méthode
qui permet de construire une base orthonormale a partir d’'une base quelconque de E. Cette

méthode s’appelle le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Théoréme 2.30. Soit (ay,...,a,) une base de E. Pouri=1,...,n, on pose
i—1
1
@ fj, ; et € = f7
2 17
Alors la base (fi, ... ,f;Test orthogonale et Ta base (e1,...,e,) est orthonormale. De plus,

pour 1 <k <n, ona

L\/ec(al, —oyar) = Vee(fi, ..., fr)\E Vec(ey, ..., ex).

Démonstration. 11 est clair que la base (ey,...,e,) est orthonormale si la base (fi,..., f)
est orthogonale. Pour démontrer le résultat, on montre par récurrence sur 1 < r < n que
la famille de vecteurs (f1, ..., fr) est libre et orthogonale. Pour r = 1, le résultat est clair
puisque a; # 0. On suppose le résultat vrai pour 1 < r < n. On considere la famille

(fiy- -y fry1). Pouri=1,...,r, ona

<fJ>a7+1>
I1£5117

<fua7+1>

(fr1s fi) = {ara, fi) — Z 1£il12

J=1

<f7vf7> = <a7‘+1vf77> - <f27fz>



puisque la famille (f1,. .., f,) est orthogonale. Comme (f;, f;) = || fi||*, on a bien (f,11, fi) =

0 et la famille (fi,..., fr41) est orthogonale/—ﬁotons pour finir qu’il est direct de montrer

qu’une famille (fi,..., f,+1) orthogonale de Vecteurs non nuTsTest libre puisque on a
< - / :
IMfi 4 X el = M NAIRP+ -+ A 1 l?=0 / ?é 0 = C\l =0

g—

On démontre a présent la derniere affirmation. Notons pour commencer qu’il est clair par
construction que Vec(fy,..., fr) = Vec(ey,...,er). Maintenant, il est facile de voir par
construction que Vec(fy,..., fr) C Vec(ay,...,a;). Maintenant, la famille (f1,..., fi) est
orthogonale et donc est libre par la remarque ci-dessous. On a donc dim Vec(fy,. .., fr) =

dim Vec(ay, . .., ax) et ces deux sous-espaces vectoriels sont égaux. O

Exemple. On considere sur R? la forme quadratique

q(z) = 22 + 2(zy — 229)% + (w1 + 22 + 23)°
Il est clair que ¢ est positive. De plus, on a g(z) = 0 si et seulement si z = 0 donc elle est
définie positive. On travaille sur I'espace euclidien R? munit de la norme correspondant a

q et on calcule une base orthogonale (f1, fo, f3) & partir de la base canonique (ay, ag, az) en



utilisant la procédé de Gram-Schmidt. On a

fi=a1="(1,0,0),

_ (f1,a2)
h=t-Te

,a ,a
fomap— v Aasd, o ap 1e g9 7/07,1),
[ £l 1f2
La matrice de changement de base de la base canonique a la base (f1, f2, f3) est la matrice
1 3/4 —4/9
0 1 -=-7/27
0 0 1

On remarque que la matrice de passage est triangulaire supérieure. En fait, la procédé
de Gram-Schmidt assure que la matrice de changement de base de la base (ay,...,a,) ala
base (f1,..., fn) (et & la base (e1,...,e,)) est une matrice triangulaire supérieure grace au

résultat suivant.

, by cctoriel E.
Supposons que, pour tout 1 < k < n, on 4 Vec(ay,...,a;) = Vec(by,...,bx).

Proposition 2.31. Soient (ay,...,a,) et (by,... deux bases d’un espace

Alors, la

matrice de changement de base de la base (ay, . .. a@ la base (by,...,b,) est triangulaire

supérieure.

fi=as+3fi ="3/4,1,0), el

~

~



Démonstration. Soit P = ()\ij) cette matrice. Par définition, pour 1 < k <n, on a

n
bk = E )\,;ka,;.
i=1

Mais, puisque by € Vec(a,...,ar), on a A = 0 pour ¢ > k. Donc la matrice P est

triangulaire supérieure. O

Remarque. Ce résultat implique en particulier que l'inverse d’une matrice triangulaire

supérieure de déterminant non nul est aussi une matrice triangulaire supérieure.

254 Natricos orthogonizs. = 0o ool

Soit (E, q) un espace euclidien. Soient B et B’ deux base de E. On note A (resp. A’) la Y (f/ Wdld«/‘l/

matrice de ¢ dans la base B (resp. B'), et P la matrice de passage de la base B a la base B'.

On a donc AW
A='PAP.

Supposons & présent que B et B’ sont des bases orthonormées. Alors A et A’ sont toutes M

deux la matrice identité I et on obtient donc

I='PP, V 0%5/61@& 2
o O e oy

LWPZ(PJ( ey yms




Une matrice inversible P vérifiant cette propriété est une matrice orthogonale.

Proposition 2.32. Une matrice P dans M, ,(K) est orthogonale si et seulement si P est

la matrice de changement de bases entre deuz bases orthonormales de E. O

2.5.5 Adjoint d’un endomorphisme

Soit 4 un endomorphisme de E, un espace euclidien. On dit que I’endomorphisme v est

adjoint de u si on a
(u(z),y) = (z,v(y))

pour tout z,y € E.

Théoréme 2.33. Soit u un endomorphisme de E. Alors, u admet un unique endomorphisme

adjoint u*.

Démonstration. Plagons-nous dans une base orthonormée de E. Dans une telle base, le

produit scalaire est donné par la formule
(z,y) ="XY

avec X (resp. Y) le vecteur représentant x (resp. y) sur la base. Soit A la matrice de u sur

cette base, on a donc
(z,u(y)) ="XAY

pahice
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