Une matrice inversible P vérifiant cette propriété est une matrice orthogonale.

Proposition 2.32. Une matrice P dans M,y,(K) est orthogonale si et seulement si P est

la matrice de changement de bases entre deuz bases orthonormales de E.
2.5.5 Adjoint d’un endomorphisme /” 2[ U/) <jé)3 > zZ

Soi{ v un endomorphisme d¢\F, un espace euclidien. O} dit que I'endomorphisme v est O? / },«
adjoint de u sTom a /g

— (u(2), 9) = (2, v(1)) Wl -
pour tout z,y € E. (|\ //\| 5

Théoréme 2.33. Soit u un endomorphisme de E. Alors, u admet un unique endomorphisme
adjoz’

Démonstration. Plagons-nous dans une base orthonormée de E. Dans une telle base, le

produit scalaire est donné par la formule
(z,y) ="'XY

avec X (resp. Y') le vecteur représentant z (resp. y) sur la base. Soit A la matrice de u sur

cette base, on a donc
(z,u(y)) ="XAY



puisque AY est le vecteur représentant u(y). Soit maintenant v un autre endomorphisme

de matrice B. On a
(v(), ) = (BX)Y ='X'BY.

Ainsi v est Padjoint de u si et seulement si ‘B = A, c’est-a-dire B = 'A, ce qui démontre

lexistence et 'unicité de 'adjoint de w. O

Remarque. La preuve du théoreme démontre que dans une base orthonormée la matrice
de I'adjoint u* de u est la transposée A de la matrice A de u. Si on change de base, alors
la matrice de u devient

B=P'AP

ou P est la matrice de changement de bases. D’un autre co6té, la matrice de 'adjoint u*
devient
B* = (P~')'AP.
Et, si on calcule
“(P'AP) ='P'A'P.
Ainsi, la transposée de B* est égale & la matrice B si et seulement si ‘P = P!, ¢’est-a-dire
si et seulement si P est une matrice orthogonale, et donc une matrice de passage entre deux

bases orthonormales. En conclusion, les matrices de u et de son adjoint u* sont transposées

uniquement dans une base orthonormale de E.



2.5.6 Endomorphismes auto-adjoints et orthogonaux

Un endomorphisme u de E est symétrique, ou auto-adjoint, s’il est égal a son adjoint

')746‘0 donc il vérifie

u(z),y) = (z,uly))

pour tout z,y € E. Par le résultat de la section précédente, on obtient

Proposition 2.34. Un endomorphisme u est symétrique si et seulement si sa matrice dans

une base orthonormée de E est symétrique.

Un endomorphisme u de F est orthogonal s’il est inversible et son adjoint est égal a

. N . — ~—
son inverse, c’est-a-dire u* = u~! et donc

(u(z),y) = (x,u™'(y))
pour tout z,y € E.

Proposition 2.35. Un endomorphisme u est orthogonal si et seulement si sa matrice dans

une base orthonormée de E est orthogonale.
—_————————

Démonstration. C’est évident puisque la matrice de ! dans toute base de E est I'inverse

de la matrice de w. O

Les endomorphismes orthogonaux jouent un role primordial dans les espaces euclidiens.

X

M



Théoréme 2.36. Soit u un endomorphisme de E. Alors, les assertions suivantes sont

équivalentes : //Z yz r
1. u est orthogonale, 7/2)
2. u préserve le produit scalaire, c’est-a-dire {x,y) = (u(z),u(y)) pour tout z,y € E,

3. u préserve la norme, c’est-a-dire ||u(x)|| = ||z|| pour tout x € E.

Démonstration. 1.= 2. Supposons que u est un endomorphisme orthogonal. Alors, pour tout

r,y € E,on a %
h

/—\J h |
(@), u(y)) = (@, @ou)(y)) = (z, (W ou)(y)) = (z,y). //L* Mil

2.= 3. Pour tout x € E, on a

lu(@)? = (u(@), u(z)) = (z,2) = ="

et le résultat suit en prenant les racines carrées puisque ||u(z)|| et ||z|| sont positifs.
3.= 1. Placons nous dans une base orthonormée de F et notons A la matrice de u sur cette

* base. Si on écrit X le vecteur représentant x € E sur cette base, on trouve
lu(@)]* = g(u(z)) = (AX) I AX

’ =
puisque AX est le vecteur représentant u(z) et que la matrice

q dans une base ortho-

normée est la matrice identité I. D’un autre coté, on a s
lz]|* = q(x)f ‘X X. 7 W %‘mehe‘_b
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Donc si |[u(x)]|? = ||z|* pour tout = € E, on doit avoir

donc ‘A = A~ ce qui implique que u est un endomorphisme orthogonal. O

2.5.7 Diagonalisation des endomorphismes symétriques
On admet le résultat suivant.

Proposition 2.37. Tout endomorphisme symétrique admet au moins une valeur propre. [Z{d&)
Le résultat principal sur les espaces euclidiens est le théoréeme qui suit.

Théoreme 2.38. Soit u un endomorphisme symétrique de E. Alors, il existe une base
p . —
orthonormée de E dans laquelle u est diagonal.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur la dimension n de E. Le résultat
est évident pour n = 1 puisqu’en dimension 1 tout endomorphisme est diagonal dans toute
base.

Supposons le résultat vrai pour n et considérons u un endomorphisme symétrique dans
un espace euclidien E de dimension n+ 1. Soit A un valeur propre de u, on sait que \ existe

par la propositidn précédente, et soit b € F vecteur propre-aSsocié a A. Posons




C{&/n:bomf o

Le vecteur a est defiorme 1 et il est propre associé

A. Posons F' =

cile de voir que a est aussi un vecte

. Alors F est un sous-egpace vectoriel de dimension diin £ — 1 = n et donc

Montrons que la restriction de u a F' est un endomorphisme de F', c’est-a-dire montrons

que u(z) € F pour tout z € F. On a

(u(z),a) = (z,ula Mz,a)y =0

puisque x € a*. Ainsi, u(z) L a et donc u(z) € a* = F. Notons v 'endomorphisme de F

induit par la restriction de u #F. On vérifie aisément que ™ est symétrique et donc, par

I'hypotheése de récurrence, Al existe une base orthonormée (ay,\.,a,) de F dans laquelle

v est diagonal. Considérons la famille (ay,...,a,,a). Par la décomposition de E donnée

ci-dessus, il est clgif que c’est une base de F. De plus, c’est une base oxghonormée puisque
tous les vecteufs sont de norme 1 et orthogonaux deux & deux. Pour finir, u est diagonal
ase puisqu’elle est uniquement formé de vecteurs propres (il est facile de voir

que les vecteurs propres de v sont aussi des vecteurs propres de ). |
Pour finir ce chapitre, on démontre le résultat trés utile suivant

Proposition 2.39. Soit u un endomorphisme symétrique de E. Deux vecteurs propres de

u pour des valeurs propres distinctes sont orthogonauz.



A/i(l’b

Démonstration. Soient A\ et Ay deux valeurs propres distinctes de u et soient x1 et zo deux

vecteurs propres associées respectivement a Ay et Ag. Alors, on a

M(T1,22) = (M1, T2)
= (u(z1),x2) car x est un vecteur propre pour A
= (z1,u(x2)) car u est symétrique
= (x1, Aox2) car T est un vecteur propre pour Ao
= (21, 72)
Ainsi, on a
(M — A2)(z1,29) =0
or A\; # Ay par hypothese, donc (x,z2) = 0. O
—9 X L %



