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Notations

Par la suite K désigne le corps des nombres rationnels Q, le corps des nombres réels R ou
le corps des nombres complexes C. (La plupart des résultats restent cependant valides
pour des corps plus généraux.)

Les vecteurs de I'espace vectoriel K" sont notés en colonne, par exemple :

1
0| eR%
2
On dénote par (uy,...,uy,) la famille composée des vecteurs uy, . . ., u,. Ainsi, la famille
1 0 0
0)J,11],10
0 0 1

est la base canonique de R3.

Soit A une matrice ou un vecteur, on note ‘A la transposée de A. Par exemple :

t /1 2 -1 1 3 0 1
3 5 0|=[2 5 2] et %1,2,3)=12
0 —2 1 -1 0 1 3

Notons que la transposée d’un vecteur ligne est un vecteur colonne.



Chapitre 1

Algebre linéaire

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels

Le but de cette section est de rappeler tres brievement les résultats les plus impor-
tants sur les espaces vectoriels. Cependant, tous les résultats et définitions utilisés par
la suite ne sont pas inclus et il sera sans doute nécessaire de se reporter aux notes des
cours précédents.

Un espace vectoriel E sur le corps K est un ensemble F non vide muni d’une
opération interne (z,y) — x4y de E x E dans E et d’une opération externe (\, x) — A-x
de K x E dans F satisfaisant les conditions suivantes :

pour tous z,y,z € E, (x+y)+z=x+ (y+ 2),

pour tous z,y € K, x+y =y + z,

il existe O € E tel que, pour tout z € F, x + 0g = x,

pour tout z € E, il existe un élément noté —z € E tel que z + (—x) = Op,
pour tous A\, u € Ket tout z € E, A+ (u-x) = (Au) - =,

pour tout x € E, 1x - = x,

pour tout A, u € Ket tout x € E, A+ p)-x=X-z+p-x,

pour tout A € Ket tousz,y € E, A\-(z+y)=A-z+A-y.

S R A o e

Remarque. En général, on écrira 0 a la place de O quand le contexte est clair pour
alléger les formules. Attention, cependant, cela signifie donc que le symbole 0 désigne
des objets différents suivant le contexte.

De méme, on écrira en général I'opération interne sous la forme Az au lieu de X - x.

On peut montrer que 0-x =0et —1 -z = —=.

Exemples.

1. Le plan euclidien R? avec I’addition des vecteurs et la multiplication des vecteurs
par un nombre réel est un R-espace vectoriel.

2. L’ensemble F des fonctions de K dans K muni des opérations f + g : = —
f(z)+g(x)et X f:ax— Af(z) est un K-espace vectoriel.

3. Le corps C des nombres complexes est un R-espace vectoriel.



Soit E un K-espace vectoriel et soit F' un sous-ensemble de F. On dit que F' est un
sous-espace vectoriel de F si I vérifie les propriétés suivantes :

1. F est non vide (note : F' doit contenir Og) ;
2. pour tous z,y € F', on a x +y € F (stable pour ’addition) ;
3. pour tout = € F et tout A € K, on a Az € F (stable pour la multiplication).

Notons qu’un sous-espace vectoriel est en particulier un espace vectoriel.

Soit E' un K-espace vectoriel et soit (z1,. .., zs) une famille finie d’éléments de E. On
note Vec(x1,...,xs) le sous-espace vectoriel engendré par les éléments de cette famille.
On peut montrer que Vec(zq,...,zs) est égal a 'ensemble des combinaisons linéaires
des x1,...,x;s, c’est-a-dire

Vec(xy,...,xn) = {A\1x1 + -+ + Ass avec Ap, ..., As € K}

La famille est libre s’il n’existe pas de relation non triviale entre les éléments de la
famille. En d’autres termes, si la seule solution de 1’équation :

Ma1 + 4 Az = 0p

avec Ai,..., s € K, est la solution évidente A\ = --- = A; = 0.

La famille est génératrice si tout élément de F peut s’écrire comme combinaison
linéaire d’éléments de la famille. C’est-a-dire si, pour tout z € F, il existe u1, ..., us € K,
tels que :

T = u1x]+ -+ ppTs.

Par définition, (x1,...,x5) est une famille génératrice de E si et seulement si £ =
Vect(x1,...,2s). Une famille est une base si elle est a la fois libre et génératrice.

Un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une base finie ou de maniere
équivalente s’il admet une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, I’'espace vec-
toriel est de dimension infinie. Parmi les exemples donnés ci-dessus, seul ’exemple 2
est de dimension infinie.

Les espaces vectoriels considérés dans ce cours sont de dimension finie, 4 moins que
le contraire ne soit explicitement mentionné.

Proposition 1.1. Supposons que E est de dimension fini et soit B = (e1,...,ep,) une
base de E. Alors :

1. Le cardinal n de la base B est indépendant du choix de la base, on appelle la
dimension de E et on note dim(FE).

2. Toute famille libre de E a au plus n éléments et une famille libre a n éléments
si et seulement si c’est une base.

3. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments et une famille génératrice
a n éléments si et seulement si c’est une base.

4. Pour tout x € E, la décomposition :

T = pre; + -+ lneéy



est unique.
On appelle vecteur représentant x sur la base B, le vecteur

2
X=1:]ek™
Un,

5. L’espace vectoriel E est isomorphe a ’espace vectoriel K™ par 'application :

K" — FE
Npa, - i) > paer + -+ finen. O
Notons qu’une famille (z1,...,x5) est libre si et seulement si dim Vect(z1,...,zs) =

On note F' un autre K-espace vectoriel. Une fonction ¢ de E dans F' est une appli-
cation linéaire si elle vérifie :
e pour tout z,y € E, p(x +vy) = p(z) + ¢(y),
e pour tout z € E et A € K, p(Az) = Ap(x).
On appelle noyau de ¢ I'ensemble des éléments de E dont I'image par ¢ est Op, on
note :
Ker o = {x € FE tel que p(z) = 0p}.

On appelle image de ¢ ’ensemble formé des images par ¢ des éléments de E, on note :
Im ¢ = {p(z) pour z € E}.

Une application linéaire injective et surjective est un isomorphisme (entre espaces
vectoriels). Une conséquence du théoréme du rang (cf. ci-dessous) est que deux espaces
vectoriels isomorphes ont méme dimension. On note L(E, F') 'ensemble des applications
linéaires de E' dans F'. On note L(E) 'ensemble des applications linéaires de E dans F,
on appelle ces applications linéaires des endomorphismes.

Proposition 1.2. Soit ¢ une application linéaire de E dans F. Alors, application ¢
vérifie aussi :

e ©(0g) =0p,

o o(—z) = —p(x).
De plus, Ker ¢ un sous-espace vectoriel de E et Im ¢ est un sous-espace vectoriel de F'.
L’application ¢ est injective si et seulement si Ker(¢) = {0} et ¢ est surjective si et
seulement si Im(p) = F'.

On a aussi ’égalité :

dim F = dim Ker ¢ + dim Im ¢.

On appelle rang de ¢ la dimension de Im ¢ ; ainsi [’égalité précédente est connue sous
le nom de “théoréme du rang”.

L’ensemble L(E, F) est un espace vectoriel. Si E est de dimension finie n et F' de
dimension finie m, alors 'espace vectoriel L(E, F') est isomorphe (aprés le choix d’une
base de E et d'une base de F) a l'espace vectoriel My, «n(K) des matrices m X n a
coefficients dans K, en particulier c’est un espace vectoriel de dimension mn. ]



Une forme linéaire est une application linéaire de E dans K (avec K un K-espace
vectoriel de dimension 1). L’ensemble des formes linéaires de E est appelé le dual d’un
espace vectoriel de E et est dénoté E* = L(FE,K), c’est un K-espace vectoriel. Pour
u € E*, on a par le théoréme du rang que : ou bien u = 0 (application linéaire), ou bien
u est surjective.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et soient F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. On dit que F = FF @& G, F est la somme directe de F' et G si 'une des
trois propriétés équivalentes est vérifiée :

1. FNnG={0} et E=F+ G,

2. FNG ={0} et dim E = dim F' 4+ dim G,

3. E = F+G et tout vecteur x € E s’écrit de maniere unique sous la forme x = y+2

avecy € Fet z € Q.

1.2 Rappels sur les matrices

1.2.1 Premiéres définitions

Soit K un corps et soient n,m > 1 deux entiers. Une matrice a coefficients dans

K de type (n,m) est une famille (a;;)1<i<n de scalaires dans K. La matrice (a;;) (on
1<j<m
omet les bornes quand il n’y pas de risques de confusion) est dénotée par un tableau

a1 ar2 v Qi
as1 a2 -+ Aam
an,1 Qan2 - 04nm

Remarque importante. le premier indice est la ligne, le deuxieme indice est la colonne.

L’ensemble de matrices a coefficients dans K de type (n, m) est dénoté par M, »,(K)
ou par M,(K) quand m = n (matrices carrées). On note I,, la matrice identité dans

Théoréme 1.3. L’ensemble M, ,,(K) est K-espace vectoriel de dimension nm. Une base

de M, m(K) est la base des matrices élémentaires (E; ;) 1<i<n oU E; j est la matrice avec
1<j<m
tous les coefficients égauz a O sauf le coefficient (i,7) €gal a 1.

Soit A = (a;;) une matrice carrée de type n. On dénote par (a1, - ,ann) la
diagonale de A. La matrice A est une matrice diagonale si a;; = 0 pour 7 # j et
donc

a; 0 - 0
0 ags - 0

A= . . .
0 0 - ann

La matrice A est triangulaire supérieure, resp. triangulaire inférieure, si tous les
coefficients au-dessous (resp. au-dessus) de la diagonale sont nulles. La transposée de



la matrice A, dénotée *A, est la matrice dont les coefficients sont a;; (symétrie par
rapport & la diagonale). On dit que A est symétrique si ‘A = A et anti-symétrique
si A = —A. La transposition est un endomorphisme de M, (K).

Théoréeme 1.4. On note S,(K) l'ensemble des matrices symétriques de M, (K) et
A, (K) lensemble des matrices anti-symétriques de M, (K). Alors, S, (K) et A, (K) sont
des sous-espaces vectoriels de M, (K). De plus, on a

2 2 _
dim S (K) = 2 ;” dim A, (K) = 2"

et My(K) = S,(K) @ A, (K).

1.2.2 Produit de matrices

Soient A = (a; ;) une matrice de type (n,m) et B = (b; j) une matrice de type (m, p),
on définit la matrice produit C' = AB de type (n,p) par C' = (¢; ;) ou

m
Cij =Y aikb,
k=1

Proposition 1.5. La produit de matrices vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour A, B et C trois matrices compatibles, on a A(BC) = (AB)C.
2. Pour A de type (n,m), on a AL, =1,A = A.

3. Pour A, B, C et D matrices compatibles, on a
A(B+C)=AB+ AC et (B+C)D=BD+CD.

4. Soient A et B deur matrices compatibles, on a '(AB) ='B'A.

Soit A une matrice carrée de type n. On dit que A est nilpotente si il existe un
entier & > 1 tel que A*¥ = 0 (matrice nulle). Le plus petit entier & > 1 tel que A* =0
est I'indice de nilpotence de A. On dit que A est inversible si il existe une matrice
carrée B de type n telle que AB = BA = I,,. On note A~! inverse. On dénote par
GL,,(K) I'ensemble des matrices inversibles de type n.

Soient A et B deux matrices de M, (K). On dit que A et B sont semblables si il
existe une matrice P € GL,,(K) telle que

B =P AP

On dit que A et B sont équivalentes si il existe deux matrices P,Q € GL,(K) telles
que
B =QAP.

Les relations “semblable” et “équivalente” sont des relations d’équivalence. Deux ma-
trices semblables sont équivalentes (mais le contraire est faux en général).



1.2.3 Image, noyau et rang d’une matrice
Soit A une matrice de M,, ,,,(K). On définit
Im(A) = {Az avec z € K™}
Ker(A) = {x € K™ tel que Az = 0}
Proposition 1.6. L’image Im(A) est un sous-espace vectoriel de K" et le noyau Ker(A)
est un sous-espace vectoriel de K™.
On définit le rang de A par rang(A) = dimIm(A). On a
Théoreme 1.7. On a
rang(A) < min(n,m),
rang(A) = rang(*4),
. Ker(A) = {0} si et seulement si rang(A) = m,
. Ker(*A) = {0} si et seulement si rang(A) =n
rang(A) + dim Ker(A) = m.

De plus, deux matrices de M, (K) équivalentes si et seulement si elles sont méme rang.

o v =

B

)

&

1.2.4 Systémes d’équations linéaires homogenes

Un systeme de m équations linéaires homogenes en n variables est un systeme
d’équations de la forme

a11%1 + a12x2 + - + a1, =0

2121 + ag2T2 + -+ ag Ty =0

(5)

Am1T1 + am 222 + -+ AmpTn = 0

ou les inconnues sont 1, ..., Z, et les coefficients a; ; sont dans K. On peut aussi réécrire
ce systeme sous la forme

AX =0
ot A = (a; ;) et X ='(x1,...,x,). Il suit que 'ensemble des solutions de (5) est égal au

noyau de la matrice A. Par le théoreme du rang, le noyau est de dimension n —rang(A).
On dit que le systeme est échelonné si a; ; = 0 pour 7 > j, c’est-a-dire de la forme

a1,121 + a1 222 +a13x3 + -+ a1 pTy = 0
ag2x2 + ag3x3 + -+ + agpty =0
(S) az3x3 + -+ azpry =0

Umndn = 0

On suppose de plus que chaque ligne contient au moins un coefficient non nul. Dans ce
cas, il est facile de voir que le rang de la matrice correspondante est m. On en déduit le
résultat suivant

Proposition 1.8. L’ensemble des solutions d’un systéme échelonné de m équations
linéaires homogénes non nulles en n variables est un espace vectoriel de dimension n—m.



1.2.5 Matrice d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension respectives n et m. Soit B =
(e1,...,e,) une base de E et soit C = (f1,..., fm) une base de F'. Soit ¢ € L(E, F) une
application linéaire de E dans F. On associe & ¢ respectivement au base B et C une
matrice (a; ;) de type (m,n) avec

pler) =a11fi+azifo+ -+ amifm
plea) =arafi +azafo+ -+ amafm

olen) =arnfi +asnfo+ -+ amnfm

C’est la matrice de ¢ respectivement aux bases B et C. Si ¢ : £ — FE est un
endomorphisme, on prend en général C = B et on parle de la matrice de ¢ respectivement
a la base B.

Théoréme 1.9. L’application p — A ot A est la matrice de ¢ respectivement auz bases
B et C est un isomorphisme d’espace vectoriels. En particulier, on a dim L(E, F') = nm.

Soient z € F et y = ¢(x). Notons X le vecteur représentant x sur la base B et YV
le vecteur représentant y sur la base C. Alors, on a Y = AX ou A est la matrice de ¢
respectivement aux bases B et C.

Proposition 1.10. Soit ¢ € L(E) un endomorphisme. Soit B une base de E et soit A
la matrice de o respectivement a la base B. Alors, ¢ est bijective si et seulement si la
matrice A est inversible. Dans ce cas, la matrice de ¢~ respectivement a la base B est

AL

1.2.6 Matrice de passage

Soient B = (e1,...,e,) et B = (€],...,e),) deux bases de E un K-espace vectoriel
de dimension n. La matrice de passage de la base B a la base B’ est la matrice
de 'identité respectivement aux bases B’ et B (attention & l'inversion!), c’est-a-dire la

matrice des vecteurs representants e’l, cee e;L sur la base B.

Proposition 1.11. Soit P la matrice de passage de la base B a la base B'.
1. P est inversible et P~ est la matrice de passage de la base B’ d la base B,

2. Pour x € E, on dénote par X et X' les vecteurs représentant x sur les bases B
et B' respectivement. On a X = PX'.

Théoréme 1.12 (Changement de base). Soient E et F' deur K-espaces vectoriels de
dimension finie. Soit ¢ : E — F une application linéaire. Soient B et B’ deux bases de
E et C et C' deux bases de F'. On pose

e P la matrice de passage de la base B a la base B,

e () la matrice de passage de la base C a la base C’,

e A la matrice de p respectivement auz bases B et C,

o A’ la matrice de ¢ respectivement auz bases B' et C'.

10



Alors, on a

A= QAP

(A et A" sont équivalentes.)
En particulier, si ¢ : E — FE est un endomorphisme et M est la matrice de ¢ res-
pectivement o la bases B et M’ est la matrice de u respectivement a la bases B, on

a
M =P 'MP.

(M et M sont semblables.)

1.2.7 Trace d’une matrice

La trace d’une matrice carrée est la somme des termes de sa diagonale, c’est-a-dire
si A= (a;;), ona

TI“(A) = Zam.

Proposition 1.13. L’application Tr : M, (K) — K est une forme linéaire (non nulle)
vérifiant, pour tous A, B € M, (K)

Tr(AB) = Tr(BA).
En particulier, deux matrices semblables ont la méme trace.

Démonstration. 11 est direct de voir que Tr est une application linéaire puisque Tr(A +
B) =Tr(A) 4+ Tr(B) et Tr(AA) = ATr(A) pour A € K. C’est une forme linéaire puisque
son espace d’arrivée est K et elle est non nulle puisque Tr(I,,) = n # 0.

Maintenant, notons A = (a;;) et B = (b; ;). D’un cote, on a C' = AB la matrice
dont les coefficients ¢; ; sont donnés par

n
Cij = ) aijbr-
k=1
Il suit que

TI'(AB) = zn: Cii = i i aiykblm.
i=1

i=1 k=1
D’un autre coté, on a D = BA la matrice dont les coefficients d; ; sont donnés par

n
dij =) bikar,.
k=1

Il suit que
n n

Tr(BA) = Zn: dii = Z Z bi ki
=1

i=1 k=1
et on a bien Tr(AB) = Tr(BA).
Pour finir, soient A et B deux matrices semblables, disons B = P~ 1AP avec P €
GL,(K). On calcule

Tr(A) = Tr(APP~!) = Tr(P~'AP) = Tr(B). O

11



Pour ¢ € L(F) un endomorphisme, on définit la trace de ¢ comme la trace de la
matrice de ¢ respectivement a une base arbitraire de E. Par le résultat précédent, cette
trace ne dépend pas du choix de cette base.

1.3 Déterminant

1.3.1 Définition par récurrence

Soit A = (a;j) € M,(K). Pour i,j € {1,...,n}, on dénote par A;; la matrice de
M,,—1(K) obtenue en supprimant la ligne 7 et la colonne j.

Exemple. On pose

5 0 -1
A=13 2 1
0 -2 4

On a alors par exemple

2 1 0o -1 5 0
A1,1—<_2 4>, A2,1—<_2 4>, A3,3—<3 2>-

On définit par récurrence la fonction déterminant det : M, (K) — K par

e det A=ajy  pour n =1,
n .
e det A= > (-1)*"ay jdet Ay ; pour n > 2.
j=1

On utilise aussi la notation suivante pour le déterminant :

a1 a2 o+ Gln a1 a12 - Gln
a1 G232 -+ A2n a1 G2 - A2q
det . . . =1 . . .
an,1 QGn2 - AQnn an,1 Aan2 - dnn
Exemples. On a
a b
= ad — bc
c d‘

ail ai2 ais
a2,1 a2 Q23| = 1,102,203 3 — 01,102,303,2 — (1,202,103,3
a3l a32 ass

+ a1,2023a031 + a1,302,103,2 — G1,302,203,1
Proposition 1.14. Supposons que A € M, (K) est une matrice diagonale ou une matrice
triangulaire supérieure ou une matrice triangulaire inférieure. Alors le déterminant de

A est le produit de ses termes diagonau.
En particulier, le déterminant de la matrice identité 1,, est 1.

12



Démonstration. On montre le résultat dans le cas triangulaire inférieur (ce qui implique
le cas diagonal). Le cas triangulaire supérieur est similaire (on suit de la formule det(A) =
det(*A) donnée plus tard). On procede par récurrence. Pour n = 1, le résultat est direct.
Supposons que n > 1 est tel que le résultat est vrai pour toutes les matrices triangulaires
inférieures de type n—1. Soit A = (a; ;) un matrice triangulaire inférieure de type n+1,
onadonca;;=0si%<j. Ona

n+1
detA = Z(—l)‘ﬂ_lal’j det Al’j =ai det A1’1.
j=1

Mais A11 = (aj+1,j+1) est une matrice triangulaire inférieur et donc det Ay 1 = a2 - - anyi1,n41
par récurrence. Ainsi, on a bien

detA=ai1- - any1n41

et le résultat est démontré. O

1.3.2 Premieres propriétés du déterminant

Soit v1,...,v, des vecteurs de K", on dénote par (vi|---|v,) la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs vy, ..., v,. On appelle déterminant de la famille (vy,...,v,)
le déterminant de la matrice (vq]-- - |vy,).

Proposition 1.15. Le déterminant d’une matrice est une application linéaire par rap-
port a chacune de ses colonnes, c’est-a-dire pour vy, ...,v,(K) et pour k € {1,...,n},
on a

1. Pour tout u € K"
det(vy| - |vp +ul- -+ |vn) = det(vy]| -« Jvg] -+ - |vn) + det(vr] -+ |ul - - - Jop),

2. Si)eK,
det(vy] -+ |Avg| -+ |vn) = Adet(vg] -« |vg| -+ - |vp).

Démonstration. On démontre le résultat pour 2. La démonstration pour I est similaire.
On montre le résultat par récurrence sur n. C’est évident pour n = 1. Supposons que
n > 1 est tel que le résultat est vrai pour toutes les matrices de type n, c’est-a-dire
quand on multiplie une colonne par A alors le déterminant est aussi multiplié par .
Soit A = (a;,;) une matrice de type n + 1 et soit A" = (a; ;) avec a; ; = a; ; si j # k et
aak = Aa; 1, (donc la colonne j est multipliée par A. On calcule

n+1

det A" = Z(—l)ﬂﬂa’l’j det A7 ;
j=1
n+1
= (=1)1ay jdet A ; + (—=1)" ' Nay g det A] 4.

7j=1
J#k

13



La matrice A} ; est une matrice de type n ¢égale a la matrice Ay avec une colonne
multipliée par A\, on a donc par récurrence det All, = Adet Ay ;. Puisque la matrice A)
ne contient pas la colonne k, elle est égale & A; ;. On a donc

n+1
det A" = (=1 ay jAdet Ay j + (—1)" Aay s det Ay
j=1
J#k
n+1
= Z(fl)ﬁ—lal,j det Al,j + (71)k+1a17k det Al,k
j=1
J#k
= Adet A. O
Proposition 1.16. Le déterminant d’une matrice est alterné par rapport a ses colonnes,
c’est-a-dire si vi,...,v, € K" et j,k € {l,...,n} avec j <k, on a
det(or] o]+ Jo] -+~ on) = = det(o] o]+ < o).

En particulier, si deux colonnes d’une matrice sont égales alors son déterminant est nul.

Démonstration. On démontre uniquement le deuxieme point (le premier point se prouve
par récurrence comme ci-dessus). Supposons que v; = vy, alors on a

det(vi] - [vj] - - |vg| -+ - |vn) = — det(vi] - - o] - - - |vg] - - - [on)

= —det(v1| .. ’Uj‘ e ‘/Uk‘ oo |/Un)
et donc det(vy|---|v;|---|vg| - - |vn) = 0. O
Les résultats sur les colonnes sont aussi vrais pour les lignes grace au résultat suivant.

Proposition 1.17. Soit A € M,,(K), on a det(A) = det(*A). En particulier, on a
e le déterminant d’une matrice est une application linéaire par rapport a chaque
lugne,
o le déterminant d’une matrice dont deux lignes sont égales est nul,
e le déterminant change de signe quand on échange deuz lignes d’une matrice,

1.3.3 Déterminants et bases

Théoréme 1.18. Soit vy,...,v, des vecteurs de K". Alors, la famille (vy,...,v,) est
une base de K" si et seulement si le déterminant de la matrice (vi]---|v,) est non nul.

Plus généralement, soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B une base
de E. Soit x1,...,x, des vecteurs de E et soient X1,...,X, les vecteurs représentant
respectivement x1, ..., x, sur la base B. Alors, la famille (x1,...,x,) est une base de E
si et seulement si le déterminant de la matrice (X1|---|Xy) est non nul.

Démonstration. On démontre le premier résultat. Supposons pour que la famille (vy, . .., vy,)
n’est pas une base. On montre que det(vy|---|v,) = 0. Puisque la famille maximale
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(v1,...,v,) nest pas une base, elle est liée. Donc il existe une relation, disons par

n
v = E )\jvj.
j=2

exemple

On a

n
det(vy] - - |vn) = det Z Ajvj|va -+ [on
j=2

= Z Aj det(vj|va] - - |vp) =0
j=2

puisque les déterminants sont tous nuls car il y a toujours au moins deux vecteurs égaux
dans chaque déterminant de cette somme.

Maintenant, supposons que (vy,...,v,) est une base. On montre par ’absurde que
det(vi|---|v,) # 0. Supposons le contraire : det(vy|---|v,) = 0. Soit (ui,...,uy) une
famille quelconque de vecteurs de K". Alors, on peut écrire les vecteurs u; sur la base

(v1,...,vy), disons
n
u]' = E )\i,j'Ui-
i=1

On calcule

n n
det(ul\ cee |un) = det <Z )\1'71U1‘| s ’ Z )\i,nvi>
=1 =1
=0 ) N2 iy det(vg, iy - i)

i1=112=1 in=1

Maintenant, considérons un des déterminants det(v;, |v;,| - - - |v;,, ) de cette derniere somme.
Ou bien il existe k # £ avec i = iy et donc ce déterminant est nul; ou bien tous les

indices sont différents et donc, en réarrangeant les colonnes, ce déterminant est égal au

signe pres a det(vi|---|v,) = 0. Ainsi, on trouve que, pour toute famille (u1,...,uy),

on a det(uy|- - |uy,) = 0. Mais ceci est absurde car si on prend pour (uy,...,u,) la base

canonique, on obtient la matrice identité I,, et son déterminant est égal a 1.

Pour le deuxieme point, on procede de la méme fagon si ce n’est qu’on prend pour
la famille (uy,...,u,) la base B. On obtient alors la matrice des vecteurs représentant
la famille (ui,...,u,) sur la base (ui,...,u,) qui est aussi la matrice identité. O

1.3.4 Déterminant d’un produit de matrices

Le résultat principal est le suivant

Théoréme 1.19. Soient A et B deux matrices dans My (K). On a

det(AB) = det(A) det(B).
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Corollaire 1.20. Un matrice A dans M, (K) est inversible si et seulement si det(A) # 0.
On a alors det(A™1) = det(A)~L.

Démonstration. Supposons que A est inversible, alors il existe une matrice A~! telle que
AA™L =1,. Onaalors det(AA™1) = det(I,,) = 1. Puisque det(AA~1) = det(A) det(A~1),
on en déduit que det(A) # 0 et det(A~!) = 1/det(A).

Supposons a présent que det(A) # 0. On montre que A est inversible. Supposons que

A = (v1]|---|v,). Alors, on sait que la famille (vy,...,v,) est une base de K" et donc
A est la matrice de passage de la base canonique a la base (v1,...,vy); elle est donc
inversible. O

1.3.5 Calculs du déterminant

Soit A = (a; ;) € My(K). Pour chaque coefficient a; ; de A, on appelle cofacteur de
a;; la quantité o
cofact(a; ;) = (—1)""7 det(A; ;)

ou, comme précédemment, A; ; est la matrice de type n — 1 obtenue en supprimant la
ligne i et la colonne j. On a

Proposition 1.21. Pour touti € {1,...,n}, on a le développement du déterminant de
A suivant la i-ieme ligne

n

det(A) = Z a; j cofact(a; ;).
j=1

De méme, pour tout j € {1,...,n}, on a le développement du déterminant de A suivant
la j-iéme colonne

det(A) = Z a; j cofact(a; ;).
i=1

Pour A € M,,(K), on définit la comatrice de A par
Comat(A) = (¢;5) avec ¢; ; = cofact(a; ;).
Corollaire 1.22. Soit A € M,,(K), on a
A'Comat(A) = ‘Comat(A) A = det(A) L,.

En particulier, si A € GL,(K), on a

1Ly
A = det(A) Comat(A).

Soit m > 1 un entier. Une bijection o : {1,...,n} — {1,...,n} est appelé une
permutation sur n lettres. L’ensemble des permutations sur n lettres est dénoté S, ;
c’est un groupe pour la composition.
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Proposition 1.23. I eziste une unique fonction surjective sign : S,, — {—1,+1} telle
que, pour tous o,m € Sy, on a

sign(o o m) = sign(o)sign(m).
On appelle cette fonction la signature.

Théoréeme 1.24. Soit A = (a;;) une matrice carrée de type n. Alors, on a

n

det(A) = Z sign(o) Hai,a(i)'

oESH i=1

Proposition 1.25. Soient A, B et C trois matrices dans M, (K) et soient M € My, (K)

telles que
A|B
M= (+0 5 ) .

Alors, on a det(M) = det(A) det(C).

1.3.6 Déterminant d’un endomorphisme

Soit ¢ € L(E) avec E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de
E et soit A la matrice de ¢ respectivement a la base B. On définit le déterminant de
¢ par det(p) = det(A).

Proposition 1.26. Le déterminant de ¢ ne dépend pas du choixz de base B. De plus,
les assertions suitvantes sont équivalentes

. det(p) # 0,

~

2. @ est injective,

3. ¢ est surjective,

4. @ est bijective,

5. Ker(p) = {0},

6. Im(p) = F,

7. rang(p) = dim(E).

Démonstration. On montre le premier point. Soit B’ une autre base de E et soit A" a
matrice de ¢ respectivement & la base B’. Alors, on a A’ = P71 AP ot P est la matrice
de passage de la base B a la base B'. 1l suit

det(A’) = det(P71AP) = det(P) ™! det(A) det(P) = det(A)

et donc det(y) ne dépend pas du choix de la base.

On montre les équivalences. On sait déja que 2 <= 5 et 3 <= 6. On a aussi
directement 6 <= 7 par la définition du rang. Par le théoreme du rang, on a rang(y) =
dim(E) si et seulement si dim Ker(p) =0 et donc 7 <= 5. On a donc 2 < 3 <—
4 < 5 <= 6 <= 7.1l reste donc juste a relier 1 avec les 6 autres assertions. Mais,
on sait que ¢ est bijective si et seulement si la matrice de ¢ dans toute base de E est
inversible et donc si et seulement si det(y) # 0. O
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1.4 Valeurs propres et vecteurs propres

1.4.1 Premiéres définitions

Soit A € M,(K). Un vecteur non nul v € K" est un vecteur propre de A si il
existe A € K tel que Av = A\v. Dans ce cas, on dit que A est la valeur propre associée
a v. Un scalaire A € K est une valeur propre de A si et seulement si il existe un vecteur
v € K" (non nul) dont c’est la valeur propre associée. L’ensemble des valeurs propres de
A est appelé le spectre de A.

Proposition 1.27. Un vecteur v € K", v # 0, est un vecteur propre de A de valeur
propre 0 si et seulement si v € Ker(A). En particulier, O est valeur propre de A si et
seulement si det(A) = 0.

Démonstration. On a : v vecteur propre de valeur propre 0 ssi Av = 0-v = 0 ssi
v € Ker(A) ce qui démontre le premier point. Maintenant, 0 est valeur propre ssi il

existe v # 0 dans Ker(A) donc ssi Ker(A) # {0} ssi det(A) = 0. O
Exemple. On considére la matrice A = <(1) (1)) On a alors

() ()=0)

donc le vecteur (1, 1) est vecteur propre de A associée & la valeur propre 1. Par ailleurs,

0 1N/1)_ (-1)_ (1
1 0 -1) \1) —1
donc le vecteur ¥(1, —1) est vecteur propre de A associée a la valeur propre —1.

Le résultat suivant est une généralisation directe du résultat précédent.

Proposition 1.28. Soit A € K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. X est valeur propre de A,
2. Ker(A — MI,,) # {0},
3. det(A — AL,) =0.
Soit A une valeur propre de A. On appelle sous-espace propre associée a A, dénoté

E), 'ensemble formé des vecteurs propres associés a A et du vecteur nul. On a donc
E =Ker(A — A\I,,) et ainsi E) est un sous-espace vectoriel de K.

Proposition 1.29. Soit A\ une valeur propre de A. Alors E), est stable par multiplication
par A. De plus, si p est une autre valeur propre de A alors Ex N E, = {0}.

Démonstration. Soit v € Ey. On a Av = \v € E) puisque FE) est un espace vectoriel.
Maintenant, supposons que v € Ey N E,,. Alors, on a Av = Av = pv d’ott (A — p)v =0
et donc v = 0 puisque A # p. O

Ce résultat se généralise a plusieurs valeurs propres. Une conséquence est que la
matrice A a au plus n valeurs propres.

Proposition 1.30. Soient \i,..., s des valeurs propres distinctes de A. Alors, les
sous-espaces propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe. O
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1.4.2 Rappels sur les polynomes

On rappelle que K[T] dénote ’ensemble des polynomes en coefficient dans K en la
variable T'. Soit f(T) € K avec f # 0, on a

F(T) = agT? + ag1 T+ + ag

avec ag,...,aq € K et ag # 0. L’entier d > 0 est le degré de f. Le scalaire aq est le
coefficient dominant de f. On dit que f est unitaire si son coefficient dominant est égal
al.
Proposition 1.31 (Division euclidienne). Soient f(T') € K[T] avec f(T) # 0. Alors,
pour tout polynome g(T) € KT, il existe deux polynomes q(T),r(T) € K[T] tels que
g(T) = f(T)q(T) +r(T) et r(T) = 0 ou deg(r) < deg(f). De plus, les polynémes q et
r sont uniques. On les appelle le quotient et le reste de la division (euclidienne) de g
par f.

Si le reste de la division de f par g est 0, on dit que f divise g. Supposons que

deg(f) > 1. On dit que f est irréductible si, pour factorisation f = gh avec g, h € K[T],
on a deg(g) = 0 ou deg(h) = 0. Sinon, f est dit réductible.

Théoréme 1.32 (PGCD). Soient f et g deux polynomes dans K[T] tels que 'un des
deuz au moins est non nul. Alors, il existe un unique polynome unitaire d(T') € K[T) tel
que d divise f et d divise g, et si h(T) € K[T] est un polynome tel que h divise f et g,
alors h divise d. On appelle d le plus grand commun diviseur (PGCD) de f et g.

Soient f et g deux polynémes dans K[T'] tels que I'un des deux au moins est non nul.
On dit que f et g sont premiers entre eux si leur PGCD est 1.

Théoréme 1.33 (Relation de Bezout). Soient f et g deux polynémes dans K[T] tels
que l'un des deuxr au moins est non nul. Alors, f et g sont premiers entre eux si et
seulement si il existe deux polynomes u,v € K[T|] tels que

FTW(T) + g(T)o(T) = 1.

Soit f € K[T] avec f # 0. On dit que a € K est racine ou zéro de f si on a

fla)=0.

Proposition 1.34. Soit f € K[T] avec f # 0 et soit a« € K. Alors, o est racine de f si
et seulement si (T — «) divise f.

Démonstration. On fait la division de f(T') par T — «
f(T) = (T = a)g(T) +r

avec r € K puisque deg(T — «) = 1. Puisque « est racine de T — «, on trouve que « est
racine de f si et seulement si 7 = 0 si et seulement 7' — « divise f(T). O
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Soit o une racine du polynéme f(7T) € K[T']. On peut écrire de maniére unique

f(T) = (T = )"g(T)

avec m > 1, un entier, et g un polynome tel que g(a) = 0. On appelle I'entier m la
multiplicité de la racine a.

Un polynéme f(7T') € K[T], non nul et de degré > 1, est dit scindé sur K si f possede
toutes ses racines dans K ; en d’autres termes, il existe a7, ...,a; dans K et des entiers
mi...,my > 1 tels que

f(T)=(T—ay)™ - (T —ay)™. (1.1)

Théoréme 1.35. Tout polynome est scindé sur C.

1.4.3 Polynome caractéristique

Soit A € M, (K), le polyndme caractéristique de A est défini par
CA(T) =det(A-T1,).
C’est un polynoéme de degré n dont le terme dominant est (—1)".

Proposition 1.36. Deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.
De plus, on a det(A) = C4(0) = ag et Tr(A) = —an—1 ot Ca(T) = ap+ a1 T+ --- +
an 1T 1 + (=1)"T™.

Démonstration. On montre juste la premiere affirmation; 'affirmation concernant le
déterminant est directe a montrer. Soient A et B deux matrices semblables. Par hy-
pothese, il existe une matrice inversible P telle que B = P~1AP. On calcule
Cp(T) = det(P'AP - T1,)
=det(P1(A-T1,)P)
= det(P) ' det(A — T'L,) det(P) = Ca(T). O

Théoreme 1.37. Un nombre A € K est valeur propre de A si et seulement si \ est une
racine de Ca(T).

0 2). On calcule

Exemple. On considere la matrice A = ( 1o

- T 2\ _ 2
Ca(T) = det( 1 —T> =T" -2

Les deux racines sont —v/2 et v/2, ce sont donc les deux valeurs propres de A. On vérifie
que V2 est bien une valeur propre en cherchant un vecteur propre correspondant. On
cherche donc v = (z,y) tel que

0 2\ [z x 2y = 2z
= \/§< > —
(1 0) <y> y z =2y
Une solution est t(\/i, 1), c’est bien un vecteur propre de valeur propre V2.
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1.4.4 Polynéme minimal et théoréme de Cayley-Hamilton
Soit f(T) = N™T™ + --- + \MT + Ao € K[T] un polynéme a coefficients dans K et
soit A € M, (K) une matrice carrée. On définit

FA) = A A™ + -+ M A+ NI, € M, (K).

Proposition 1.38. Soient f et g deux polynomes dans K[T] et soit A € M,(K), on a
1. (f+9)(A) = f(4) +9(A),
2. (f9)(A) = f(A)g(A) = g(A) f(A).

Soit A € M, (K). On appelle polynéme annulateur de A tout polynoéme non nul
f € K[T] vérifiant f(A) =0 (matrice nulle).

Exemple. Soit A € M3(K). Le polynéme caractéristique de A est
Ca(T) =T? — Tr(A)T + det(A).
On montre que Cy(T') est un polynéme annulateur de A.

Proposition 1.39. Toute matrice carrée possede un polynome annulateur.

Démonstration. Soit A € M,(K). Posons m = dim(M,(K)) = n?. On considere la
famille de matrices (I,,, A, A%, --- , A™) Cette famille posseéde m + 1 et donc elle est liée.
Ainsi, il existe Ag, ..., A\ € K, non tous nuls, tels que

Mol + -+ 2 AM = 0.
Il suit que le polynome A, 7" + - - - + Ao est un polynéme annulateur de A. O

Soit A € M,,(K). On appelle polynéme minimal de A, le polynéme unitaire m 4(7")
annulateur de A et de plus petit degré.

Proposition 1.40. Soit A € M, (K). Le polynome minimal ma(T) de A est unique et
divise tout polynome annulateur de A.

Démonstration. On montre pour commencer la deuxiéme assertion. Soit f(7) un po-
lynéme annulateur de A. Par division euclidienne, on peut écrire

f(T) = ma(T)q(T) +r(T)

avec 7(T") = 0 ou deg(r) < deg(ma4). Supposons que r # 0. Puisque f(A) = ma(A4) =0,
on en déduit que r(A) = 0 et donc r est un polynéme annulateur de A avec deg(r) <
deg(m4). Ceci est une contradiction car le degré de my4 est minimal. Ainsi, on a r = 0
et ma(T) divise f(T).

Maintenant, supposons que mg(7") € K[T] est un autre polynéme unitaire annulateur
de A avec deg(ma) = deg(myg). Alors, on a que m4(7") divise mo(7T). Comme ils sont
de méme degré, il suit qu’il existe A € K tel que mo(T') = Ama(T). Mais, comme les
polynémes mq(7T) et m4(T') sont unitaires, on trouve que A = 1 et donc mo(T) = ma(T).
Donc le polynéme minimal est bien unique. ]
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Le résultat fondamental sur les polynomes annulateurs est le suivant.

Théoréme 1.41 (Cayley-Hamilton). Le polynéme caractéristique d’une matrice carrée
est un polynome annulateur de cette matrice. En d’autres termes, pour A € M, (K), on

a Cy(A)=0. (]

Corollaire 1.42. Soit A € M, (K). Soit f(T) est un polynome annulateur de A, alors
les valeurs propres de A sont parmi les racines de f. En particulier, un scalaire A € K
est une valeur propre de A si et seulement si A est une racine de ma(T).

Démonstration. Soit A € K une valeur propre de A. Alors, il existe un vecteur non nul
x tel que Ax = Az. On pose f(T) = a,T" + --- + ap et on calcule

f(A)z =a,A"x + -+ - + a1 Az + apx = ap Nz + - - - + a1 Az + agx = f(\)z.

D’un autre c6té, on a f(A) = 0 puisque f est un polynéome annulateur de A et donc on
a f(A) = 0 puisque = # 0. On a bien montré que A est une racine de f.

Maintenant, le polynome minimal m, divise le polynoéme caractéristique puisque
le polyndome caractéristique est un polyndéme annulateur par le théoreme de Cayley-
Hamilton. Donc les racines de m4 sont parmi les valeurs propres de A. En combinant
avec le premier point, on en déduit que les racines de my4 sont exactement les valeurs
propres de A. O

1.4.5 Valeurs propres d’'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit ¢ € L(F) un endomorphisme de
E. Un scalaire A € K est un valeur propre de A si 'une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

1. Tl existe un vecteur v € E, v # 0, tel que ¢(v) = Av,

2. Ker(u — Aid) # {0},

3. det(u — Aid) = 0,

4. Soit B une base de E et soit A la matrice de ¢ sur cette base, alors A est valeur
propre de A.

Comme précédemment, dans ce cas, on appelle vecteur propre associé a A, tout
vecteur v non nul tel que p(v) = Av.

Le polyndéme caractéristique de ¢ est le polynéme caractéristique de la matrice
de A dans une base de E. Comme vu précédemment, ce polyndme ne dépend pas du
choix de la base et on le note C,(T').

Proposition 1.43. L’ensemble des valeurs propres de ¢, appelé le spectre de p, est
égal a Uensemble des racines dans K du polynome caractéristique Cy(T).

1.5 Diagonalisation

1.5.1 Probleme de la diagonalisation

Soit A € M, (K). On dit que A est diagonalisable si A est semblable & une matrice
diagonale, c’est-a-dire s’il existe une matrice P € GL,(K) et une matrice diagonale D
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de type n telles que
A=PDP.

Supposons A diagonalisable, diagonaliser A consiste & calculer des matrices P et
D vérifiant cette relation. (En général, les matrices P et D ne sont pas uniques.)

Théoréeme 1.44. Soit A € M, (K). Alors, la matrice A est diagonalisable si et seulement
si il existe une base de K™ formée de vecteurs propres de A.

Démonstration. Supposons que la base (v1,- -+ ,vy,) de E est formée de vecteurs propres
associées respectivement aux valeurs propres Aq,...,A,. On pose P = (vi]---|v,). On
calcule

A 0O - 0

0 X - 0
AP = (Avy| -+ |Avy) = (Mv1] -+ | Apop) = P : :
0 -+ 0 A\,
et donc A est diagonalisable.
Réciproquement, supposons A diagonalisable. Soient P € GL,(K) et D diagonale

telles que A = PDP~!. Alors, on vérifie comme ci-dessus que les colonnes de P forment
une base de K™ composée de vecteurs propres de A. O

Corollaire 1.45. Supposons A est diagonalisable. Soit (vy,...,v,) une base de K™ telle

que, pour i = 1,...,n, le vecteur v; est vecteur propre de A associée a la valeur propre
Ai. On pose
M O - 0

0 XN --- 0
P=(vi|-|vy) e D=1| . .

0 -~ 0 M\,
Alors, on a A= PDP™.

Corollaire 1.46. Soit A € M, (K). Supposons que A posséde n valeurs propres dis-
tinctes. Alors, A est diagonalisable.

Démonstration. Soient A\q,..., A, les valeurs propres de A et soit vy, ..., v, des vecteurs
propres associés. Alors, on a les sous-espaces vectoriels Kvq,...,Kuv, sont en somme
directe et donc (v1,...,v,) est une base de K" formée de vecteurs propres. O

Attention : il peut exister des matrices dans M, (K) avec strictement moins de valeurs
propres que n qui sont pourtant diagonalisables.

1.5.2 Caractérisation des matrices diagonalisables

Soit A € M, (K). On rappelle que, pour A une valeur propre de A, on dénote par E)
le sous-espace propre associé a A, c’est-a-dire

E) =Ker(A — \L,).

23



Proposition 1.47. Soit A une valeur propre de A et soit m la multiplicité de A comme
racine du polynome caractéristique Co(T) de A. Alors, on a

1 <dim E) <m.
On en déduit la caractérisation des matrices diagonalisables.
Théoréme 1.48. Soit A € M, (K) et soient \1,...,\s les valeurs propres de A. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est diagonalisable,
2. On GJK":E)\I@H-@E)\S,

3. Pour i =1,...,s, on a dimE), = m; ot m; est la multiplicité de \; comme
racine de Cy(T) et
mi+ -+ mg=n.

Corollaire 1.49. Supposons que le polynome caractéristique Cx(T) de A n’est pas
scindé sur K. Alors, A n’est pas diagonalisable.

Ce corollaire ne s’applique que quand K # C car tout les polynéme sont scindés sur C.
De fait, il existe des exemples de matrices carrées réelles qui ne sont pas diagonalisables
sur R, mais sont diagonalisables sur C.

1.5.3 Meéthode de diagonalisation

Soit A € M, (K). La méthode pour déterminer si la matrice A est diagonalisable et
la diagonaliser si c’est possible est la suivante :

1. Calculer le polynéme caractéristique C'4(7T") de A.

2. Calculer les racines A,..., A\; de C4(T') dans K et leur multiplicité m, ..., ms.

3. Simg +---+ms < n alors Cy(T) n’est pas scindé et A n’est pas diagonalisable
et le processus s’arréte.

4. Pouri=1,...,s, faire
(a) Calculer la dimension d de Ej,.
(b) Si d < m,, alors A n’est pas diagonalisable et le processus s’arréte.
(c) Calculer une base (vj1,...,Vim,;) de E,.

5. La matrice A est diagonalisable. On pose

P= (vl Jovm |- lvsal - |vsm,) et D=

la matrice P est obtenue en réunissant les bases calculées en 4.(c) et la matrice
D est la matrice diagonale avec sur la diagonale les valeurs propres Aq, ..., As
répétées avec leur multiplicité. Alors, on a

A=PDP L
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Exemple. On cherche a diagonaliser la matrice

2 -1 1
A=10 1 1
0 0 2

1. On calcule Cy(T) = T3 — 5T2 + 8T — 4.
2. Laracine A\; = 1 est évidente. On divise Ca(T)/(T —1) = T? —4T +4 = (T —2)*.
Donc on a m; = 1 et 'autre racine est Ao = 2 de multiplicité mo = 2.

3. Puisque mj + mg = 3, il n’y a pas d’obstacle (pour l'instant) & diagonaliser A.

4. i=1:A=1letm=1.
(a) Le vecteur v =!(z,y,2) € Fy ssi Av =0 ssi
2r—y+z==x . z—y+z=0 . {x—y:O
Yy+z=y ssi z=0 ssi
z=0
22 =2z z2=0

(b-c) Donc Ej est de dimension 3 — 2 = 1 avec pour base (*(1,1,0)).
4. 1=2: A=2etm=2.

(a) Le vecteur v =!(z,y,2) € F2 ssi Av = 2uv ssi

20 —y+2z=2x —y+z=0
Y+ 2z =2 ssi —y+2=0 ssi —y+z2z=0
2z =2z 0=0

(b-c) Donc Es est de dimension 3 — 1 = 2 avec pour base (}(0,1,1),%(1,0,0)).

5. La matrice A est diagonalisable. On pose
1 01 100
P=1110 et D=0 2 0
010 0 0 2
etona A= PDP !

1.5.4 Applications de la diagonalisation des matrices

Proposition 1.50. Supposons que A est diagonalisable et que les valeurs propres de A
sont A1, ..., s de multiplicité mq,...,mg. Alors, on a

TrA=mi\ +---+mghs et det A=A\"-. ],
Démonstration. Soient P € GL,(K) et D la matrice diagonale dont la diagonale est

(Aly ooy Ay Agy e ey Ag)
—— —

mi ms

de telle sorte que A = PDP~!. Alors, on a

Tr(A) = Tr(PDP™Y) = Tr(D) = my Ay + - - + mg)s,
det(A) = det(P)det(D)det(P~') = det(D) = A*"* - - - A=, O
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Remarque. Pour K = C, le résultat est aussi vrai si la matrice A n’est pas diagonali-
sable.

Notons que diagonaliser une matrice n’est pas une méthode efficace pour calculer
le déterminant d’une matrice en général. De fait, pour cela, il est déja nécessaire de
calculer le polynéme caractéristique Cx(T') de A est

C4(0) = det(A).
Proposition 1.51. Soit A € M, (K). Soient P € GL,(K) et B € M,,(K) telles que
A= PBP !

Alors, pour tout k > 1, on a
Ak = pBFpL,
Si, de plus, B est inversible alors A est inversible et, pour tout k > 1, on a
A% = pBTkpT1,

Démonstration. Soit k> 1, on a

AF = (PBP Y (PBP™Y)...(PBP™)
k fois
= PB(P 'P)B(P'P)---(P7'P)BP!
=PB---BP'=pPB*P~1
k fois

Dans le cas ou B est inversible, on a
A(PB™'P™YY=PBP'PB™'P=PBB'P ' =PP 1 =1,

et donc A~1 = PB~1P~1. Le reste de la démonstration se fait de maniére similaire au
cas précédent. ]

Soit D la matrice diagonale dont la diagonale est

(A, An)
avec A, ..., \, € K. Alors, pour tout k > 1, la matrice D¥ est diagonale et sa diagonale
est
k k
(AT, AN,

Si, de plus, A1 --- A, # 0, alors D est inversible et, pour tout k > 1, la matrice D" est
diagonale et sa diagonale est
AR o).

n

En combinant la proposition et cette remarque, on peut en déduire des formules pour
les puissances de matrices diagonalisables.
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Exemple. Considérons la matrice

2 1
A= .
(i 2)
Les valeurs propres sont 1 et 3 et on trouve la diagonalisation

_ _1 (-1 1 (1 0
A=PDP avecP—<1 1 et D= 0 3/

1 /-1 1
-1 _
F _2<1 1)'
On en déduit que, pour tout k € Z, on a
g (C1 1)1 0N /-1
1 1)\0 3¢)2\1 1

_ 18R 3R -1
T2 \3F -1 3F4+1)”

Une autre application de la diagonalisation est pour le calcul de I'exponentielle de
matrice. Pour A € M,,(K), on pose

Notons que

A 1 1 1
— _ 2 3 2 : k
k>0

L’exponentielle de matrices joue un role important notamment dans la résolution des
systemes d’équations différentielles linéaires.

Remarque. La fonction classique exponentielle est donnée, pour z € C, par

k

ezzz%.

k>0

Théoréme 1.52. Pour tout A € M,(K), la matrice e? existe et vérifie les propriétés
sutvantes :

1. La matrice e? est inversible et son inverse est e_A,

2. Soient A, B € M, (K) deuz matrices qui commutent, c¢’est-a-dire AB = BA, alors

3. Soit P € GL,(K), une matrice inversible, on a

—1 _
ePAP™ — peAp—1
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Démonstration. La preuve de 2. est similaire & la preuve de la formule classique e**# =
e®e? pour a, 8 € C. Maintenant, on a

eeT M =e =e =
donc e est inversible et son inverse est e~ ce qui prouve 1. Finalement, pour la preuve
de 3, on a
PAP-1 _ kp-1 _ 1 Y1 pap-a
e _Zk'PAP Zm pAkp- (Zk!A>P = PP~ O
k>0 k>0 k>0

Comme dans le cas des puissances de matrices, le fait essentiel est que I'exponen-
tielle d’une matrice diagonale est facile a calculer. Plus précisément, soit la matrice
diagonale D dont la diagonale est (M1, ..., \,), alors la matrice e est diagonale avec
pour diagonale

Exemple. Considérons la matrice

2 1
A= <1 2) .
Les valeurs propres sont 1 et 3 et on trouve la diagonalisation

3 . (-1 1 (10
A=PDP avecP<1 1> etD(O 3).

Notons que

On en déduit que

o
b

Il
Ll SN
|
[S—
==
~_
N
o
oo
N~
N =
N
[a—
—
—_ =
~
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Chapitre 2

Algebre bilinéaire

2.1 Formes bilinéaires

2.1.1 Définitions

Soit ¥ un K-espace vectoriel. Une forme bilinéaire est un application ® de E x F
dans K linéaire par rapport a chaque argument. C’est-a-dire, pour z,z’,y,y € FE et
AeK,ona:

O(x+2,y) = ®(z,y)+ 2(2',y),
o(z,y+y) = @(z,y)+2(z,y),
S(Az,y) = D(z,\y) = AP(x,y).

Les formes bilinéaires constituent un K-espace vectoriel, noté La(E). Nous détermi-
nerons la structure de cet espace dans la prochaine section.

Exemples.
1. E=R, &(z,y) = xy.

1
2. E = C(0,1)), &(f.g) = /0 F(Hyg(1—t)dt.

Dorénavant, on suppose E de dimension finie n. Soit B = (ey,...,e,) une base de
FE, on écrit les décompositions :

n
r = Z /\i €;,
i=1
n
y = Z Hi €;-
i=1
Par la linéarité de @, on trouve alors que :

O(x,y) = Z Z ipj (e, e5).

i=1 j=1
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On pose a; j = ®(e;,€e;) et on introduit la matrice A = (a;;) € M,(K). On appelle A la
matrice représentant ¢ sur la base B. On note X (resp. Y) le vecteur représentant
x (resp. y) sur la base B. L’expression matricielle de ® est donnée par :

d(x,y) ='X AY.

Remarque. La réciproque est aussi vraie, toute application de E x E dans K qui peut
s’écrire sous cette forme est une forme bilinéaire.

Théoréme 2.1. L’application de Lo(K) dans M, (K) définit par ® — A ot A est la
matrice de ® relativement a une base fixée de K, est un isomorphisme. En particulier,
Lo(K) est de dimension n?. l

Pour conclure cette section, on étudie la transformation de la matrice A quand on

/

change la base B. Ainsi, soit B/ = (€],...,€},) une autre base de E. Posons X’ (resp. Y”)

le vecteur exprimant z (resp. y) sur B’. On note P la matrice de changement de base de
la base B & la base B'. (Rappel : c’est la matrice dont les colonnes sont les expressions
des vecteurs €} sur la base B.) On a ainsi :

X=PX e Y=PY,

d’ou :
O(x,y) ='XAY ='X""PAPY’

et la matrice A’ représentant ® sur la base B’ est :

A =tPAP.

2.1.2 Formes bilinéaires symétriques ou alternées

Soit ® une forme bilinéaire de E. On dit que ® est symétrique si, pour tout z,y € F,
on a

®(z,y) = @(y, v).
On dit que ® est anti-symétrique si, pour tout x,y € E, on a
P(z,y) = —P(y, 7)
Finalement, on dit que ® est alternée si, pour tout z € F, on a
O (z,z) = 0.

Exemple. Soit E = M,(K). On considere I'application ® : E x E — K définie par
®(A, B) = Tr(AB). L’application ® est une forme bilinéaire. Elle est symétrique car on
a la relation Tr(AB) = Tr(BA) pour toutes matrices A, B € M, (K).

Proposition 2.2. Toute forme bilinéaire est alternée si et seulement si elle est anti-
symétrique.

30



Démonstration. Soit ® une forme bilinéaire alternée. Pour z,y € E, on a ®(x + y,x +
y) =0 =®(z,z) + P(y,y) + D(x,y) + ®(y,z) = ®(z,y) + P(y,z). On en déduit que
O(x,y) = —P(y,x) et ¢ est anti-symétrique.

Soit ® une forme bilinéaire anti-symétrique. Soit x € E. On a ®(z,z) = —P(z, )
d’ott 2@ (z,x) =0 et ®(z,x) = 0. O

On fixe une base B de E. Soit ® € Lo(FE) et soit A la matrice de ® relativement
a la base B. La forme ® est symétrique si et seulement si A est symétrique, c’est-a-
dire ‘A = A. La forme ® est alternée si et seulement si ‘A = —A, on dit que A est
anti-symétrique ou alternée.

On note Sym,(F) ’ensemble des formes bilinéaires symétriques et Alto(E) 'ensemble
des formes bilinéaires alternées. On vérifie facilement que ce sont des sous-espaces vec-

toriels de La(FE).

Théoréme 2.3. On a
La(E) = Symy(E) @ Altg(E).

Démonstration. Le seul point qui n’est pas direct est le fait que La(E) = Sym,(F) +
Alta(E). Soit @ € Ly(K). On pose

P(z,y) + Py, 2)
2

(I)(Z‘, y) — (I)(ya .CE) )

et (I)l(x7 y) -

On vérifie facilement que ®¢ est symétrique et ®; est anti-symétrique. De plus, on a
directement ® = &y + 4. ]
2.1.3 Noyau et rang des formes bilinéaires symétriques ou alternées

Soit ® une forme bilinéaire. On peut définir deux notions de noyau a gauche et a
droite de la maniere suivante

Ker &, = {z € E tel que ®(z,y) =0,Vy € £}
Ker®; = {y € E tel que ®(x,y) =0,Vx € E}.

En termes de matrice, étant donné une matrice A de type n, cela revient a considérer
d’une part l’ensemble des vecteurs X tels que ‘XA = 0 et d’un autre coté I’ensemble
des vecteurs Y tels que AY = 0. Si la matrice A est symétrique ou anti-symétrique, on
a

IXA=0 <= 'XA) =0 = "AX =0 <= AX =0.

On en déduit résultat suivant.
Lemme 2.4. Soit ® une forme bilinéaire symétrique ou alternée. On a Ker @, = Ker ®,.

On peut donc définir, pour ® symétrique ou alternée, le noyau de ¢ comme

Ker® = {z € E tel que ®(z,y) =0,Vy € E} = {y € E tel que ®(z,y) =0,Vz € E}.
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Soit @ une forme bilinéaire symétrique ou alternée. Soit B une base de E. On note
A la matrice de ® relativement a la base B. On montre que la dimension du noyau de
® est égale a la dimension du noyau de A. On a donc par la formule du rang

dim Ker ® = n — rang A.

Le rang d’une forme bilinéaire symétrique ou alternée ® est défini comme le rang d’une
matrice A représentant ® relativement a une base arbitraire de E. On note rang ®. La
formule ci-dessus donne le résultat suivant.

Proposition 2.5. Soit ® une forme bilinéaire symétrique ou alternée de E, on a
dim F = rang ® + dim Ker ®. O

Une forme bilinéaire symétrique ou alternée ® est non dégénérée si son noyau est
I’espace nul, ce qui revient a dire que son rang est maximal. Dans le cas contraire, on
dit que @ est dégénérée.

Proposition 2.6. Soit ® une forme bilinéaire symétrique ou alternée. Soit A la matrice
représentant ® dans une base arbitraire de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ® est non dégénérée,
2. det(A) # 0. O

Exemples. Soit U la forme bilinéaire sur R? définie par :
U("(x1,22), "(y1,92)) = z1y1 + Tay1 + T1y2 + T2y,
= z1(y1 +y2) +22(y1 +y2) = (21 + 22) (Y1 + ¥2)-
La matrice de ¥ sur la base canonique est
1 1
o=(i 1)

dont le déterminant est nul. Donc ¥ est dégénérée. Le noyau de ¥ est la droite d’équation
1+ 29 = 0.
Soit @ la forme bilinéaire sur R? définie par :

O("(w1,m2,23), (Y1, Y2, Y3)) = —221Y2 + T1Y3 + 2T2y1 — ToYs — T3Y1 + T3y2
= 21(—2y2 + y3) + 2(2y1 — y3) + x3(—y1 + y2).
Ainsi, sous forme matricielle :

—2y2 + Y3
(" (21, w2, 23), (Y1, y2, y3)) = (w1, 22, %3) | 2y1 — 3
—Y1+ Y2

D’ol 'expression matricielle de ® sur la base canonique de R? est donnée par la matrice

0 -2 1



La forme ® est alternée. Le déterminant de A est 0, donc ® est dégénérée. Pour trouver
le noyau, on résout le systeme

—2y2+y3 =0
21 —y3 =0
—y1 +y2=0.

Donc Ker @ = Vec('(1, 1, 2)).

2.2 Orthogonalité

Soit ® une forme bilinéaire de E. Soient z,y € E. On dit que y est orthogonal a
x (relativement & ®) si on a ®(x,y) = 0. On note L ¢ y ou = L y plus simplement
quand il n’y pas de risque de confusion. Si ® est symétrique ou alternée, la relation
d’orthogonalité est symétrique : z L y si et seulement si y L z. Dans le cas ou ® est
symétrique ou alternée, tout élément de Ker ® est orthogonal a tous les éléments de F.

On suppose pour la suite que ¢ est symétrique ou alternée.

Pour tout z € E, on pose :

et ={y e Etelquex L y=0}.
Plus généralement, si X' est un sous-ensemble non vide de E, on pose :
X1 = {y € E tel que z L y pour tout = € X},
ainsi - = {z}*. On appelle 2 (resp. ) 'orthogonal de = (resp. de X).

Proposition 2.7. Soit X un sous-ensemble non vide de E. Alors X est un sous-espace
vectoriel de E contenant Ker ®.

Démonstration. On montre facilement que z est un sous-espace vectoriel. Maintenant,

on a
Xt = ﬂ Tt
zeX
C’est donc bien un sous-espace vectoriel puisque 'intersection d’un nombre quelconque
(non nul) de sous-espaces vectoriels est toujours un sous-espace vectoriel. Le fait que X'+
contienne Ker ® vient du fait que les éléments de Ker ® sont orthogonaux & n’importe
quel élément de F par définition. O

Les propriétés suivantes de ’orthogonal se montrent sans difficultés :
e Si X C), alors Vi c XL,
o X C(xh)".
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2.2.1 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. L’orthogonal F- de F (toujours par rapport
a la forme bilinéaire fixée ®) est un sous-espace vectoriel de E. Nous allons étudier les
relations entre F' et F-. On a d’abord le premier résultat.

Proposition 2.8.
1. Soit X une partie de E. On a X+ = Vec(X)*.
2. Soient I et G deux sous-espaces vectoriels de E. On a (F + G)* = F- NG+,

3. Soit H un sous-espace vectoriel de E et soit (hy,...,hs) une famille génératrice
de H. Alors, x € H- si et seulement si x L h; pouri=1,...,s.

Démonstration. On prouve le point 1. On a X C Vec(&), d’ott Vec(X)+ c X+, Pour
lautre inclusion, soit u € X' et soit £ = Mx1+-- -+ A5 € Vec(X) avec z1,...,x5 € X.
On a

O(z,u) = MP(z1,u) + -+ AP(x5,u) =0
et donc X+ C Vec(X)* ce qui acheve la preuve de ce point.

Pour le point 2, on a F C F+G et donc (F+G)+ C F. De méme, on a (F+G)* C
G+ et donc (F + G)*+ ¢ F+ N G*. Pour I'inclusion inverse, on considere z € F+ NG+,
Soit a+b € F + G avec a € F et b € G. On calcule ®(z,a +b) = ®(z,a) + ®(z,b) =0,
donc F NG+ C (F + G)* et I'égalité est démontrée.

Finalement, pour le point 3, on voit directement que si € H+ alors z L h; pour
i=1,...,s. Réciproquement, supposons que x L h; pouri=1,...,s. Soit y € H, alors
il exists Aq,...,As € K tels que y = Ajhy + -+ + Ashs. On a donc

O(x,y) = M®(z, hy) + -+ AsP(z, hs) = 0.
Il suit que z € H* et le résultat est démontré. ]
Exemple. Soit £ = M, (K) lespace vectoriel des matrices carrées de type n et a
coefficients dans K. On considere la forme bilinéaire symétrique ® : F x E — K définie
par ®(A, B) = Tr(AB). Soit M;;(K) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques.
On calcule M3(K)L. Soient 4,5 € {1,...,n}, on note M, ; la matrice élémentaire dont
le coefficient de la ligne i et colonne j est égal a 1 et tous les autres sont égaux a 0.
Les matrices M; ;j, pour 1 < 4,5 < n, forment une base de E et les matrices M; ; + M ;
engendrent M (K). Soit A = (a;;) € E. On regarde & quelles conditions A L (M;; +
Mjﬂ'). On a
TI‘(A(MZ‘J' + Mjﬂ')) = TI‘(AMZ"]') + TY(AM]‘J) =i+ aj;

et donc A L (M; j+M;;) si et seulement si a; j; = —a;;. Par la partie 2 de la proposition,
il suit que A € MS(K)L si et seulement si on a a; ; = —a;; pour tout 1 <4, 5 < n. Donc
lorthogonal de Mj3(K) pour ® est le sous-espace vectoriel des matrices alternées.

Théoreme 2.9. On a
dim F*+ = dim E — dim F 4 dim (F N Ker ®) .

En particulier, on a
dim F+ >dim FE — dim F.

De plus, si ® est non dégénérée, on a dim E = dim F + dim F* et (FY)+ = F.
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Exemples. Sur R?, on considere la forme bilinéaire :

O(*(x1,22), "(y1,92)) = 191 — Tayo.

Soit D la droite d’équation v; = vs. C’est un sous-espace vectoriel de R2. Calculons son
orthogonal. Les éléments de D sont les vecteurs de la forme (), \) avec A € R. Donc le
vecteur f(y1,%s2) est dans D' si et seulement si

D("(AA), (W1, y2)) = Adyr — Aya =0

pour tout A € R. Clairement, cette condition est équivalente & y; = y» et donc D+ = D.

Sur R?, on considere la forme bilinéaire :

U (21, 22, 23, 24), (Y1, Y2, Y3, Y1) = T1y1 — Tayo.

On note F' le plan défini par les équations :
vl — U2 = 0,
V4 = 0.

Ainsi, F est 'ensemble des vecteurs ‘(A \, i1, 0) avec A, 4 € R. Maintenant, un vecteur
Yy, y2, y3, y4) € R* est dans F*- si et seulement si :

\Il(t(Aa )‘nu'v 0)7t(9179273/3ay4)) = )\(yl - y2) =0

pour tout \, # € R. Donc l'orthogonal F+ de F' est I’hyperplan défini par ’équation

Y1 = Y2,

c’est-a-dire I'ensemble des vecteurs (A, \, i, v) avec A, y, v € R. Maintenant, il est facile
de voir que l'orthogonal de F- est F- lui-méme et donc F-+ # F. Notons que ceci
implique que ¥ est dégénérée par le théoréme précédent, ce qui est facile a voir car, par
exemple, /(0,0,1,0) est dans le noyau de V.

Corollaire 2.10. Soit F un sous-espace vectoriel de E. On o E = F®F* si et seulement
si FNF+ = {0}.

Démonstration. Supposons que E = F @ F*. Alors, on a F'N F+ = {0} par définition.
Réciproquement, supposons que FNF+ = {0}. Il est facile de voir que FNKer ® C F NEF-+
et donc F N Ker® = {0}. 1l suit par le théoreme que dim E = dim F 4 dim F*+ ce qui
implique, avec F' N F+ = {0}, que E = F @ F+. O

2.3 Formes quadratiques

2.3.1 Premieéres définitions

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Une application de ¢ : £ — K est une
forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire ® sur E avec

Q(x) = (I)(:IZ, JZ)
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pour tout x € F.
On remarque qu’une forme quadratique n’est pas une application linéaire. En effet,
pourz € Fet \€K,ona:

g(\z) = d(\z, Az) = N2®(x, z) = A2q(x).

Notons que la forme quadratique ¢ est nulle si et seulement si ® est alternée.
On note Q(E) 'ensemble des formes quadratiques sur E. On vérifie directement que
Q(E) est un sous-espace vectoriel.

Exemple. Posons E = R? et

Qi (z,y) = 11 + 21Y2 — 22201

ot z = (w1, 22) et y = *(y1,92) sont deux vecteurs de E. La forme quadratique corres-
pondante est

q(x) = ®1(z,x) = r1201 + T2 — 22001 = x% — 2129.
Notons que la forme bilinéaire

Po(z,y) = 21y1 — 2192
définit la méme forme quadratique.

Comme remarqué dans ’exemple précédent, plusieurs formes bilinéaires différentes
peuvent définir la méme forme quadratique. Cependant, on peut associer a chaque forme
quadratique une unique forme bilinéaire symétrique.

Proposition 2.11. L’espace vectoriel Q(E) est isomorphe a Symy(FE), l’espace vecto-
riel des formes bilinéaires symétriques sur E, par Uapplication qui associe a une forme
quadratique q la forme bilinéaire symétrique, appelée forme polaire de q, et définie par

Qx,y) = % (g +y) —q(x) — q(y)) .

Démonstration. On considere I'application d : Ly(F) — Q(F) qui associe a une forme
bilinéaire ® la forme quadratique g(x) = ®(x,z). On vérifie directement que c’est une
application linéaire. Elle est surjective par définition. Son noyau est clairement le sous-
espace vectoriel Alta(E) des formes bilinéaires alternées. Puisque Lo(E) = Symy(E) @
Alty(E), on en déduit que la restriction de d & Symy(E) est un isomorphisme. Cela
montre qu’il existe une unique forme bilinéaire symétrique () associée a g. Pour trouver
I'expression de (), on calcule

qz+y)=Qr+y,x+y) =Qx,r)+Q(z,y) +Qy,z) + Qy,y)
=q(z) +2Q(z,y) +q(y)- O

Soit B = (e1,...,e,) une base de E. Soit ® une forme bilinéaire (arbitraire) telle
que ¢(z) = ®(x,z) et A la matrice de ® sur la base B. On a donc

q(r) ='XAX.
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On calcule

Qr,y) =

(X +Y)A(X+Y)-"'XAX - 'Y AY]

(X +"Y)AX+Y) - 'XAX - 'Y AY |

(XAX +'XAY +'YAX +'YAY —'XAX — 'Y AY]
['XAY +'Y AX].

N DI NI DN

Notons que ‘X AY et 'Y AX sont en fait des matrices de type 1, c’est-a-dire des éléments
de K. En particulier, on a 'Y AX = ('Y AX) = ! X' AY, et ainsi

Qz,y) ="X5 (A+'A)Y.

Donc la matrice de @ est % (A + tA). La matrice de ¢ sur une base B de E est par
définition la matrice de la forme bilinéaire () sur B. Ainsi, cette matrice est toujours
symétrique.

Exemple. La forme polaire Q de la forme quadratique g définie dans I’exemple précédent
peut étre calculée en utilisant la méthode donnée dans la preuve ci-dessus. On calcule
la matrice Ay de la forme bilinéaire ®; définissant ¢, on trouve

1 1
we (D)

Donc la matrice B de la forme polaire () est donnée par

st =5 [(% o)+ ()= (e )

Ainsi on trouve

1 —-1/2
Q(z,y) = (z1,32) <_1/2 0/ > (g;) =Ty — %$1y2 - %@yl-

On trouve évidemment la méme expression si on part de la forme bilinéaire ®5 puisqu’elle
définit aussi gq.

Une autre maniere de calculer la forme polaire a partir de ’expression de la forme
quadratique ¢ est d’utiliser la regle suivante : on remplace dans I'expression les termes
de la forme Ax? (termes carrés) par Az;y; et les termes de la forme px;z; avec i # j
(termes rectangles) par %,u(:viyj + x;y;). Ainsi dans I'expression

2
Q(x) =T — X172,
le terme w% devient x1y; et le terme —z1xo devient —%xlyQ — %.%'2:1/1.

On appelle espace quadratique un couple (E, q) formée d’un espace vectoriel F
(de dimension finie) et d’une forme quadratique ¢ sur E.
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2.3.2 Autres invariants d’une forme quadratique

On définit le noyau et le rang de g comme le noyau et le rang de Q. La forme
quadratique g est dégénérée si Ker g # {0}, sinon ¢ est non dégénérée (ou réguliére).
Un vecteur x est dit isotrope si ¢(x) = 0. Si la forme quadratique ¢ admet un vecteur
isotrope non nul, on dit que ¢ est isotrope. L’ensemble C'(q) formé des vecteurs isotropes
de g est le cone isotrope de g. En général, ce n’est pas un sous-espace vectoriel (mais
c’est un cone, c’est-a-dire stable par multiplication par un élément de K). Il contient
toujours le noyau de gq.

Exemple. Soit ¢(z) = 2% + 27122 = 271(21 + 72). La matrice de ¢ (sur la base
. 21 . . :

canonique) est ( 1 0). Puisqu’elle est de déterminant non nul, on a Kerg = {0}. D’un

autre coté, on voit que g est isotrope puisque les vecteurs ¥(0, 1) et ¢(1, —1) sont isotropes

pour ¢q. (Remarque : le vecteur /(0,1) + ¢(1,—1) = !(1,0) n’est pas isotrope.)

2.4 Réduction des formes quadratiques

2.4.1 Bases duales et contraduales

On rappelle que E*, appelé espace dual de E, est ’espace des formes linéaires de F.
Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Les formes coordonnées &1, ..., &, pour la base
B sont les éléments de E* définies de la maniere suivante : pour tout x € E, on peut
écrire de maniére unique

T =Ae1+ -+ Anen

et on pose pour 1 <t <n:

On a donc
x=&(x)er + -+ &n(x)ey.

Les formes coordonnées vérifient les équations

1 sii=j

Giley) = { 0 sinon.
Exemple. On pose E = R? et on considere la base (e1, e, e3) avec
e1="'(1,0,-1), ey ="0,2,1), e3="0,0,1).

On calcule la forme &;. Pour o = (21, 22, 23), comme &; est une forme linéaire, elle est
de la forme & (x) = A2y + Aaxo + A\3z3 avec Aq, Ao, A3 € R & déterminer. On doit avoir

51(61)21 )\1—)\3:1 )\1:1
61(62)20 <~ 20 + A3 =0 — A =0
§i1(e3) =0 A3 =0 A3 = 0

On a donc &;(x) = x1. On trouve de méme &o(x) = %JL‘Q et &3(x) = 1 — %332 + x3.

38



Proposition 2.12. La famille (&1,...,&,) est une base de E*. On l'appelle la base
duale de B et on la note B*.

Démonstration. Montrons que c’est une famille libre de E*. Soit une combinaison
A&+ o+ Anén = Op-
avec Ay, ..., A\, € K. La relation précédente signifie que
Méi(x)+ -+ Nn(z) =0
pour tout x € E. Maintenant, pour 1 <17 < n, on trouve
AMéiles) + -+ Andnlei) = A =0,

et donc tous les coefficients de la relation sont nuls, ce qui prouve que la famille est libre.
Montrons a présent que cette famille est génératrice. Soit f un élément de E*. Pour
tout ¢ =1,...,n, on pose
pi = f(e;)
et on vérifie directement que

f=m& + -+ ppén. O

Proposition 2.13. Soient B et C deuz bases de E. Soient B* et C* les bases duales
correspondantes. On note P la matrice de passage de la base B a la base C. Alors, la
matrice de passage de la base B* a la base C* est 'P™1.

Démonstration. On note B = (e1,...,en), C = (€},...,€l), B* = (&,...,&,). Par
définition, on a pour tout j € {1,...,n}

¢y =prjer+ -+ pnjen
ou P = (p; ;). Pour j € {1,...,n}, on définit
Xj=q 6+ + njién
ott P71 = (g; ;). On calcule
n n n n on n
Xi(€5) = ari€el(€f) =D ari Y pri&ele) = D) aripii&e(er) = > QriPrj-
k=1 k=1 =1 k=1 1=1 k=1

Et ainsi on obtient x;(f;) = d;; donc la base (x1,...,Xn) est la base duale de C ce qui
prouve le résultat. O

Corollaire 2.14. Soit F une base de E*. Alors il existe une unique base B de E telle
que la base F est la base duale de B. La base B s’appelle la base contraduale de F.

Démonstration. On note C une base quelconque de E et C* sa base duale. On note M la
matrice de passage de la base C* a la base F. Alors, la base B de F telle que la matrice
de passage de la base C & la base B est 'M ! est la base contraduale de F. O
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Exemple. On pose E = R3. On considere la base (f1, fo, f3) de E* avec

filz) =21 —x2  folx) = —x3, f3(x) =21 + 22 + 73.

On calcule la base contraduale (e, ez, e3). On pose e; = (21, 12, x3) avec x1, T2, 73 € R
a déterminer. On doit avoir

filer) =1 1 —T9 =1 x1=1/2
faler) =0 <= { —x3= = (ap=—1/2
f3(91):0 T1+x2+a3=0 z3 =0

On a donc e; = t(%, —%,0). On trouve de méme ey = t(%, %,—1) et eg = t(%, %,0).

2.4.2 Formulations du probleme

Soit ¢ une forme quadratique sur E. Notons @) sa forme polaire. Le probleme de la
réduction de ¢ est de trouver une base B = (eq,...,e,) de E dans laquelle la matrice
de ¢, c’est-a-dire par définition la matrice de @, est diagonale. Dans une telle base, on
a alors

Q(BZ’,ej):O 817’75]7
c’est-a-dire e; L e; si i # j. On dit que la base B est orthogonale (relativement a ¢).

Exemple. La base canonique de K" est orthogonale pour la forme quadratique g(x) =
2 2

En terme de matrices, notons A la matrice de ¢ par rapport a une base fixée C de
E. Réduire g revient a chercher une matrice P inversible telle que la matrice

‘PAP

est diagonale. La matrice P est alors la matrice de passage de la base C a une base
orthogonale pour g.

Finalement, en termes algébriques, réduire ¢ revient a trouver une base dans laquelle
I’'expression de g sous la forme

q(z) = Mz + - 4 Nzl

Réduire ¢ revient aussi a décomposer le polynéme quadratique homogene P(z1,...,zy)
représentant ¢ par rapport a une base fixée C en une somme de carrés de formes linéaires
indépendantes

P(xy,...,2,) = Alfl(xl,...,$n)2 —|—---—|—)\nfn(x1,...,xn)2.

Dans ce cas, on dit que la forme g est décomposée en somme de carrées de formes
linéaires indépendantes ou juste décomposée.

Proposition 2.15. Soit g une forme quadratique et soient fi, ..., fn des formes linéaires
indépendantes telles que

q(.%') = )\lfl(x)2 +-+ )‘nfn(x)2'

Alors, la base contraduale de la base (f1,..., fn) de E* est une base orthogonale pour q.
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Démonstration. Notons (eq, ..., e,) les vecteurs de la base contraduale de la base (f1, ..., fn)-

Pour i € {1,...,n}, on a ¢(e;) = A;. Maintenant, pour i # j, on a
1 1
Qlei ej) = 5 lalei +e5) —aler) —alej)] = 5 [N+ A — A = X] = 0. O

Théoreme 2.16. Toute forme quadratique admet une base orthogonale.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur la dimension de E. Suppo-
sons que dim E = 1. Alors toute base de E est orthogonale pour ¢ et le résultat est
démontré.

Supposons a présent que le résultat est démontré pour la dimension m avec m > 1
fixé. On considere ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension m+1.
On note @ la forme polaire associée a g. Si ¢ est la forme quadratique nulle, c’est-a-
dire g(x) = 0 pour tout x € E, alors toutes les bases de E sont orthogonales pour g.
Sinon, il existe un vecteur a € E tel que g(a) # 0. On pose H le sous-espace vectoriel
engendré par a et H+ l'orthogonal de H par rapport a Q. Le sous-espace vectoriel H
est non isotrope car sinon il existe un élément b non nul dans H N H+, d’ott b = \a
pour A € K, A # 0 et Q(a,b) = AQ(a,a) =0, ainsi g(a) = 0, contradiction. Donc H est
non isotrope et il suit par le Corollaire que E = H & H'. Maintenant, notons p la
restriction de ¢ & H- et P la forme polaire de p. En fait, il est facile de voir que P est
la restriction de Q & H' x H*. Puisque dim H+ = dim E — dim H = m, ’hypothése
de récurrence implique qu’il existe une base B’ = (e1,. .., e,) de H orthogonale pour
p. Alors, B = (a,e1,...,e,) est une base orthogonale de E. En effet, B est une base de
E car c’est 'union d'une base de H et de H*. Puis on a Q(e;, e;) = P(e;,e;) = 0 pour
i # 7, et de plus Q(a,e;) = 0 pour tout i puisque a € H et e; € H*. Donc B est bien
une base orthogonale pour ¢ et le résultat est démontré pour la dimension m + 1. [

2.4.3 Réduction de Gauss

L’algorithme suivant, inventé par Gauss, permet de décomposer n’importe quel po-
lynéme quadratique homogene en somme de carrés de formes linéaires indépendantes.
Nous commencons par expliquer cette méthode sur deux exemples.

Exemples. On considere le polynéome quadratique homogene
q(x) = ZE% — 2x1w9 + 4dx123 — 201704 + 5ZE§ — 8wows + 14wowy + 51:% — 8x3wy + lOaji.

On commence par travailler avec les termes carrés, par exemple le terme x2. On va
compléter le carré commencant par z%. Pour cela on commence par mettre 2z; en facteur

q(z) = 22 + 221 (—x2 + 223 — x4) + 523 — Swows + 1dwowy + 525 — 81314 + 1027
et on utilise la formule suivante

(a1 +---+ax)* = (somme des carrés) + 2 (somme des doubles produits)

= a%—i—-~+ai+2a1a2+'~+2a1ak+2aga3+-~—|—2ak,1ak.

Ainsi les termes :U% + 221 (—x2 + 223 — z4) forment le début du développement de

2

(:L’l ] +2x3 —.734) = HZ%+$% +4CE§ +LUZ21 —2371:L’2 +4x1x3 — 2:L’1:U4 —4372:r3+2x2x4 —4:L’3LU4.
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De surcroit, les termes manquant ne font plus intervenir x; et donc si on remplace, on
obtient

q(x) = (r1 — xo + 223 — :E4)2 + 4:5% — 4xox3 + 122074 + a:% — 4x334 + 9xi,

c’est-a-dire une expression de g sous la forme d’une somme entre le carré d’une forme
linéaire fi(x) = x1 — 2+ 2x3 — x4, plus un polynoéme quadratique homogene qui ne fait
plus intervenir la variable .

On continue le procédé avec la variable zo. On écrit

q(z) = (21 — x2 + 203 — 24)” + 4 (93% + 229 (— 33 + S24)) + 22 — dasxy + 922,
et donc on a fait apparaitre le début de
(xo — %xg + %x4)2 =22+ ix% + %xi — xows + 3xowy — %wgrm.
En remplagant dans I’expression de ¢, on trouve
q(r) = (x1 — 22 + 23 — 564)2 + 4(z — %xg + %x4)2 + 2x374.

On ne peut plus a présent appliquer la méme méthode puisqu’il n’y a plus de carrés
dans la partie a réduire. Dans ce cas, on utilise 'identité suivante

1
ab:Z[(a—l—b)Q—(a—b)Z],

ce qui nous donne finalement
q(z) = (1 — w2 + 223 — 24)? + (w2 — ja3 + §wa)? + (w3 — 20)” — F(w3 + 20)%,

On peut vérifier sans difficultés que les formes linéaires de cette décomposition sont bien
indépendantes.

Considérons a présent le polynome quadratique homogene
q(z) = z1x2 + 22103 — X124 + T2x3 + 3T2T4 + IT3T4.

Il faut utiliser la deuxieéme technique puisqu’il n’y a pas de termes carrés. Cependant, ici
la situation est moins simple que dans le cas précédent puisqu’il ne suffit pas d’appliquer
la formule donnée ci-dessus pour faire “disparaitre” les variables. On procede de la
maniere suivante : on choisit deux variables, par exemple les variables x1 et 5. On groupe
les termes en écrivant le terme en xjxo puis les termes ol ces variables interviennent en
factorisant x1 et x9

q(z) = x122 + 21 (223 — x4) + x2(23 + 324) + 2324,
On utilise a présent I'identité
wv +ua+vb=(u+b)(v+a)—ab
et on déduit

r1x9+ 21 (203 —x4) Fx2(x3+324) = (21 + 23+ 324) (T2 + 223 —24) — (223 —24) (w3 + 324).
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On remplace et on simplifie pour obtenir
q(z) = (z1 + 23 + 324) (22 + 223 — 24) — 203 + dagay + 327
et on utilise la formule donnée ci-dessus
q(z) = i(ml + 29 + 33 + 21:4)2 — i(a:l — X9 — T3 + 4:1:4)2 — 23:% + 4z3Ts + 3:@21

On termine la réduction en utilisant la premiere méthode. Les termes —2$§ + 4324
forment le début de

—2(333 — $4)2 = —2$§ + 4333%4 - 2@21.
On remplace et on obtient ’expression :
q(x) = i(l"l + 29 + 3x3 4 224)% — i(fﬂl — 29 — w3+ 4x4)? — 2(23 — 14)? + B2l

Pour un polynéme quadratique donné, la réduction de Gauss consiste donc a utiliser
plusieurs fois 'une ou I'autre des deux techniques suivantes jusqu’a ce que la réduction
soit terminée

e il existe un terme x? dans I'expression, par exemple x?, on écrit le polynome
sous la forme

q(z1, ..., xn) = A2 +x1f(xo, .. xn) + ¢ (20, . .., )

avec X\ # 0, f une forme linéaire et ¢’ un polynéme quadratique homogene. Puis
on fait les transformations suivantes

ﬂ%w~ww::Aﬂﬁ+mf@?g””]+ﬂmw”mm
= flxa,.m)]® f(xa, ... 2p)?
- >\|:x1+ o\ —i—q(a:g,...,xn) 75
On pose
2
s(wg,...,xn) :q/(x27,“’xn) — M

4
et on est ramené a la réduction du polyndéme quadratique homogene s qui com-
porte une variable de moins.

e S’il n’y a pas de termes carrés, on sélectionne un terme en z;x; avec i # j, par
exemple x1z9, et on met ¢ sous la forme

q(x1, .. xn) = Ar120 + 21 f (T3, o, Tn) + T2g(T3, - s Tn) + ¢ (T3, Tp)

o X # 0, f et g sont des formes linéaires et ¢’ est un polynome quadratique
homogene. Puis, on fait les transformations suivantes

fw +x29($3">\”’$”)} + ¢ (z3,...,2n)

= A[(:ﬁ—i—i) <x2+§>]+q’—f)\g

A f+a\ A
1 <$1+£L’2+)\> (561 $2+T

q(x1,...,xp) = )\[mlxg—kxl

+s
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ou s = ¢ — fg/\ est un polynéme quadratique homogene avec deux variables de
moins que s.

La validité de l'algorithme est assurée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.17. L’algorithme de Gauss calcule une décomposition en somme de carrées
de formes linéaires indépendantes.

Démonstration. On procede par récurrence sur le nombre de variables. S’il y a une seule
variable, alors le résultat est démontré puisque dans ce cas tout polynéome quadratique
homogene est de la forme Az?. Maintenant, soit n > 1. Supposons que la méthode de
Gauss appliquée a un polynéme quadratique homogene avec au plus n variables renvoie
bien une décomposition en somme de carrés de formes linéaires indépendantes.

On considere un polynéme quadratique homogene ¢ en n + 1 variables. On suppose
q non nul car sinon le résultat est évident. Supposons que l'on se trouve dans le pre-
mier cas, c’est-a-dire ¢ contient un terme en x?, par exemple x% Alors on calcule une
décomposition

q(x1,. . Tpg1) = (g, . .. ,a:n+1)2 + s(x2, ...y Tpy1)

avec t une forme linéaire et s un polynéme quadratique homogene. D’apres I’hypothése de
récurrence, on peut décomposer s en somme de formes linéaires indépendantes f1,..., fy
ne faisant intervenir que les variables xo, . .., z,11. Maintenant, en regardant I’expression
de t; donnée par la méthode, on trouve que la matrice de la famille (¢, f1,..., f,) sur
les variables x1,...,z,11 est de la forme

o A est la matrice de la famille (f1,..., f,) sur les variables xo, ..., x,41. En parti-
culier, le déterminant de M est égal au déterminant de A qui est non nul puisque les
fi,.--, fn sont indépendantes. Donc les formes linéaires de la décomposition de ¢ sont
indépendantes.

De méme, dans le deuxieme cas, on a une décomposition de la forme

q(ml, - ,(L‘n+1> = [tl(xl, .. ,wn+1)2 — tg(xl, - ,wn+1)2} + S(xg, .. ,xn+1).

L’hypothese de récurrence affirme qu’on peut décomposer s en somme de formes linéaires

indépendantes f1, ..., fn—1 ne faisant intervenir que les variables s, ..., ;1 1. Les formes
particulieres de ¢; et to donnent que la matrice de la famille (¢1, 2, f1,..., fn—1) sur les
variables z1,...,z,11 est de la forme

1 1 *

1 -1 = *

M = 0 0
A
0 0
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ou A est la matrice de la famille (fi,..., fn—1) sur les variables z3, ..., z,+1. En particu-

lier, le déterminant de M est égal —2 det A qui est non nul puisque les f1,..., fn,—1 sont
indépendantes. Donc les formes linéaires de la décomposition de ¢ sont indépendantes.
O

2.4.4 Classification des formes quadratiques sur R et sur C

Deux formes quadratiques sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes si ils
existent des bases de E sur lesquelles elles ont la méme matrice.
On commence par un résultat général sur le rang des formes quadratiques.

Théoréeme 2.18. Soit g une forme quadratique. Les trois quantités suivantes sont égales
a. Le rang de q;
b. Le nombre de vecteurs non isotropes dans une base orthogonale de q ;

c. Le nombre de formes linéaires apparaissant avec un coefficient non nul dans une
décomposition de q en somme de carrés de formes linéaires indépendantes.

Démonstration. Commencons par démontrer que a. = b. On note @ la forme polaire de
g et r son rang. On a dim Ker Q = n — r par le théoreme du rang. Soit B = (eq,...,e,)
une base de E orthogonale pour g. Notons ¢t le nombre de vecteurs non isotropes et
ordonnons les vecteurs de la base de telle sorte que les ¢t premiers vecteurs sont non
isotropes. La matrice de @) sur la base B est diagonale avec les premiers ¢ coefficients
non nuls et les autres nuls. Il est donc clair que r = t.

On montre a présent que b. = c¢. Soit

q(z) = Mfir(z)® + - 4 Ao fo(2)?

avec A1, ..., As non nuls, une décomposition de ¢ en somme de carrés de formes linéaires
indépendantes. On complete la famille (fi,..., fs) en une base (fi,..., fn) de E*. On
pose B = (e1,...,e,) la base contraduale, c¢’est une base orthogonale pour ¢. Calculons

qlei) = A fi(e)® + - + Ao fs(ei).

On a fj(e;) = 0sii# j et fi(e;) = 1, et ainsi, on trouve que g(e;) = 0 pour i > s et
q(ei) = A; # 0 pour i < s. Ainsi le nombre de vecteurs non isotropes de la base B est s
et I’égalité est démontrée. O

On en déduit la classification des formes quadratiques sur C.

Corollaire 2.19. Soit ¢ une forme quadratique sur un C-espace vectoriel E& de dimen-
sion finie. Soit r le rang de q. Alors il existe une base (ey,...,e,) de E pour laquelle on
a

avec * = x1€e1 + -+ + Tpen.
Ainsi, deux formes quadratiques de E sont équivalentes si et seulement si elles ont le
meéme rang.
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Démonstration. Soit (€},..., e, ) une base orthogonale de E. Par le théoréme, on peut

rn
supposer que €/, ..., e, sont non isotropes et €. ;,..., ey sont isotropes. Pour i =
1,...,r ilexiste a; € C, oy # 0, tels que o = g(el). On pose e; = e} /a; pouri=1,...,r
et e; = el pour i = r+1,...,n. Il est clair que ¢ a bien I'expression voulue sur cette
base. O

On s’intéresse a présent au cas des formes quadratiques sur R. Dans une décomposition
de ¢ en somme de carrées de formes linéaires indépendantes, on note s le nombre de
formes avec un coefficient strictement positif et ¢ le nombre de formes avec un coefficient
strictement négatif. On appelle le couple (s,t) la signature de q.

Théoréme 2.20 (Sylvester). Soit g une forme quadratique de signature (s,t). Alors, la
stgnature ne dépend pas du choix de la décomposition. De plus, on a

1. Dans une base orthogonale pour q, il y a s vecteurs dont limage par q est stric-
tement positive et t dont l'tmage par q est strictement négative.

2. Il existe des sous-espaces vectoriels E+ et E~ tels que
dim(Et) = s, dim(E™) = ¢,

E=FEt®E ®FE*,

q(z) > 0 pour tout x € E* \ {0},

q(z) < 0 pour tout x € E~ \ {0}.

3. Le rang de q est s +t. ]

On en déduit la classification des formes quadratiques réelles.

Proposition 2.21. Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E de di-
mension finie. Soit (s,t) la signature de q. Alors il existe une base de E pour laquelle
on a

o) = 28t R —ayy = o
avec r = xr1€1 + -+ + Tpen.
Ainsi, deux formes quadratiques de E sont équivalentes si et seulement si elles ont la

O

méme signature.

Une forme quadratique ¢ est dite positive (resp. négative) si elle vérifie g(z) >
(resp. g(z) < 0) pour tout x € E. Si, de plus, la forme quadratique ¢ vérifie q(x) #
pour tout z # 0, alors elle est dite définie positive (resp. définie négative).

0
0

Proposition 2.22. Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel de dimension
n.

q est positive si et seulement si elle est de signature (m,0) avec 0 < m < n.

q est négative si et seulement si elle est de signature (0,m) avec 0 < m < n.

q est définie positive si et seulement si elle est de signature (n,0).

q est définie négative si et seulement si elle est de signature (0,n). O

Soit ¢ une forme quadratique définie (positive ou négative), on remarque que q est
non dégénérée car sinon il existe un vecteur x non nul dans Ker ¢, donc x est isotrope,
c’est-a-dire = # 0 et g(x) = 0 ce qui donne une contradiction.
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2.5 Espaces euclidiens
2.5.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit F un R-espace vectoriel.

Théoréme 2.23. Soit ¢ une forme quadratique de E. On suppose q positive et on note
Q sa forme polaire. Pour tous x,y € E, on a

Q(z,y)* < q(x)q(y).
De plus, si q est définie positive, on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. Soit t € R, on considere le polynome f : R — R défini par

f)=qlz+ty) = Qz+ty,z+ty)
Q(z, ) + Q(ty, ty) +2Q(x, ty)
= q(z) + tq(y) + 2tQ(z, ).

Puisque ¢ est positive, on a f(t) > 0 pour tout ¢ € R. Si y est isotrope, alors le polynoéme
f est de degré <1 et ne change pas de signe. Ceci n’est possible que s’il est constant et
donc Q(z,y) = 0. On a alors trivialement 'inégalité. Si y n’est pas isotrope, f(t) est un
polynome de degré deux qui ne change pas de signe et donc son discriminant est négatif.
On calcule

A = (2Q(x,y))* — 4q(z)a(y) <0,

et le résultat suit en divisant par 4 l'inégalité.

Supposons que ¢ est définie positive. Si g(z) = 0 alors = 0 et tout vecteur est
colinéaire a x. Sinon, ’égalité implique que le discriminant s’annule et f(t) a une racine
dans R, disons ty. On a donc f(ty) = g(z + toy) = 0 donc x = —tgy, c’est-a-dire x et y
sont colinéaires. O

Corollaire 2.24. Soit g une forme quadratique positive, alors le noyau de q est égal au
cone isotrope de q.

Démonstration. On sait déja que tout vecteur de Kerq est isotrope, il reste donc a
montrer la réciproque : tout vecteur isotrope est dans Ker q. Soit x un vecteur isotrope,
on obtient par le précédent théoreme que, pour tout y € E, on a

Q(z,y)* < q(x)q(y) =0
d’ott Q(x,y) = 0 pour tout y € E d’ou = € Kerg. dJ
Une application directe de ce corollaire est le résultat suivant

Proposition 2.25. Soit q est une forme quadratique positive. Alors, q est non dégénérée
si et seulement si q est définie. ]
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2.5.2 Définitions et premieres propriétés

On appelle espace euclidien un espace vectoriel réel E de dimension finie muni
d’une forme quadratique définie positive q. On appelle la forme polaire de ¢ le produit
scalaire de E et on la note

(z,9).

2]l = Va(x) = v/ (2, z)

Pour z € E, on pose

la norme de z.

Par les résultats précédents, on sait que le produit scalaire est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée.

La norme vérifie les propriétés suivantes :

1. |lz|| > 0 pour tout z € E,

2. ||z]| = 0 si et seulement si z = 0,

3. || Az|| = |A| - ||x|| pour tout x € E et A € R,
4. [z, y)| < |lz[| - [[y[| pour tout z,y € E,
5. |z +yl| < ||z|| + ||y|]| pour tout =,y € E.

La propriété 1 vient de la définition de la norme comme racine carrée. Pour 2, on
utilise le fait que ¢ est définie. La propriété 3 vient du fait que g(\z) = A2q(x). L’inégalité
de Cauchy-Schwarz donne 4. Finalement I'inégalité 5 est le résultat suivant.

Théoréme 2.26 (Inégalité triangulaire). Pour tous z,y € E, on a
Iz +yll < [l + llyll

Démonstration. On a d’une part

Iz +ylI* = qlz +y) = q(x) + q(y) + 2(z, y)
= |zl + Iyl + 2(z, ).

Et, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a d’autre part

(z,y) <z m)| = V{z,9)? < Valz)Valy) = 2| yl.-

En remplagant, on trouve

2
lz + 1 < llzl* + lyll* + 2ll2l 1yl = (]l + lyl)* -

Donc on obtient I'inégalité voulue en prenant les racines carrées de chaque coté. O
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