Math. Eco. — Algebre linéaire et bilinéaire Fiche 1

Fiche 1.

Exercice 1. On considere les vecteurs

(1) o= (1)- = () =)

Montrer que la famille (a,b,c,d) est une base de R*. Donner I'expression du vecteur
7
r = (131) sur cette base.
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Exercice 2. On note B = (e, €9, €3) la base canonique de R?. Soit F la famille composée
des vecteurs :
U1 = e; — ez + €3, 02:€1+2€2, V3 = €9 + €3.

Démontrer que F est une base de R3.

Exercice 3. Soit n > 1. On note (eq,...,e,) la base canonique de R™. Pour i =
1,...,n—1, on pose
c;i=¢€ —e€41, et c,=e,—e;.

1. Ecrire la famille (¢4, ..., ¢,) pour n = 3.
2. Calculer ¢; + - -+ + ¢,. En déduire que la famille (cq, ..., ¢,) n’est pas libre.

3. Montrer que la famille (cq,...,c,—1) est libre.

e~

. Montrer que

Vect(cl,...,cn):{t(xl,--- ,xn)ER":I1+---+xn:O}.

Exercice 4. Soit f l'application de R* dans R? définie par
f(t(l’l, T2, T3, 5(74)) = t(21’1 — T2 + XT3 —+ 3174, 3ZE1 + Ty, X1 + To — X3 — ZE4)

1. Montrer que f est une application linéaire.
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2. Calculer la matrice de f relativement aux bases canoniques de R* et R3.
3. Calculer une base du noyau de f. Compléter cette base en une base de R*.

4. Quelle est le rang de f 7

Exercice 5. Soit F un espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E.

1. Onpose F+G={z+y,z € F, y e G}.
Montrer que F' 4 G est un sous-espace vectoriel de E.

2. En utilisant I'application linéaire ¢ : F' x G — FE définie par ¢(z,y) = = + v,
montrer que

dim F' 4+ dim G = dim(F + G) + dim(F N G).

Exercice 6. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. Soient f; et fy deux formes
linéaires sur E telles que Ker f; C Ker f;. On veut montrer qu’il existe A € K tel que

f2=Af.
1. Démontrer le résultat dans le cas ou fo = 0.

2. Montrer que si fo # 0, alors f; # 0.
On suppose a présent que f; et fy ne sont pas nulles. On démontre le résultat de
deux maniere différentes :

3. (a) Montrer que dim Ker f; = dim Ker f; =n — 1, puis que Ker f; = Ker f;

(
(b) En déduire le résultat en choisissant une base adaptée de E.
4. (

(b) Pour tout x € E, calculer fi(x — fi(x)a).

)
)
a) Montrer qu’il existe un vecteur a € E tel que fi(a) = 1.
)
(c¢) En déduire que fo = fa(a) fi.

Exercice 7. Soient E; et Es les sous-espaces de R? définis par
E, = {(g) €R3:$+y—z:()} et Fy= {(g) €R3:x:y:0}.
1. Calculer les dimensions de F; et Ej.

2. Montrer que R? = E, @ E.
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Exercice 8. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit ¢ un endomorphisme de
E. On suppose que ¢ o ¢ = ¢.

1. On pose ¥ = Idg — ¢. Montrer que 1 o ¢ = 1.
2. Montrer que Ker ¢ = Im ¢.
3. Montrer que E = Ker ¢ & Im ¢.

Exercice 9. Dans chaque cas, écrire la matrice de passage de la base e dans la base f,
puis la matrice de passage de la base B a la base C.

1. B = (e, ez) est la base canonique de R? et B = (fy, f2) avec

fi =cosf e; +sinb e,, fo=—sinf e; 4+ cosb ey (avec 0 € R fixé).

2. B = (e, e, e3) est la base canonique de R? et B = (fy, fa, f3) avec

fi=e+en fo=ertes f3=e+es.

Exercice 10. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

1 0 0 1 2 3 1200
) 2 3 -3 50 0
1. 10 1+4 0 , 0 4 5], 4 1) 0 0 6 -9
0 0 1—14 0 0 6 0 4 —1
01 2 1 k 1 cosa 1 —sina
2 78 31, 1 E+1 k+2 , 0 2 0
6 5 4 1 k+2 2k+4 sina 0 cosa
1 0O 0O 7 3 0 -1
. : 2 1 00 —14 1 1 3
Exercice 11. Soient A = 3 11 0 et B = . 0 2 -9
0 2 0 1 28 —2 —2 35
Calculer AB et det B.
Exercice 12. Soit M la matrice :
a —b —c —d
b a —-d c
M = c d a b
d —c b a

Calculer MM en déduire la valeur du déterminant de M.
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Exercice 13. Montrer que les matrices suivantes ont déterminant zéro :

02 s Cony (UL
01 20|, 11 1], s 3 4 5
00 —4 10 —4 2 0 o 4

Exercice 14. Calculer a 'aide du pivot de Gaufl les déterminants des matrices suiv-
antes :

1 11 1
7 -1 3 5 123 1 L 9 o )
13 5 7 2313 L 2 3 5
4 1 4 6 ’ 31 2 5 |’ .
3 -2 -1 -1 2 2 2 3 :
1 2 3 n
Exercice 15. Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique : A = —A. Démontrer que,

si A est inversible, alors n est nécessairement un nombre pair.

Exercice 16. Soit A = (a;;);; une matrice carrée d’ordre n dont les coefficients sont
des entiers impairs. Montrer que det A est un entier, et que celui-ci est divisible par
DA

Exercice 17. Soient A et u deux réels et A(\, p) la matrice :

1. Calculer le déterminant de A(\, u).

2. Déterminer en fonction de A et p le rang de la matrice A(\, ).

Exercice 18. Calculer 'inverse des matrices :

201 02 2 1

A=| -1 2 3| ; B=
L 3 1 -2 -3 -2
01 2 1



