Math. Eco. — Algebre bilinéaire Fiche 5

Fiche 5.

Exercice 1. Soit F un espace euclidien de norme || -||. Montrer que, pour tout z,y € E,
on a
Iz = yl* + llz + l* = 2(ll=]* + ly]1*).

Exercice 2. Soit (£, (-,-)) un espace euclidien de dimension n. Soit B = (by,...,by)
une famille de vecteurs de E.

1. Montrer que B est une base orthonormale si et seulement si, pour tout z € E, on
a

x={(x,b1)by + -+ (x,b,) by,.
2. On suppose que ||b;|]| =1 pour i = 1,...,n et que, pour tout z € E, on a
||IH2 - <‘T7b1>2 +oet <(L’,bn>2.

Montrer que la famille B est orthogonale, puis que c’est une base orthonormale.

Exercice 3. Soit n > 1, un entier. On note E = R,,[X] l'espace vectoriel des polynomes

de degré < n. Soient ag, ay, ..., a, des nombres réels distincts. Montrer que ’application
®: F x E — R définie par

®(P,Q) =) Pla)Q(a)
i=0
est un produit scalaire sur F.

Exercice 4. Soient z1,...,z, des nombres réels. En utilisant I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, montrer que
n

(le)Q gngxf

i=1
Montrer qu’on a égalité si et seulement si 1 =z = - -+ = x,,.

Exercice 5. Pour les matrices symétriques M suivantes, déterminer une matrice P
orthogonale telle que P~ M P est une matrice diagonale :

1 11 2 2 1 -1 1 1 2 20
1 11 2 -1 =2 1 -1 1 2 0 2
1 11 1 -2 2 1 1 -1 0 2 2

(Indication. On pourra vérifier que 3 est racine double du polynoéme caractéristique de la
deuxiéme matrice.)
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Exercice 6.

1. Soit A € M, (R) une matrice symétrique telle que A” = 0. Déterminer A.

2. Soit M € M,(R) une matrice symétrique telle qu’il existe un entier p > 1 avec
MP = I. Déterminer M?2.

Exercice 7. Soient A et B deux matrices symétriques dans M, (R) vérifiant A?PT! =
B%*! pour un entier p > 1. Le but de cet exercice est de montrer que A = B.

1. Soit A € R. Montrer que
Ker(A — M) C Ker(A?*H — \P*1]).
2. En utilisant le fait que AP #£ p2Pt1 si X et p sont deux réels distincts et que A
est diagonalisable, en déduire que, pour tout A € R, on a

Ker(A — M) = Ker(A%*T — \2PF1]),

3. En déduire que, pour tout A € R, on a
Ker(A — A\I) = Ker(B — ),

puis que A = B.

Exercice 8. Soit A € M,(R) une matrice. On suppose que les valeurs propres de
tAA — A'A sont toutes positives ou nulles. Montrer que A et ‘A commutent.

Exercice 9. Soit sur R? la forme bilinéaire définie par
O(7,y) = 21y1 + 212 + T2y1 + 220y + T3Y3.

1. Montrer que c’est une forme bilinéaire non dégénérée.

2. On se donne un endomorphisme A de R? dans lui-méme dont la matrice sur la
base canonique est la matrice (du méme nom)

1 20
A=1|1 0 1
2 10
Montrer qu'il existe une unique application linéaire A* : R? — R3 telle que :
Vo e R, Vy € R?: ®(A(z),y) = O(z, A*(y)).

Quelle est la matrice de A* dans la base canonique ?

3. Montrer plus généralement que pour tout endomorphisme B de R3, il existe une
unique application linéaire B* telle que : Vo € R3Vy € R® : ®(B(z),y) =
O(z, B*(y)).

4. Donner une formule pour la matrice de B* dans la base canonique en fonction de
celle de B et de celle de la forme bilinéaire.



