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1 Intégrales impropres

1.1 Définitions
Remarque 1.1. Dans ce chapitre, on supposera connue la signification, pour une fonction f : I — R continue,

b
ol1 I est un intervalle de R et (a, b) € I?, avec a < b, de f f(t)dt, par exemple en tant qu’aire sous la courbe

a
(comptée positivement quand f est positive et négativement quand f est négative). Une définition plus pré-
cise sera donnée dans le dernier chapitre de ce cours. On notera aussi f f(®)dtl'intégrale de f surl'intervalle
I

I quand celle-ci a un sens.

Théoreme 1.2 (Théoreme fondamental de 'analyse, vu en L1). Soit I # @ un intervalle de R non-réduit a un
singleton, a€ I et f : I — R une fonction continue. Alors

F,(x) ::f fdte

est l'unique primitive de f qui s‘annule en a, c’est-dire vérifiant
Vxel, F,(x) = f(x) et Fy(a)=0.
Définition 1.3 (Droite réelle achevée). La droite réelle achevée est définie et notée par@ =R U {+o0}.

Définition 1.4 (Point incertain). Soit f : I — R une fonction continue et I un intervalle deR. On dira que xy € R
est un point incertain de I si xy € I est une des bornes de I.

Définition 1.5. Soit f: 1 — R et (a,b) € I tels que a < b.

1. Un point incertain sur un intervalle non-borné. Si [ est continue sur [a,+ool. On dit que l'intégrale
+00o

f(t)dt converge si F,(x) admet une limite finie quand x — +oo et dans ce cas on note cette intégrale
a
dite impropre

+00 X
f fdr= lim f fdr.
a X—+00 a

+00
Dans le cas contraire, on dit que f f(ndt diverge.
a

b
2. Unpointincertain sur un intervalle borné. Si f est continue sur]a, bl, alors on dit que l'intégrale f fdt
a

converge si Fy(b) admet une limite finie quand x — a* et dans ce cas on note cette intégrale dite impropre

b b
f f(Hdt= lim f f(ndt.
a x—a*Jx
Méme chose si  est continue sur [a, b| avec linbl F,(x) finie. Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale
Pl

b
f f(pdt diverge.
a

3. Deux points incertains sur un intervalle borné ou non-borné. Si f est continue surla, b[ avec de plus

b
=2 p . . . ,s ) .
(a,b) e R™ (les bornes sont éventuellement infinies), on dit que l'intervalle f f(r)dt converge s'il existe
a

c b
¢ €la, b| tel que les deux intégrales impropres f fodt et f f()dt convergent et dans ce cas on note

cette intégrale dite impropre (en utilisant la rela?ion de Chaslces donnée dans la proposition suivante) :
b c b
f f(t)dt:f f(t)dt+j f(ndt.
a a [

b
Dans le cas contraire, on dit que f f(n)dt diverge.
a
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1.2 Propriétés classiques des intégrales impropres convergentes

Proposition 1.6 (Relation de Chasles pour les intégrales impropres convergentes). Soit (a,a’) € R? tels que
+00

+00
a<a, et f:[a,+oo[— R une fonction continue. Alors les intégrales impropres fdte etf fndt sont
al

a
de méme nature (c’est-a-dire convergentes ou divergentes simultanément). Si elles convergent, alors on a

+00 a' +00
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(ndt.

Le résultat est similaire, avec b € R comme borne au lieu de +oo, si les fonctions sont continues sur la, b] et
!/
a<a <b.

Proposition 1.7 (Linéarité pour les intégrales impropres convergentes). Soit a € R, f et g continues sur
+00 +00

[a, +ool et (A, 1) € R?. Si les deux intégrales impropres f)dt et g(t)dt convergent, alors l'intégrale

a a
+00

impropref (Af(t) +ug(t)dt converge et on a

a

+00 +oo too
f ()Lf(t)+,ug(t))dt:/1f f(t)dt+,uf gndt.

Le résultat est similaire, avec b € R comme borne au lieu de +oo, si les fonctions sont continues sur]a, b] et si les
intégrales de f et g sur cet intervalle sont convergentes.

Proposition 1.8 (Inégalité/Positivité). Soita € R, f : [a,+oo[— R et g : [a, +oo| deux fonctions continues. Si

+00 +00
f fndt etf g(t)dt convergent, alors on a
a a

+00 +00
f<g :f f(t)dtsf g(ndr.

En particulier, l'intégrale convergente d’'une fonction positive est positive :

+00
fz0 = f fdt=0.

Le résultat est similaire, avec b € R comme borne au lieu de +oo, si les fonctions sont continues surla, b] et si les
intégrales de f et g sur cet intervalle sont convergentes.

1.3 Théoremes pour des fonctions positives

Lemme 1.9 (Primitive d’'une fonction positive et divergence). Soita € R et f : [a, +oo[ une fonction continue
et positive, alors sa primitive F, est croissante sur [a,+oo[ eton a

+00
f f(t)dt diverge < xlir+n F,(x) = +00.
a —+00

Théoreme 1.10 (Comparaison et convergence). Soit a € R et f et g deux fonctions continues et positives sur
[a,+oo[. Supposons que

dA=a, Vt>A, [f(t)=<g(t) ('f estmajoréeparg au voisinage de+oo").

+oo

+00
1. Si[ g(t)dt converge, alorsf f(t)dt converge.
a a

+00o +00
2. Si f f(t)dt diverge, alors f g(t)dt diverge.
a a



Le résultat est similaire :
a) sif(t)y= O (g(1) (etdoncsi f(t)= o (g(1));
t—+o00 t—+o0
b) sibeR estla borne remplagant +o00o, si les fonctions f et g sont continues et positives surla, b] et si

de>0, Vte€la,a+el, [f(t)=<g(t) ('f estmajoréeparg au voisinagedea").

Théoreme 1.11 (Equivalents et convergence). Soit a € R et f et g deux fonctions continues et strictement
positives sur [a, +oo[. Supposons que f (1) ot g(1). Alors
(o 0]

—

+00 +oo
f f(t)dt converge < f g(t)dt converge.
a a

Le résultats est similaire avec b € R comme borne au lieu de +oo, si les fonctions sont continues et strictement
positives surla,b) etsi f(t) ~ g(t).
—

at

Théoreme 1.12 (Intégrales de Riemann). Soita € R, alorsona:

+00o
1. f —dt converge < a>1;
I A
11
2. f —dt converge < a<1.
o t%

1.4 Intégrales absolument convergentes
Définition 1.13 (Convergence absolue). Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. On dit que f fndt
I

est absolument convergente si f | f() | dt converge.
I

Lemme 1.14 (Critére de Cauchy). Soit F : [a, +oo[— R une fonction continue, alors 3¢ € R, xlirp F(x)=/¢siet
—+00

seulement si
Ve>0, AM=a, V(u,v)€[M, +oo[2, |F(u)— F(v)| <e.

Théoréme 1.15 (Convergence absolue implique convergence). Soit I un intervalle deR et f : I — R continue.
ff(t)dt s[lf(t)ldt.
I I

Définition 1.16 (Intégrale semi-convergente). Soit I un intervalle deR. On dit que f f(t)dt est semi-convergente
I

Si f f(r)dt est absolument convergente, alors elle est convergente et on a de plus
I

si elle converge mais n'est pas absolument convergente.



2 Séries numériques

2.1 Définitions et premiers exemples

Définition 2.1 (Série, somme, convergence et reste). Soif (uy)ren < C. On définit, pour tout n € N, la somme

partielle d’'ordre n par
n

Sp=Ug+ ..t Up=)_ U

k=0
La suite des sommes partielles (S;) nen S'appelle la série de terme général uy. Par abus de notation, cette série est
notée Y _ uy.
k=0

Si la suite (Sy,) nen, Cest-a-dire la série, admet une limite finie, on note

+00
S=> ux= lim S,
=0 n—+oo

la somme de la série Z uy eton dit que la série est convergente. Sinon, on dit que la série est divergente. Dans le
k=0
cas ot la série converge, le reste d’ordre n € N de cette série est défini par

+00
R, = Z U,
k=n+1
de telle sorteque S= S, + R;,.

Proposition 2.2 (Série géométrique, série arithmétique). On a les deux résultats suivants :

1. Soit q € C\{1}, alors la série géométrique Z qk a ses sommes partielles définies par
k=0

n 1- n+l
VneN, Zc/k:L
k=0 l-q

et la série converge si et seulement si|q| < 1. La somme de cette série géométrique est alors

2. Soient (a, b) € C2, alors la série arithmétique Z (ak + b) converge si et seulement si (a,b) = (0,0) (et sa
k=0
somme est donc nulle) et ses sommes partielles sont données par

L 1 2
VYneN, Z(ak+b):(n+ San+2b)

k=0 2
Proposition 2.3 (Série téléscopique). On appelle série téléscopique toute série de la forme

Y (tper — ).

k=0
Ses sommes partielles sont données par
n
VneN, Z (U1 — UK) = Up+1 — Up.
k=0

De plus, cette série converge si et seulement si ¢ := klim uy est finie et on a alors
—+00

+00
Y (g1 — ug) = € — ug.
k=0



2.2 Propriétés classiques

Proposition 2.4 (Reste d’'une série convergente). Si une série est convergente, alors lim R, =0.
n—+oo

Proposition 2.5 (Convergence et terme général). Si la série Z uy converge, alors klim ur = 0. De maniere
k=0 —too

équivalente, si klim uy # 0, alors la série diverge.
—+00

Proposition 2.6 (Convergence et linéarité). Soient Z uy et Z vy deux séries convergentes. Alors, pour tout
k=0 k=0

+o0
(A, 1) €C?, Y (Aug + pvy) converge et on a
k=0

+o0 +o0 +o0
Y Aug+pvi) =AY up+p ) vg.
k=0 k=0 k=0

De plus, pour tout L€ C*, Y _ uy converge si et seulement si Y Auy converge.
k=0 k=0

Proposition 2.7 (Critére de Cauchy). La série Z Uy converge si et seulement si
k=0

m

D Uk

k=n

Ve>0, ANeN, V(m,neN’, N<n<m— <e.

2.3 Théorémes pour des séries a termes positifs

Lemme 2.8 (Série a termes positifs croissante). Soit (uy)xen € Ry une suite de termes positifs ou nuls. Alors la
suite (Sp) nen des sommes partielles de la série de terme général uy est croissante et on a

Y uy diverge < lim S, = +oo.
=0 n—+oo

Théoreme 2.9. Soit (up)ren € Ry une suite de termes positifs. Alors :

Zuk converge <= dIM>0, VneN, §,=<M.
k=0

Théoreme 2.10 (Comparaison de séries positives). Soient Z Uy et Z Vi deux séries a termes positifs ou nuls.

k=0 k=0
Supposons que: JIkpeN, Vk=ky, uy<uvg.
+00 +00
1. Si ) vi converge, alors ) uy convergeetona Y Up< ) Uk.
k=0 k=0 k=Fko k=Fko
2. Si )_ uy diverge, alors ) _ vy diverge.
k=0 k=0
Lerésultat est similairesiup, = O (vy) (etdoncsiur= o (vi)).
k—+o00 k—+oo

Théoreme 2.11 (Convergence et équivalents). Soient Z Uy et Z vk deux séries a termes strictement positifs.
k=0 k=0

Siup ~ v, alors:
k—+00

Z U converge < Z Vi converge.
k=0 k=0



2.4 Séries alternées

Définition 2.12 (Série alternée). On appelle série alternée toute série de la forme

> (=DFu

k=0

ot (ur)xen < Ry est une suite de termes positifs ou nuls, c'est-a-dire une série dont le terme général change de
signe a chaque rang.

Théoreme 2.13 (Criteére spécial des séries alternées de Leibniz). Soif (uy)ren Une suite vérifiant :
1. (Positivité) VkeN, u; =0,
2. (Décroissance) la suite (uy) ren €St décroissante,

3. (Limite nulle) et 1im u; =0,
k—+o0

alors la série alternée Z (=D uy converge.
k=0

Corollaire 2.14 (Encadrement de la somme et majoration du reste d’'une série alternée). Soir Z (1% uy
une série alternée, de somme S et de suite des sommes partielles (S,) nen, Vérifiant les hypotheses dL]tC 2théoréme
2.13. Alors :
1. La somme S vérifie les encadrements suivants :
0<5;1=85<85;=<..8=<..85;, =85, <8y,

i.e., la suite des sommes partielles d’'ordre impaire (resp. paire) est croissante (resp. décroissante) et minore
(resp. majore) S.

2. Deplus,YneN, |R,| < u,+1.

2.5 Séries absolument convergentes

Définition 2.15 (Convergence absolue). On dit qu'une série Z uy estabsolument convergente si la série Z 17

k=0 k=0
converge.

Théoreme 2.16 (Convergence absolue implique convergence). Si une série est absolument convergente, alors

+00 +00
elle converge et on a de plus Z Uil < Z [ty
k=0 k=0

Théoreme 2.17 (Critére de convergence de d’Alembert). Soit Z Uy une série de termes non-nuls.
k=0

1. S’il existe une constante a €10, 1[ et un entier ky tels que, pour tout k = ky

Uk+1
<a<l,
Uk
. . ) .. . . Uk+1
alors la série est absolument convergente. C’est en particulier vrai si khm =¢<1.
—+oo| U

2. S'il existe un entier ko tel que, pour tout k = ky

Uk+1
>1,
Uk
e . s .. . . Uk+1
alors la série diverge. C'est en particulier vrai si lim =0>1.
k—+oo| U
- Uk+1 L
3. Si lim =1, on ne peut pas conclure en général.
k—+oo| Uj




Théoreme 2.18 (Critere de convergence de Cauchy). Soit Z Uy une série.
k=0

1. S’il existe une constante « €10, 1[ et un entier ky tel que, pour tout k = ky

Vil <a<1,

alors la série est absolument convergente. C’est en particulier vrai si klim V0wl =0 <1.
—+00

2. S'il existe un entier ko tel que, pour tout k = ky

Viugl =1,

alors la série diverge. C'est en particulier vrai si klim Vugl =0>1.
—+00

3. Si klim Y/lugl = 1, on ne peut pas conclure en général.
—+00

2.6 Comparaison séries/intégrales impropres

Théoreme 2.19 (Comparaison série/intégrale). Soit f : R, — Ry positive, continue et décroissante. Alors

+00
Z f(k) converge <= f f()dt converge.
k=0 0

Proposition 2.20 (Séries de Riemann). Soit a > 0 un réel, alors
+00 1
Z T converge < a > 1.

Proposition 2.21 (Comparaison 2 une série de Riemann). Soit )_ uy une série alors
k=0

Jo>1, lim n“u,=0 = ) uy estabsolument convergente.
n—+oo
k=0

2.7 Produit de deux séries (optionnel)

Définition 2.22 (Produit de Cauchy de deux séries). Soient Z uy et Z vy deux séries. On appelle produit de
k=0 k=0
Cauchy la série ) cj ol
k=0
k

VkeN, c¢i= Z Ui Vi—i.
i=0

Théoreme 2.23 (Convergence absolue du produit de Cauchy). Soient Z uy et Z vy deux séries absolument
k=0 k=0
convergentes, alors la série produit

. k=), (i uﬂ/k—i)

k=0 k=0\i=0

est absolument convergente et on a de plus



3 Suites et séries de fonctions

3.1 Suites de fonctions

Définition 3.1 (Suite de fonctions). Soit E c C. On appelle suite de fonctions toute suite (f,) nen 0Oll, pour tout
neN, f,: E— C est une fonction.

Définition 3.2 (Convergence simple). On dit que la suite de fonctions (f,) nen converge simplement vers la
fonction f surEcCsi:
VxeE, lim f,(x)=f(x),
n—+oo

c'est-a-dire que pour tout x € E, lim (fn(x) = f(x)) = 0 ou encore que
— 100

Ve>0, VxeE, INeN, VYnzN, |fulx)-fx)|<e.
Dans ce cas, f est appelée la limite simple de la suite (f,,) nen-

Définition 3.3 (Convergence uniforme). On dit que la suite de fonctions (f,,) nen coOnverge uniformément vers
la fonction f surEcC si:

1. la suite de fonction (f,, — f)nen est bornée a partir d’'un certain rang,

2. lim supl|f,(x) - f(x)| =0, cest-a-dire que
n—+oo x€eE

Ve>0, INeN, VxeE, VYnzN, |fulx)-f(x)|<e.

Dans ce cas, | est appelée la limite uniforme de la suite (f;,) nen-

Proposition 3.4 (CVU implique CVS). Si la suite de fonctions (f,;) nen converge uniformément vers la fonction
f sur E, alors elle converge simplement vers f sur E.

Théoréme 3.5 (Continuité de la limite uniforme). Soiz (f;,) ,en une suite de fonctions définies sur E c R et
a € E. Supposons que :

1. la suite de fonctions (f;,) nen converge uniformément vers la fonction f sur E,
2. pourtoutneN, f, est continueen a,
alors f est continue en a. En particulier, la limite uniforme de fonctions continues sur E est continue sur E.

Définition 3.6 (Point adhérent a un ensemble). Soit E c C un ensemble. On dit que a € C est adhérent a E s’il
existe une suite (a,) nen < E telle que lirp a, = a.
n—+oo

Théoreme 3.7 (Double limite). Soit (f,,) ,en Une suite de fonctions convergeant uniformément vers f sur E et
soit a un point adhérent a E (ou bien a = +o0). Si, pour tout n € N lim f;,(x) = ¢, € C, alors (¢ ) nen admet une
X—a

limite¢ € C et }Cglglf(x) = /¢, autrement dit
i Jim £ = im, lim_fu() (= lim )= ¢).

Théoréme 3.8 (Limite uniforme d’une suite d’intégrales sur un segment). Soit (f,,) nen Une suite de fonctions
définies sur ECR et a < b deux réels de E tels que :

1. pourtoutn €N, f, est continue sur le segment [a, b],

2. la suite (f) nen converge uniformément vers f sur [a, b],

10



b
alors la suite (f fn(t)dt) converge et sa limite est donnée par
a neN

b b b
nEerf fn(t)dt:f lim_f,(dt (:f f(t)dt).

En particulier, si (f,) nen converge uniformément vers f sur tout segment d’'un intervalle I et si xo € I, alors, en
définissant

X X
VneN, Vxel, F,(x) :f fa(Ddt et F(x) :f fndrt,
Xo X0
on a que (Fp) nen converge uniformément vers F sur tout segment de I.

Théoreme 3.9 (Dérivation et limite uniforme). Soit (f,,) ,en une suite de fonctions définies sur un intervalle
I <R. On suppose que :

1. pourtoutneN, f, € C1(I),

2. la suite (f) nen converge simplement vers f sur I,

3. la suite des dérivées (f,) nen converge uniformément sur tout segment de I vers g.
Alors (f,) nen converge uniformément vers f sur tout segmentde I, f € C1(I) et f' = g.

Corollaire 3.10 (Dérivations successives). Soit (f,,)nen Une suite de fonctions définies sur un intervalle I c R
et p e N*. On suppose que :

1. pourtoutneN, f, € CP(I),
2. pourtout k€ [0,p—1], (f,gk))neN converge simplement sur I vers g,
3. la suite ( f,ip ) neN converge uniformément sur tout segment de I vers gp.

Alors (f,) nen converge uniformément vers f = gy sur tout segmentde I, f € CP(I) et,Vk € [0, pl, f® = gt.

3.2 Séries de fonctions

Dans toute la suite, sauf mention du contraire, (f;,) ,en €st une suite de fonctions définies sur E c R.

Définition 3.11 (Série de fonctions). On appelle série de fonctions de terme général f, la suite de fonctions
(Sy) nen définie par

n
vreN, S,=> f.
k=0

On note cette série de fonctions Z fn etSy, est appelée la somme partielle d’ordre n de cette série.
neN

Définition 3.12 (Convergence simple, uniforme et absolue). On dit que la série Z fn converge simplement
neN
(resp. uniformément) sur A c E si la suite de fonctions (S,) nen converge simplement (resp. uniformément) sur

A.

De plus, on dit que la série Z fn converge absolument sur A si Z | fn| converge simplement sur A.
neN neN
Quand la série converge :

* on appelle fonction somme de la série la fonction S définie sur A par

+00 n
VxeA, S)=) fi= lim } fi(x).
k=0 k=0

11



* pour n €N, on appelle reste d'ordre n de la série la fonction Ry, définie sur E par

+00
Vxe€A, Ry(x)= ) [fi(x).

k=n+1

* Ona, pourtoutneN, S=S,+ R, sur A et la suite des restes (R;) nen converge simplement vers la fonction
nulle sur A.

Définition 3.13 (Domaine de définition (ou de convergence simple)). On appelle domaine de convergence

(simple) de la série de fonctions Z fn Uensemble
neN

neN

D= {x €eE: Z fn(x) converge simplement} .

Proposition 3.14 (CVS de la série et convergence du terme principal vers la fonction nulle). Si la série de

fonctions Z fn converge simplement sur A c E, alors la suite de fonctions (f,) nen converge simplement vers la
neN
fonction nulle sur A.

Proposition 3.15 (CVA ou CVU implique CVS). Si une série de fonction converge absolument ou uniformément
sur Ac E, alors elle converge simplement sur A.

Proposition 3.16 (Condition nécessaire et suffisante pour la converge uniforme d’une série). Une série de

fonctions Z fn converge uniformément sur A C E si et seulement si :
neN

* elle converge simplement sur A,
e et si la suite de ses restes (R,,) nen converge uniformément vers la fonction nulle sur A.

Proposition 3.17 (CVU de (f},,) vers 0 quand CVU de la série). Si la série de fonctions Z fn converge unifor-
neN
mément sur A c E, alors la suite de fonctions (f,,) nen converge uniformément sur A vers la fonction nulle.

Proposition 3.18 (Critére de CVU pour les séries alternées). Soit A c E c R. Supposons que, pour tout x € A,

la série Z fn(x) vérifie le critére spéciale des séries alternées, c’est-a-dire que
neN

1. YVrneN,Vxe A, fo(x)=(-1)"a,(x) ott a,(x) = |fn(x)| =0,
2. Vx€ A, (a,(x))nen est décroissante,
3. Vxe A, lim a,(x)=0.

n—+oo

Si, de plus, la suite de fonctions (f;,) nen converge uniformément vers la fonction nulle sur A, alors la série de

fonction Z [fn converge uniformément sur A.
neN

Définition 3.19 (Convergence normale). On dit que Z fn converge normalement sur AC E si:
neN

1. ANeN,Vn= N, f, est bornée sur A,

2. lasérie Z sup | f(x)| converge dans R.

neN xeA

Théoreme 3.20 (CVN implique CVU et CVA). Si une série converge normalement sur A E, alors elle converge
uniformément et absolument sur A.
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Théoreme 3.21 (Interversion limite/série). Soit A c E et a un point adhérent a A, ou a = too. On suppose
que:

1. pourtoutneN, )lcin}lfn(x) =l,€eR,

2. la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A.
neN

Alors la série Z ¢, convergeetona
neN

+00 +00
lim Z fn(x) = Z lim f,(x) (: Z En).
x—>an:0 nzox—»a

neN

Théoreme 3.22 (Continuité et CVU). Soit A c E. On suppose que

1. VneN, f, est continue sur A,

2. la série Z fn converge uniformément sur A (ou sur tout segment de A si A R est un intervalle).

neN
+00
Alors la fonction somme S = Z fn est continue sur A.
n=0

Théoreme 3.23 (Interversion intégrale/série). Soient a et b deux réels tels que a < b. On suppose que :

1. pourtoutneN, f, est continue sur[a, b],

2. la série Z fn converge uniformément sur [a, b].
neN

b

Alors la série numérique Z fa(D)dt convergeetona
neNva

b b
Y fudet=Y | falddr.

a neN neNva
Théoreme 3.24 (Dérivation des séries et CVU). Soit I c R un intervalle non-réduit a un point. On suppose
que:

1. pourtoutneN, f, € C1(I),

2. ilexisteac I, ) fn(a) converge,
neN

3. la série Z f,, converge uniformément sur tout segment de I.
neN

Alors Z fn converge simplement sur I et uniformément sur tout segment de I, et S € C* (I) avec
neN
!/

+00 +oo
s=(X 5] =3 s
n=0 n=0
Corollaire 3.25 (Dérivations successives d’'une série). Soit I c R un intervalle non-réduit a un point et p € N*.
On suppose que :

1. pourtoutneN, f, € CP(I),

2. pour toutVke[0,p-1], Z f,gk) converge simplement sur I,

neN

3. la série Z f,,(tp ) converge uniformément sur tout segment de 1.
neN

AlorsSe CP(I) etona
®)  +oo

+00
Vkel[0,p-1I, S(k):(z fn) = Zf,gk) sur I,
n=0 n=0

et ces dérivées k-iemes convergent uniformément sur tout segment de I.
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4 Séries entiéres

4.1 Convergence d’'une série entiere

Définition 4.1 (Série entieére et domaine de convergence). On appelle série entiere de coefficients (a) nen < C

la série de fonctions ) fn oit fr:C — C, z— a,z". On dira qu'il s'agit d’une série entiére complexe si z € C et
n=0
(an)y cCetréellesi x=z€eR et(ay,), cR. On notera cette série

Y anz"

n=0

et on rappelle que son domaine de convergence est D = {z eC: Z anz" converge}, et que la somme de cette
n=0
série entiere est la fonction S : D — C définie par

+00
VzeD, S(z)=)_ az".
n=0

Lemme 4.2 (Lemme d’Abel). Soit (a,),en < C et zg € C tel que la suite (anz(’;)neN soit bornée. Alors, pour tout

zeC tel que|z| <|zl, Z anz"t est absolument convergente.
n=0

Définition 4.3 (Rayon de convergence). Le rayon de convergence de la série entiere Z anz" est défini par
=
R=sup{r=0:(a,r") en estbornée} € R. "=
Proposition 4.4 (Rayon de convergence (bis)). Le rayon de convergence de la série entiere Z anz" est
>
R:sup{rEO:nETmanr”:O}. =

Proposition 4.5 (Caractérisation du rayon de convergence). Soit Z anz"" une série entiére et R = 0, alors R
est son rayon de convergence si et seulement si, pour tout z€ C : "=

1. si|z| <R, alors la série entiere converge absolument,

2. sil|z| > R, alors la série entiere diverge grossiérement.
Définition 4.6 (Disque ouvert de convergence). Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0,

n=0
alors on appelle disque ouvert de convergence l'ensemble (parfois noté D(0, R))

B(,R)={zeC:|z| < R}.

Théoreme 4.7 (Convergence normale sur tout disque fermé du disque de convergence). Une série entiere de
rayon de convergence R > 0 converge normalement, et donc uniformément, sur tout disque fermé

E(O,r):{zeCzlzlsr}, avec re€]0,R].

Corollaire 4.8 (Continuité d’'une série entiere). La fonction somme S d’'une série entiere de rayon de conver-
gence R > 0 est continue sur son disque ouvert de convergence B(0, R).

Théoreme 4.9 (Regles de d’Alembert et de Cauchy pour les séries entieres). Soit Z a,z" une série entiere.

n=0
a
1. Reglede d’Alembert:sidN e N,Yn= N,a, #0et lim iy
n—+oo| ay
2. Reglede Cauchy : si lim IaHI% =/,
n—+oo
- 1 ) 1 1
avec ¢ € Ry U{+o0}, alors le rayon de convergence de cette série est R = 7 (avec la convention o 0 eta = +00).
(0. @)
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Proposition 4.10 (Comparaison des coefficients et rayons de convergence). Soient Z anz" et Z b,z" deux
n=0 n=0
séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et Ry, alors :

1. sia, = OWy)oua, = o(by),alorsR; =Ry,
n—+oo n—+oo

2. sia, ~ by, alorsR,;=Ry.
n—+oo

Proposition 4.11. Toutes les séries entieres de la forme Z n“anz", avec a € R, ont le méme rayon de conver-

n=0
gerice.

Théoréme 4.12 (Somme et produit de deux séries entieres). Soient Z a,z" et Z b, z" deux séries entiéres
n=0 n=0
de rayons de convergence respectifs R, et Ry,.

1. Lasérie entiere)_,>o(a,+by,)z", de rayon de convergence notée R;, est appelée la série somme de ces deux
Séries entieres eton a
Rg=min(R,, Ry) avec égalité si R, # Ry,.

De plus,
VzeC, |z|<min(R, Ry) = Z (ap+by)z" = Z a,z" + Z b,z".

n=0 n=0 n=0

2. (Optionnel) La série entiere Z cnz"t donnée par le produit de Cauchy de ces deux séries, de rayon de
n=0
convergence noté Ry, est appelé série produit de ceux deux séries entiéres et on a

R, = min(Rg, Rp).

De plus,

VzeC, |zl<minRqRp) = ) cpz" =), (Z akbn_k) Z" = (Z anz”) (Z bnz”).

n=0 n=0\k=0 n=0 n=0

4.2 Séries entieres réelles

Théoreme 4.13 (Interversion série entiere / intégrale). Soit Z anx" une série entiére réelle de rayon de conver-
n=0
gence R > 0. Alors,

b [+ +00 b
Y(a,b) eR?, [a,b]c] —R,R[:>f (Z anx”) dx=) (f
a \n=0 n=0\Ja

anx”dx).

Définition 4.14 (Série primitive, série dérivée). On appelle :

An  n+1,

M

1. série entiére primitivede )_ a,x" la série entiére )
n=0 n=0 N+ 1

2. série entiére dérivéede Y a,x" la série entiere ) na,x" 1= Y (n+Dapax";
n=0 n=1 n=0

3. série entiere dérivée p-ieme, ot p e N*, de Z a,x" la série entiere
n=0

Y nn-1)..n-p+1)a,x" P =) (n+p)..(n+1ap.px".

nzp n=0

Théoréme 4.15 (Convergence des série primitives et dérivées). Soit Z anx" une série entiére de rayon de
n=0
. n .
convergence R > 0 et de somme S : x — Z anx". Alors:
n=0
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an

1. La série entiere primitive Z x"*1 a le méme rayon de convergence R et sa fonction somme sur l'in-
n=0

tervalle] — R, R| est la primitive de S qui s'annule en 0, c’est-a-dire que

An__n+1 fx
Vxe]l—-RR], X = S(r)dt.
] [ ,;)nﬂ A (1)

2. Ona S € C*®(] — R,R|) et on obtient ses dérivées successives par dérivation terme a terme de la fonction
S, c'est-a-dire que pour tout x €] — R, R[, pour tout p € N*, S1P)(x) coincide avec la série entiere dérivée

p-ieme de Z anx". De plus, toutes les séries entieres dérivées ont le méme rayon de convergence R.
n=0

Théoreme 4.16 (Lien entre dérivées en zéro et coefficients). Soit Z anx" une série entiére de rayon de conver-
n=0
gence R >0, alors
s (0)

VneN, a,= .
n!

Corollaire 4.17 (Egalité de deux séries entieres sur un ouvert). Soient Z a,x" et Z b, x" deux séries entieres
n=0 n=0
de rayons de convergence respectifs R, > 0 et R, > 0 et de fonctions sommes respectives S, et Sp. On suppose qu’il

existe un intervalle ouvert I contenant 0 sur lequel S, = Sy,. Alors, pour toutneN, a,, = by,.

4.3 Fonctions développables en séries entieres réelles

Définition 4.18 (Fonction développable en série entiére réelle). Soit e > 0, B(0,€) le disque ouvert centré en
O etderayone et f: B(0,e) — C. On dit que f est développable en série entiére en 0 s'il existe une série entiere
Z anz" de rayon de convergence R > 0 ainsi que r €]0, min(e, R)[ tels que

n=0

YzeB(O,r), f(2)=)_ anz".

n=0

Dans ce cas, on appelle Z anz" le développement en série entiére de f en 0.
n=0
Si zg € C, on dit que f est développable en série entiere en zy si la fonction w — f(zy+ w) est développable en

série entiere en 0 avec pour développement Z ap,w". Dans ce cas, on appelle développement en série entiere de
n=0
f en zy la série entiere Z an(z—2zo9)".
n=0
Si la série entiere est réelle, alors les disques de type B(0,n) sont remplacés par les intervalles ouverts] —n,nl.
Définition 4.19 (Série de Taylor). Soit I un intervalle de R et f € C*°(I). On appelle série de Taylor de f en
Xo € I, la série entiére
(n) (x0)

Z f—' (x — Xo) "

n=0 n.
Théoreme 4.20 (Egalité avec la série de Taylor). Soit I un intervalle ouvert deR. Si f : I — C est développable
en série entiere en xg € 1, alors il existen > 0 te que f € C*(I1xo — 1, X9 + nl) et le développement en série entiére
de f en xy coincide avec sa série de Taylor en xo sur]xy —n, xo +1l, c'est-a-dire que

£ (x0)

(x—xp)".
n!

Vxelxo—n,xo+nl, f(x)= Z

n=0

Proposition 4.21 (Propriétés). On a les propriétés suivantes :

1. Soite>0et f,g: B(zy,€) — C deux fonctions développables en séries entieres en zy. Alors, pour tout L € C,
Af, f+ g et f g sont développables en série entiere en z.

2. Soit I un intervalledeR et f : I — C une fonction développable en série entiere en xy € 1. Alors les dérivées
successives de [ ainsi que les primitives de f sont développables en série entiére en xy, et leur développe-
ment en série entiere s'obtient par dérivation (resp. intégration) terme a terme a partir de celui de f .

3. Soit f une fonction paire (resp. impaire) développable en série entiere en 0. Alors tous les termes d’indices
impaires (resp. paires) de son développement sont nuls.
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4.4 Formulaire
+00 n

) z
* Exponentielle complexe : Vz € C, exp(z) = Z — de rayon de convergence R = +oo.
n=0 1

* Toutes les séries entieres qui suivent ont pour rayon de convergence R = +oo0.
+00 xn
1. VxeR, e*=) —
—o 1!
n=0
+00 (_ 1) nx2n

2. VxeR, cos(x)= _
,;0 2n)!

too (1 nx2n+1

3. VxeR, sin(x)=)_ ()—'
=0 @2n+1)!

+00 x2n

4. VxeR, cosh(x)=)_ 2

n=0

+00 2n+1

5. VxeR, inh(x) = _—
XE€E sinh(x) ,;0(2114-1)!

* Toutes les séries entieres qui suivent ont pour rayon de convergence R = 1.

1 +00
1. VzeC,|z| <1, =) z"
-2z n=0
1 +00
2. Vz€C, |zl <1, =) (-n"Z"
1+z ;5

+ooxn
3. VxeR, x| <1, ln(l—x):_z_
n=1 1

+o0 xn
4. VxeR, |x|<1l, In(l+x)=) (-D)""=—
n=1 n
+00 x2n+1
5. VXeR, |x| <1, arctan(x)= Z ="
=0 2n+1

Oaa-1)..(a-n+1
6. Va eR\N, VX€ER, [x|<1, (1+x)*=1+) (@-1D...( )xn

n=1
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5 Topologie de R” et continuité des fonctions de plusieurs variables

5.1 Normes
Définition 5.1 (Norme sur R"). Une norme surR" est une application
IR =R, x— |xll
vérifiant les quatre propriétés suivantes :
1. Positivité : Pour tout x € R", ||x|| =0;
2. Séparation : Pour tout x e R", | x| =0 < x=0;
3. Homogénéité : Pour tout A € R et pour tout x € R", Ax = |A||| x|l ;

4. Inégalité triangulaire : Pour tout (x,y) € R" xR”, |x+ yll < [l x]| + | yll.

On dit alors que (R", || - ||) est un espace vectoriel normé.

Définition 5.2 (Distance sur R” issue d’'une norme). Soit||-|| une norme surR", alors la distance surR" associée
a cette norme est application d : R" x R" — R, définie par

dx,y) = lx-yl.

Proposition 5.3 (Deuxiéme inégalité triangulaire). Soit ||| une norme surR". Alors, pour tout (x, y) € R xR",
ona

[Ilxl =1yl < lx =yl

Proposition 5.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tout x = (x1, ..., x,) € R et tout y = (y1,...yn) €R", ona

1
2

<[54 (81

De plus, on a égalité si et seulement si x = Ay pour un certain A € R, c’est-a-dire que les vecteurs x et y sont liés.

n
Y XYk
k=1

Proposition 5.5 (Normes classiques). Les applications | - |1, | - |2 et || - lloo définie pour tout x € R" par

n n 2
- . 2 .
Ixl:= > lxil, lxlla:={) x| et [Xlloo:= max |x|
kzl k:1 15](:5”
sont des normes surR",

Définition 5.6 (Normes équivalentes). Soient | - || et || - || deux normes sur R". On dit que || - || et || - || sont
équivalentes s'il existe m, M > 0 tels que pour tout x € R",

ml x|l < | xlI" < M| x|l
Théoreme 5.7 (Equivalence des normes sur R”). Toutes les normes sur R" sont équivalentes.

Définition 5.8 (Boules pour une norme donnée). Soit || - | une norme surR", d sa distance associée, x € R" et
r > 0. Alors on définit :

* la boule ouverte centrée en x et de rayon r pour la norme || - || par

Bx,r):={yeR":lx-yl<r}={yeR":d(x,y) <r}

* la boule fermée centrée en x et de rayon r pour la norme | - || par

Bx,r):={yeR":|x-yl<rl={yeR":d(x,y) <r}
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* la sphere centrée en x et de rayon r pour la normel|| - || par

0B(x,r)=S(x,r):=B(x,)\B(x,r) ={yeR": [x-yl =r} ={yeR":d(x,y) = 1}

Définition 5.9 (Ensemble borné). Soit |-| une norme surR”, on dit que A c R" est borné (pour lanorme||-|) s'il
existe M > 0 tel que pour tout x € A, || x|| = M. Autrement dit, A est borné s'il existe M > 0 tel que A < By.;(0, M).

Définition 5.10 (Convergence d’une suite pour une norme donnée). Soit || - | une norme sur R". On dit que
la suite (xi) < R" tend vers x € R" pour la norme | - || si

Ve>0, dANeN, Vk=N, |x—x|<e.

On écrit aussi : klim X = X pour lanormel|| - ||.
—+00

Proposition 5.11 (Convergence des coordonnées d’une suite). La suite (xi)y = (x,lc, .y xZ) r € R" converge vers
x=(x'..., x" pour || - ||, si et seulement si (x,"c);C converge vers x! pour touti € {1,...,n} pour|-|.

5.2 Ouverts, fermés

Définition 5.12 (Ouverts et fermés de (R", | - [|2)). On munitR" de la norme|| - |», alors :

e ondit que Q c R" est un ouvert de R" si

VxeQ, 3Tr>0, B(x,r)cQ.

e ondit que F cR" est un fermé deR" si R"\F est un ouvert deR".

Proposition 5.13 (Caractérisation séquentielle d'un fermé). Une partie F est fermé si et seulement si la limite
de toute suite convergente d'éléments de F appartient a F.

Proposition 5.14 (Réunions et intersections d’ouverts et de fermés). Ona:
1. Les ensembles R" et l'ensemble vide ¢ sont a la fois ouverts et fermés.
2. Pour tout x € R", {x} est un fermé.
3. Laréunion d'une famille quelconque d’ouverts est un ouvert.
4. Lintersection d’'un nombre fini d'ouverts est un ouvert.
5. Lintersection d'une famille quelconque de fermés est un fermé.
6. Laréunion d’'un nombre fini de fermés est un fermé.

Proposition 5.15 (Boules et spheéres). Quelque soit la norme || - || surR", une boule ouverte (resp. fermée) de R"
est un ouvert (resp. fermé) deR". De plus, toute sphére deR" est un fermé deR".

Proposition 5.16 (Intervalles de R). Soient a < b deux réels, alors :
1. la,b[,] —o0, al et]b, +oo[ sont des ouverts de R.
2. la,bl, ] —o0,al et[b,+oo[ sont des fermés deR.

Proposition 5.17 (Ensembles ouverts et fermés). Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés dans R" sont
@ etR™.
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Proposition 5.18 (Produits d’ouverts ou de fermés). SoientR" et RP munis de leurs normes euclidiennes || - ||2,
alors :

1. siQ cR" et Q, < RP sont deux ouverts, alors Qq x Q, est un ouvert deR" x RP.,
2. si F) cR" et F, cRP sont deux fermés, alors Fy x F, est un fermé deR" x R”.

Définition 5.19 (Point intérieur a une partie de R"). Soit A c R". On dit que le point x est intérieur a A si
dr >0, B(x,r) c A.
Lintérieur de A, noté A, est l'ensemble des points intérieurs a A.

Proposition 5.20 (Ouvert et intérieur). Soit AcR". Alors A est un ouvert deR" si et seulement si A= A.
De plus, A est le plus grand ouvert inclus dans A, c’est 'union de tous les ouverts contenus dans A.

Définition 5.21 (Point adhérent a une partie de R"). Soit A c R". Un point x est adhérent a A s'il existe une

suite (xi) < A telle que lim xj = x.
k—+o00

Lensemble des points adhérents a A, aussi appelé adhérence de A, est noté A.

Proposition 5.22 (Fermé et adhérence). Soit A< R". Alors A est un fermé deR" si et seulement si A= A.
De plus, A est le plus petit fermé contenant A, c’est l'intersection de tous les fermés contenant A.

Définition 5.23 (Densité). Soient Ac B c R", alors on dit que A est dense dans B si B = A.
Proposition 5.24 (Adhérence et intérieur de B(x,r)). Soitx € R" etr >0, alors:

1. B(x,r) = B(x,r) (Uadhérence d’une boule est la boule fermée);

2. B(x,r) = B(x,r) (Uintérieur d’une boule est la boule ouverte).

Définition 5.25 (Bord/frontiére d’'un ensemble). Soit A c R", alors on définit par 6A = A\A le bord (ou la
frontiere) de A.
En particulier, A= ALOA et le triplet (A, 0A, R”\Z) forme une partition de R".

5.3 Compacité

Théoreme 5.26 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite de réels bornée admet une sous-suite convergente.

Définition 5.27 (Compact de R"). On dit que I'ensemble non-vide K c R" est compact si toute suite d’éléments
de K admet une sous-suite convergente dans K.

Théoreme 5.28 (Heine-Borel). Un ensemble K < R" est compact si et seulement si K est fermé borné dansR".

Proposition 5.29 (Intersection et union de compacts). Tout intersection quelconque (resp. union finie) de
compacts deR" est un compact de R".

Proposition 5.30 (Produit de compacts). Soit K; cR” et K, < RP deux compacts. Alors Ky x K, est un compact
deR" xRP.
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5.4 Continuité

Définition 5.31 (Limite d’une fonction en un point). Soit f : E cR" — RP et xy un point adhérent a E. On dit
que f a pour limite yy € RP quand x — x, dans E, et on note )chrg f(x) =y si

x€E

Ve>0, 36>0, Vx€E, |x—xpll2<é=>1fx)—yll2<e

Proposition 5.32 (Unicité et opérations sur les limites). Soit f: EcR"” —R”, g: E cR" — RP et xy un point
adhérenta E.

~

. (Unicité) Si la limite y, € RP de f en xy existe, alors cette limite est unique.

V)

. (Somme) Si lim f(x) = yp et lim g(x) = yg, alors lim (f + g)(x) = yo + y-
X—Xo X—Xq X—Xo

S8

. (Produit) Soit p =1. Si lim f(x) = yp et lim g(x) = y;, alors lim (£g)(x) = y0 ;.
X— X0 X— X0 X—X0

N

. s _ . . . f )
. (Quotient) Soit p =1. Si xlg&lof(x) =% et}}LIrjclog(x) =¥, #0, alors len)}O g(x) (x) = (,)

)]

. (Composée) Sixlin; f(x) = yo ot yg est un point adhérent alm(f), et g : Im(f) — RP est telle que}}irg,l gy)=
— X0 —Jo
zp, alors lim go f(x) = zp.
X— X0
Définition 5.33 (Fonction continue/uniformément continue). Soit f: EcR" — R” et xy € E.

* On dit que [ est continue en Xy Si 11613% f(x) = f(x0), c’est-a-dire

x€E

Ve>0, 36>0, Vx€E, |lx—xpll2<6=1[f(x)—f(xo)ll2<Ee.

On dit que [ est continue sur E si f est continue en tout point xy € E.
* On dit que [ est uniformément continue sur E si

Ve>0, 36>0, V() €e€E? |x—yla<d=>1fx)—FfWl2<e.

Proposition 5.34 (Image réciproque d’'un ouvert/fermé par une application continue). Soit f :R" — R” une
application continue, alors si Q < RP est un ouvert (resp. F est un fermé), f~1(Q) est un ouvert (resp. fermé) de
R

Proposition 5.35 (Uniforme continuité des normes). Toute norme sur R" est uniformément continue.

Proposition 5.36 (Continuité des coordonnées). Soitp > 1 et f: EcR" — RP, x — f(x) = (fi(x),..., f[p(x)).
Soit xy € E, alors f est continue en x si et seulement siVi € {1,..., p}, f; est continue en xy.

Proposition 5.37 (Opérations sur les fonctions continues). Les sommes, produits, quotients (avec dénomina-
teur non-nul) et composées de fonctions continues sont continues.

Proposition 5.38 (Caractérisation séquentielle des fonctions continues). Soit f: EcR" — R et x € E. Alors
f est continue en x si et seulement si pour toute suite (x) < E qui converge vers Xy, on a klim f(xr) = f(xo0).
—+00

Théoreéme 5.39 (Weierstrass, théoréeme des bornes atteintes). Soit f : E c R"” — RP une application continue
et K c E un compact non-vide de R". Alors f(K) est un compact de RP. Ainsi, toute fonction continue f : K c
R — R sur un ensemble compact K atteint ses bornes sur K.

Théoreme 5.40 (Heine, continuité uniforme sur un compact). Soit f : E c R" — R” une application continue
et K c E un compact non-vide deR". Alors f est uniformément continue sur K.
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6 Compléments sur I'intégrale de Riemann

6.1 Intégration des fonctions en escaliers

Définition 6.1 (Subdivision et fonction en escaliers). Soit (a,b) € R? tel quea<b.

1. Une subdivision o de [a, b] est la donnée d'un entier n e N* et de n+ 1 points o = (xy, ..., X,) avec

Xp=a<x;<..<x,=bhb.

2. Soient o et o' deux subdivisions de [a, b]. On dit que o’ est plus fine que o si tous les éléments de o appar-
tiennentao’.

3. Ondit qu'une fonction ¢ : [a, b] — R est en escaliers s'il existe une subdivision o = (x, ..., X,,) de [a, b] (que
U'on dit adaptée a @) et des constantes {cy, ..., c,—1} telles que

Viel{0,...,.n—-1}, Vxe€lx;,xiv1l, @x)=c;.
On notera &(la, b)) 'ensemble des fonctions en escaliers définies sur [a, b].
Proposition 6.2. Soient ¢, v € &E([a, b]).
1. Sio est une subdivision adaptée a ¢, alors toute subdivision o' plus fine que o est aussi adaptée a .
2. VA, ) €R%, A + uy € E([a, b).
3. Onadeplus|p|e€&([a,b]) ety € &(la, b]).

Définition 6.3 (Intégrale d’'une fonction en escaliers). Soit ¢ € &([a, b]) et 0 = (xy,..., X,) une subdivision
adaptée a ¢. On définit alors l'intégrale de ¢ sur [a, b] par

b n—1
f P)dx =) (Xi41—xi)ci.
a

i=0

De plus, on définit :

a b
. f px)dx = —f p(x)dx,
b a

. f px)dx=0.

Proposition 6.4 (Indépendance de 'intégrale par rapport a la subdivision). Soit ¢ € &([a, b]), alors pour

b
toute subdivision adaptée o, f p(x)dx admet la méme valeur.
a

Proposition 6.5 (Propriétés de I'intégrale d’'une fonction en escaliers). Soit I un intervalle compact de R,
(a,b)eI?,a<b,etp,ye&).

b b b
1. (Linéarité) Y (A, 1) E[RZ,/ (Ap(x) +,u1//(x))dxzﬂtf (p(x)dx+uf v(x)dx.

b
2. (Positivité) Si ¢ =0 sur|a, b], alors[

a

b b
@(x)dx = 0. En particulier : ¢ < v = f px)dx < f v(x)dx.
a a

b c b
3. (Relation de Chasles) Pour toutce€ I, f px)dx = f @x)dx +f px)dx.
a a c

b b
f p(x)dx Sf lp(x)|dx.

4. (Inégalité triangulaire) On a
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6.2 Intégration des fonctions réglées

Définition 6.6 (Fonction réglée). On dit qu'une fonction f : [a, b] — R est réglée s'il existe une suite de fonctions
en escaliers (¢ ) nen € & (la, b]) qui converge uniformément vers f.

Définition 6.7 (Fonction continue par morceaux). On dit que [ : [a,b] — R est continue par morceaux s’il
existe une subdivision o = (xy, ..., X,) de[a, b] telle que, pour tout i € {0,..., n—1}, la restriction de f a l'intervalle
1x;, xi+11 admet un prolongement continu a l'intervalle fermé [x;, xX;+1].

Théoreme 6.8 (Fonction continue par morceaux sur un intervalle compact). Toute fonction continue par
morceaux sur un intervalle compact est réglée.

Lemme 6.9 (Construction d’'une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction conti-
nue). Soit f : [a, b] — R continue, n € N* et g, = (xy, ..., Xp,) la subdivision de l'intervalle a, b] définie par

k
Vke{0,..,n}, xx=a+—(b—a).
n
On définit de plus une fonction en escaliers ¢, sur [a, b] en posant
Vkel{0,.,n-1LVx€ Xk, Xe1 [, @n(X) = flxk), et @n(b) = f(b).

Alors la suite de fonctions (¢ ) nen+ converge uniformément vers f sur [a, b].

Théoreme 6.10 (Construction de 'intégrale d'une fonction réglée). Soit f : [a, b] — R une fonction réglée et
(pn)nen Une suite de fonctions en escaliers qui converge uniformément vers f. Alors :

. b .
1. La suite (fa (pn(x)dx) e converge;

2. Sa limite ne dépend que de a, b et f, et non du choix de (¢) nen;

3. On définit alors lintégrale de f sur[a, b] par

b b
ff(x)dx=nlirpoof Pn(x)dx;

a b a
4. Enfin, on af fx)dx= —f fx)dx etf fx)dx=0.
b a a

Proposition 6.11 (Propriétés de I'intégrale des fonctions réglées). Lintégrale des fonctions réglées est linéaire,
positive et satisfait la relation de Chasles (c’est-a-dire les propriétés de la Proposition 6.5).

Théoreme 6.12 (Théoreme de la moyenne). Soit f : [a, b] — R continue, alors il existe c € [a, b] tel que
b
f fx)dx=Mb-a)f(c).
a

Théoréme 6.13 (Théoreme fondamental de I’Analyse et calcul de I'intégrale d’'une fonction continue). Soit
I unintervalledeR, f: 1 - Retac I. Alors:

X
1. LafonctionF: 1 —R, x— f f0)dt est 'unique primitive de f qui sannuleen a;
a

b
2. Onadeplusf f)dt=F(b) - F(a).
a

Proposition 6.14 (Sommes de Riemann). Soit f : [a, b] — R une fonction continue, alors

(b-a > (a+§(b—a)).

n =1

b
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