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Analyse pour I’économie 1. Controle continu N. 1.

Exercice 1. Etudier I'existence et éventuellement calculer les limites
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(b) La limite n’existe pas. Observons en effet que les suites (£, 1) et (1,0) convergent vers (0, 0) et que si

1
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on évalue la fonction f(x,y) = exp(zﬂ’yz) sur ces deux suites on trouve deux limites différentes :
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Exercice 2. Une partie A de R? est dite convexe si tout ségment dont les extrémités sont dans A est
contenu dans A. Autrement dit :

Va,d € A,V0<t<1:(1—t)a+td € A. ()

Etablir si les ensembles suivants sont convexes (deviner vos réponses avec un dessin, ensuite les justifier en
se servant de (C)).

1. R x {0}.

2. {(x,y) € R%: /a2 + 42 > 1}

3. {(z,y) eR%: 1 <z <y <2)
(1) R x {0} est I’axe des abscisses. Il s’agit d’une droite, et donc clairement convexe.
(2) L’ensemble est le complémentaire du disque unité. Ce n’est clairement pas convexe : prendre les deux
points a = (—1,0) et a’ = (1,0) qui appartiennent tous les deux a I’ensemble, et t = 1/2. Le point
(1—t)a+tad = (1/2)(—1,0) + (1/2)(1,0) = (0, 0) n’appartient pas a I’ensemble.
(3) L’ensemble est un triangle (appelons-le 7). C’est clairement convexe. Pour le voir, soit a = (z,y) et

!/

a’ = (2',y’) deux points de 7. On a

et



Soit ¢ € [0, 1]. Multiplions les premieres inégalités par (1 — t) et les secondes par ¢. Ensuite sommons
terme-a-terme. On trouve

I-t)+t<(I-tz+tr' <A —-ty+ty <(1—-1)2+12.

Cela nous donne (1 — t)a +ta’ € T.

Exercice 3. Soit f: R2 — R la fonction définie par
s TFEY
fla,y) = { Y

1. Démontrer que f est discontinue en (1, 1).
2. Démontrer que f est discontinue en (0, 0).

Solution.

Considérons (1 + £,14 1) — (1,1) et observons que f(1+ 1,1+ 1) — oco. Donc f est discontinue au
point (1, 1).

Considérons (1,1 4 =) — (0,0). Ona

Exercice 4.

1. Rappeler la définition de I’adhérence d’une partie d’un espace métrique.
Dans la suite de I’exercice, on considere des parties A, B, V, W d’un espace métrique (X, d).

2. Démontrer que si V C W, alors V C W.
3. En déduire que AUB C AU B.
4. Démontrer que AU B C AU B.

Solution. L’adhérence d’un ensemble est le plus petit fermé contenant 1’ensemble. On a toujours W C W.
SiV Cc W,alors V C W. Mais W étant un fermé contenant V, il contient aussi V.

Ona AU B C AU B. Lensemble de droite est un fermé qui contenant A U B. Cet ensemble doit donc
contenir AU B.

OnaAC AU Bdonc A C AU B.De méme, B C AU B et on conclut en prenant la réunion.



