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– Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant l’épreuve. L’usage des téléphones est
prohibé.

– La justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés et pris en
compte lors de la notation.

Exercice 1.
1. On considère l’application N : R2 → R, définie par N(x, y) = (

√
|x|+

√
|y|)2.

Calculer N(1, 0), N(0, 1) et N(1, 1).

2. L’application N vérifie-t-elle les axiomes des normes ?

Exercice 2. On considère la série de fonctions
∑+∞

n=0 fn de terme général

fn(x) =
ex

(ex + n)2
, avec n ≥ 0 et x ∈ [0,+∞[.

1. Montrer que la série de fonctions
∑+∞

n=0 fn converge simplement sur [0,+∞[ vers une fonc-
tion notée S.

2. Soit a > 0. Étudier la convergence uniforme de la série
∑+∞

n=0 fn sur [0, a].

3. Montrer que ∫ ln 2

0

S(x) dx =
+∞∑
n=0

1

(1 + n)(2 + n)
.

4. Étudier la continuité et la dérivabilité de S.

Exercice 3. Soit f la fonction qui « à tout point de R2 associe la distance euclidienne entre ce
point et le point (1, 1) ».

1. Expliciter l’expression f(x, y). (S’assurer du fait que f(1, 1) = 0 et f(0, 0) =
√
2, en accord

avec la définition de f ).

2. Calculer les dérivées partielles de f en précisant où elles existent.

3. Démontrer que ces dérivées partielles sont bornées.

4. Écrire la formule de Taylor d’ordre 1 de f centrée en (0, 0).
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