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1 Séries numériques

Exercice 1. Vrai ou faux 7

1
a. La série E — converge.
n

b. La série Z 2" converge.

c. Si une série Z u, converge, alors u, — 0.

d. Si une série Z(—l)"un converge, alors u,, — 0.
e. Siu, — 0, alors Z U, converge.

f. Siu, — 0etu, >0, alors Z(—l)"un converge.
g. Si > u, et Y v, convergent, alors Y (u, + v,) converge.

h. Si > u, et > v, divergent, alors > (u,, + v,) diverge.
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Exercice 3. En utilisant des minorants divergents ou des majorants convergents, déter-
miner si les séries suivantes convergent ou non.
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Exercice 4. Appliquer le critére de d’Alembert (quotient) aux séries suivantes et décider
si on peut conclure si elles convergent ou non.
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Exercice 5. Appliquer le critére de Cauchy (racine) aux séries suivantes et décider si on
peut conclure si elles convergent ou non.
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Exercice 6. Si possible, appliquer le critére de Leibniz (alternée) aux séries suivantes et
décider si on peut conclure si elles convergent ou non.
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Exercice 7. Appliquer la comparaison série/intégrale aux séries suivantes et décider si
on peut conclure si elles convergent ou non.
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Exercice 8. Décider si les séries suivantes convergent/convergent absolument ou diver-

gent /divergent vers 'infini.
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2 Intégrales généralisées

Exercice 9. Déterminer si les intégrales impropres suivantes convergent ou pas, et calculer
la valeur dans le cas de convergence :

oo > dx
a./ sint dt e. -
0 1 X

[e'e) 1

b./ exp (—x) dz f. de
0 0 ¢
o0 1

c./ exp(—|z|) dz g. / Inz dx
—00 0

d./ exp (—t) cost dt h,/ ln_xdx
0 . x?

Exercice 10. Déterminer si les intégrales impropres suivantes convergent ou pas :

1 00 1a2 o] x
a. dr b. R C. / ¢ dx
0 1-— $2 1 .TQ 0 1 + l’2

Exercice 11. En utilisant changement de variables ou intégration par parties, évaluer les
intégrales généralisées suivantes :

o0 o0 5 o0 1
a. / e % dx b. / ze " dx C. / ——dx
0 0 o z(lnz)?

3 Reévision équivalences et applications aux séries et
intégrales

Exercice 12. Trouver un équivalent simple (typiquement un terme de type z*, =% Inx
ou leurs produits si la variable est ). S’il y a une seule variable, on suppose qu’elle est la
variable de la fonction sans le préciser.

3 5Y ot
e. (z°+z°)sinx en 0
a. x3—|—:175 en +o0o ( )

f. (2% + %) cosz en 0

b. 23+ 2°en 0
/3 5
c. 3"+5"+1Inn+n?en 400 & x5—i—x en +oo
n’+1
d. ($3+$5)(ZL‘2+I’7) enO h. men —+00

Exercice 13. Trouver un équivalent simple.
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Exercice 14. Trouver un équivalent simple.

a. cosr—1en0 1 1 1
e. 1n<1+—+—2>——en+oo
n

b. e —1—zen0 n n
c. cost—+v1—a2en0 f. In(1+n) en 400

1 1\"
d. In <1—i——> en +o00 g. <1—i—— en +oo
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Exercice 15. En utilisant des équivalents, décider si les intégrales généralisées suivantes
convergent.
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Exercice 16. En utilisant des équivalents, décider si les séries suivantes convergent.

“ 3+ 2 n+lnn
a Y c. Zn4+5
n=0
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Exercice 17 (La fonction gamma).

a. Soit a > 0 fixé. Prouver la convergence de 'intégrale généralisée
o
[(a) ::/ " e " dx.
0

b. Montrer que I'(a + 1) = aI'(a) pour tout a > 0.

c. Calculer I'(n + 1) pour n € N.



4 Suites de fonctions

Exercice 18. Calculer la limite simple des suites de fonctions suivantes et décider si la
convergence est uniforme.

a. fn:(0,1] = Ravec f,(r) = n_lx d. f,:[l,00) = R avec f,(z) = ﬁ
b. fu:[1,2] — R avec fo(z) = 1 e. fn:]0,00) — R avec f,(x) = exp(—nx)
na f. fn:[1,00) = R avec f,(z) = exp(—nx)

1

c. fn:R—=Ravec f,(x) = 2211 & fo:[1,2] 5 Ravee fu(x) = exp(—na)

Exercice 19. Convergence simple et uniforme

On étudie les suites de fonctions réelles définies par f, : v € RT —— n + arctan(x)
n

ny
1+ nx

et g, :r € RT — pour n € N*.

a. Les suites de fonctions (f,,)nen+ €t (gn)nen= convergent-elles simplement sur [0, 1]?

b. Convergent-elles uniformément sur [0, 1]7 Sur |0, 1]7 Soit a € ]0, 1[. Convergent-elles
uniformément sur [a, 17

c. Convergent-elles simplement et uniformément sur [1, 4+o00[?

Exercice 20. On considére, pour tout n € N, les fonctions f, : [-1,1] — R définies par

fu(x) = sin(na?) exp(—na?).

a. Montrer que la suite (f,), oy converge simplement sur [—1, 1] vers une fonction f
que 'on déterminera.

b. Montrer que (fy),cy e converge pas uniformément vers f sur [0, 1].

c. Montrer que pour tout a > 0, (f,),cy converge uniformément vers f sur [a, 1].

e "

i T + "
pour tout n € N. Etudier la convergence uniforme de (f,,), o sur [0, 1], puis sur [0, 1], puis
sur [0, a] avec 0 < a < 1.

Exercice 21. On considére la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(x)

Exercice 22. On considére la suite de fonctions (f,,)nen définies sur [0, 1 par

f.(x) = min <n \/1%_3) |

a. Montrer que la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur [0, 1] vers une
fonction f que l'on précisera.



b. Pour tout n € N, déterminer (si elle existe) la limite lim f,(z).
r—1—

c. Que peut-on en conclure sur la suite de fonctions (f,,)nen ?
Exercice 23. Convergence et intégrales
2"z

Soit (fn),ey la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(z) = T o
"nr

a. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions sur [0, 1].

1
b. Pour n € N*, calculer I,, = / fn(t)dt et lilil I,. En déduire que la suite (fy),,cn
0 n—-+0o0

n’est pas uniformément convergente sur [0, 1].

c. Donner une démonstration directe de ce que la suite (f,),, oy n'est pas uniformément
convergente sur [0, 1].

Exercice 24. Soit (f,,)nen+ la suite de fonctions définies sur R par

ne * 4+ z2
n -+ x?

fn(x) =

a. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

b. Soient a,b € R tels que a < b. Montrer que (f,,)nen+ est uniformément convergente
sur le segment [a, b].

c. Soit a € R. Montrer que (f,)nen+ ne converge pas uniformément sur [a, +00.

1
d. Calculer la limite lorsque n — +oo de I,, = / fo(z)dx.
0

Exercice 25. Soit (f,,),>2 la suite de fonctions définies sur [0, 1] par

| -nfa? 420’ size [0, 2] ;
Jn(@) = {0 six € [%,1}.

a. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

b. Déterminer

lim /1 fu(z)dz.
0

n—-+0oo
c. En déduire que (f,), ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Exercice 26. Convergence uniforme et dérivées
x

Soit (gn),, la suite de fonctions définies sur [—1, 1] par g,(r) = [y



a. Montrer que (g,),cy- converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction nulle.
b. Etudier la convergence de (g},), oy~ sur [—1,1].

In(1 2,.2
c. On consideére la suite (fy),cn- définie sur [—1, 1] par f,(z) = w Montrer
n

que (fn),en+ converge uniformément sur [—1,1] vers 0.

x
Exercice 27. On pose, pour tout n € N*, et pour tout x € R, f,(x) = v/narctan (—)
n

a. Etudier les modes de convergence de la suite (f}),, oy

b. En déduire que (f,),cy- converge uniformément sur tout sous-ensemble borné de R.

c. Montrer que la suite de fonctions (f,) ne converge pas uniformément sur R.

neN*



5 Séries de fonctions

Exercice 28. Montrer que les séries de fonctions suivantes ne convergent pas normalement
sur l'intervalle I indiqué en montrant que > || f,||co diverge.

Z sur [ = [1,2],
n+x"

sin nx
Z =R,

=0

(oo}
.2
C. E e ™ sur I =R.
n=0

Exercice 29. Montrer que les séries de fonctions suivantes ne convergent pas normalement
ni uniformément sur l'intervalle indiqué I en trouvant (x,), tel que f,(z,) ne tend pas
vers 0.

Z —2 sur I =|0, oo,
xn %

d. Ze’m sur [ =]0, oo,
b. 22_"/’3 sur I =|0, oo,

0 = 1+ 2

~ e. Z m sur I = [0, OO[
c. anx” sur [ = [0, 1], =

n=0

(Indication: Si le dénominateur est la somme de deux termes positifs, 'argument z,, est
souvent la valeur ot les deux termes sont égaux.)

Exercice 30. Montrer que les séries de fonctions suivantes ne convergent pas normalement
sur l'intervalle I indiqué en trouvant (z,), tel que > | f,(x,)| diverge.

oo [e.e]
(_1)n€—nac n +3§'3
a. ——— sur [ =|0, 00|, b. —— sur [ = |0, 00|.
> J0, o0 ) g 0,00
n=0 n=1
Exercice 31. Montrer que les séries de fonctions suivantes convergent normalement sur

I'intervalle I indiqué en montrant que »_ || f,||s converge.

a. Z—surf_[l 2], c. iﬂsurlz[(),l].
n:1n4+$2
b. Z sur [ = [1,00], d. > 1 2pouer[O o0l.

Exercice 32. Montrer que les séries de fonctions suivantes convergent normalement sur
I'intervalle I indiqué, en trouvant (a,), tel que |f,(z)| < a, Vx et > a, converge.

> n—+x 0 "
a- Zn4+x2 sur I = [0, o], b. E msurlz[o,a],a<1.
n=1 n=1



(Indication: Si le dénominateur est la somme de deux termes positifs, on trouve souvent
deux majorations pour deux parties de l'intervalle en supprimant un des deux termes en
faisant la différence si x est plus grand ou plus pétit que la valeur ot les deux termes sont
égaux.)

Exercice 33. (Convergence simple, normale et uniforme)

Etudier la convergence simple, la convergence normale puis la convergence uniforme de la
série de fonctions ) f,, dans les cas suivants:

n

a. fu(x) =

L [0, +00], puis sur [0, 1], puis sur [0, a] avec a €]0, 1].
l-n

2

b. f.(z) = ﬁ, sur [0, +00| puis sur [0, a] avec a > 0.

c. fulz)= m sur [0, +oo| puis sur [0,a] avec a > 0.

Exercice 34. (Série de fonction, intégrale, et dérivée)

On considére la série de fonctions Z fn avec f,(z) = Sln(nl’).

n>1

n3

a. Montrer que cette série converge pour tout z € R.
b. Montrer que sa somme f = E fn est une fonction continue.
n>1

T 1
c. Montrer que / fl)de=2) ———.
0 2 Gy

d. Montrer que f est dérivable sur R avec f'(x) = Z %;m), Vo e R.
n

n>1

Exercice 35. (Classe C™)

(=n"

x+n

+oo
On pose, pour z € RT, f(x) = Z . Montrer que f est bien définie et qu’elle est de

n=1
classe C* sur R™.

Exercice 36. Pour z € R, on pose (lorsque cela a un sens)

-5 (k)

n=2

a. Déterminer le domaine de définition de la fonction .

10



b. Justifier I'existence de 'intégrale suivante et la calculer explicitement :

I:/Olgo(:r) dx.

Exercice 37. Pour z réel, on pose

+o00
fla)y=) e

a. Déterminer le domaine de définition de f, noté Dy.

b. Etudier la continuité de f sur Dy.

c. Montrer que la fonction f est strictement décroissante.
d. Etudier la limite de f en +oo.

Exercice 38. On considére la série de fonctions g fn ou

n

(c1ye

VneN, VteR, f,(t)= ]

a. (a) Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur Fy = [0, +00].
(b) Montrer que la série de fonctions Z fn converge absolument sur F, =|0, +o00.

)
)

(c) Montrer que la série Z fn converge uniformément sur Ej.
)

(d) La série converge-t-elle normalement sur Fy? Et sur E,7 Justifier.

b. Soit S la fonction somme de la série de fonctions Z fn- Montrer que lorsque ¢ tend
vers 400, S(t) tend vers 1.

11



6 Séries entiéres

Exercice 39. Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes en utilisant Cauchy
ou d’Alembert :

a. Zz”/n‘
b. > (=1)"(n+3)!2 i
C. Zn”z" nn

2 nin 1)
d. ZEZ

Exercice 40. Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes par comparaison
a une série sans coefficients nuls :

a. Zz”! b. ZnQ (n?)

Exercice 41. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes en rem-
placant les coefficients par des équivalents plus simples :

a. Zn4+3z b. Zsm(ﬁ)z

Exercice 42. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes et les
évaluer en utilisant les séries entiéres connues vues dans le cours :

a. iz?’" d. iQ"z"/n!
”:00 nO:oO
b. ZQ”Z” e. Zz”/n
n=1

o0

c. 224”/71! f. Z )"/ (2n)!

Exercice 43. Déterminer les rayons de convergence et développer en série entiére autour
de O :

1 1
12z d qaroe
b. 1 e. In(2—2z)
© _15 f. exp(22)
C. 1+022 g. exp(z?)
Exercice 44. Montrer que cos z = Z(—l)”z2” /(2n)!. En déduire la série entiére de sin z.
n=0
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