4 Intégrales multiples
4.1 Intégrale simple comme somme de Riemann et aire.

Rappel. Si f: R — R est une fonction & une variable définie sur un intervalle [a, b], on a défini I'intégrale de f sur
[a,b] comme le nombre

b
jfmnm=mw—ﬂm=wmm,

o F' est une primitive de f sur [a,b], c’est-a-dire une fonction dérivable et telle que F'(z) = f(z) pour tout x € [a,b]. La

primitive de f est notée F'(z) = | f(x) dv, mais ce n’est qu'une notation: comme fonction de x, on trouve F(z) & I'aide du

Hi M
Théoréme fondamental du calcul intégral. F(z) = J. F'(t)dt+c = J- f(t) dt +¢, pour tout z € [a,b] et ce R.
a a
Si f admet une primitive F, par exemple quand f est continue, I'intégrale de f sur [a,b] existe dés que l'intervalle
[a,b] est borné. (Si l'intervalle n’est pas borné, on parle d’intégrale impropre.) Pour calculer 'intégrale, ou la primitive, on
transforme 'intégrand f(z) jusqu’a obtenir, sous le signe d’intgrale, la dérivée d’une fonction, qui sera F'(z). Pour cela, on
emploit les deux techniques suivantes:

b h=1(b)
Théoréme du changement de variable. J flz) do = J f(h(t)) h'(t) dt, ol x = h(t) et h est un difféomorphisme
a h=1(a) -

(bijection dérivable avec réciproque k™! dérivable).

b b b
Théoréme d’intégration par parties. J f(z) ¢'(z) dz = [f(a:) g(:::)]tl —J. fl(z) g(z) dz.

Définir I'intégrale comme valeur d'une primitive ne permet pas d’en comprendre la signification géométrique (c’est une
aire), ni d’en éteindre la définition aux fonctions de plusieures variables. Pour cela, il faut interpreter les intégrales comme
sommes de Riemann.

Définition. Une subdivision S; de [a,b] est une partition de l'intervalle I = [a,b] en n intervalles I; = [a;_y,a;] (pour

. —a .
i=1,...,n) de longucur § = , en partant de ap = a et en finissant en a, = b.

5 5 8
et ——
——— % — it >
Q0. Xq Qs X2 @y, X% —— Q_, Xn @:=b R,

Pour tout choix de n points ; € I; (i = 1,...,n), on appelle somme de Riemann de [ associée & la subdivision Ss et
aux points {z;} la somme

Rs(fi{ai) = O f(w:) 6
i=1

ol chaque terme f(z;) 6 représente 'aire algébrique
du rectangle de base I; et hauteur f(z;).
Ici, “algébrique” signifie avec un signe + qui dépend du
signe de la fonction f au point choisi ;.

Théoréme. Sila limite %iug} Rs(f;{z:}) existe, elle est indépendante du choix des points z; € I;,etona
—

b
g%mmwm=Lﬂmw.

Corollaire. [Signification géométrique de I’intégrale simple.] ‘ 1T -{2: h‘i’ ~ _\IH
b '112] / .
1. f f(z) dz = aire “algébrique” de la portion du plan comprise en- \\ + A\ + A
a tre le graphe de f et 'axe Oz -+ . / ‘}1 N
b -7 \
2. J. |f(2)| dz = aire de la portion du plan comprise entre le graphe /2
a

de f et 'axe Oz
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Exemple. Aire du disque. Par symétrie, on voit que 'aire du disque D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} est deux fois
I’aire du demi-disque

D* = {(z,y) eR* |2® +3° <1, y 2 0},

qui est la portion de plan comprise entre 'axe Oz et le graphe de la fonction

y =+/1 —z2. On a alors
1
Aire (D) = 2J V1-22 dx.
=i

On calcule cette intégrale par changement de variable, en posant = = sint pour t € [—m/2,7/2], car /1 — 22 = cost.
Puisque dx = cost dt, on a

wf2 2 9 1
Aire (D) = 2_[ cos?t dt = 2 .t oo RPN [1 sin(2t) + t]
—7/2 —n/2 2 2

™ i
r/2=(0+§—0+§)='ﬁ.

w2
4.2 Intégrale double et volume. Théoréme de Fubini. Changement de variables. Aire.

Soit f : R? — R une fonction définie sur un ensemble borné D < R2.

Définition. Pour tout § > 0, on appelle subdivision de D l’ensemble S5 des carrés K; de coté § qui recouvrent D dans
n’importe quel grillage de pas §. On considére deux telles subdivisions:

I

e Sgot indique le recouvrement large (a l'extérieur),

e S{* indique le recouvrement strict (& l'intérieur).

Puisque D est borné, les subdivisions contiennent un nom-

bre fini de carrés, et on a Si**  S§*'. En fait, les carrés

contenus dans I’ensemble S§*'\S™ couvrent exactement le —p= _ -

bord 9D de D. = I |
extfint

Pour tout choix de points (z;,;) € K; n D, on appelle sommes de Riemann de f associées aux subdivisions S;
et aux points {(v;,y:)} les sommes y EIT
Fp'-j

R;mt/int(f’ {(ﬂfii,'yi)}) = Z f(a:i,y,-) 52, /
Kesy=/™m < AZb,

ol chaque terme f(z;,y;) 6% représente le volume algébrique

|
|
|
i
J

du parallélogramme de base K; et hauteur f(z;,y;), avec signe £ _ / Y DV
qui dépend du signe de f en (z;,y;). // W e
XY / VA ;o
Définition. Si les limites gin:.) R;m:/ Y {(2i,7:)}) existent, elles sont indépendantes du choix des points (z;,y;) € K; n D

et elles coincident. Dans ce cas, on appelle intégrale double de f sur D cette limite:

[[ £6@9) da dy = im RE™ st
D

On dit que f est intégrable selon Riemann sur D si I'intégrale J f(z,y) dz dy est finie (un nombre réel, pas ). En

D
particulier, ¢’est le cas si f est continue et D est borné.

Corollaire. [Signification géométrique de I'intégrale double.]

1. -” f(z,y) dz dy = volume “algébrique” de la portion d’espace comprise
D entre le graphe de f et le plan zOy

2. jj| f(z,9)| dz dy = volume de la portion d’espace comprise entre le
B graphe de f et le plan zOy
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Exemple.  Volume de la boule. Le volume de la boule B = {(z,y,2) € R® | 2% + y? + 22 < 1} est deux fois le volume
de la demi-boule

B = {(z,y,2) e R’ | 2® +* + 2% < 1, y 2 0},

comprise entre le plan 2Oy et le graphe de la fonction z = /1 — 22 — y2. On a alors

Vol (B) =QJJ\/1—:I:2-—y2 dz dy, o D= {(z,y)eR?|2? +3% < 1}.
D

Pour calculer les intégrales doubles, on utilise les proprietés suivantes, et deux techniques spécifiques.

Proposition.

1. JI (A flz,y) + 1 g(a, y)) dz dy = A ff flz,y) dz dy +,u-”‘g(m,y) dz dy, pour tout A, e R;
D D D
2. 851 D = D; u D, et Dy n Dy = courbe ou &, alors Jff(w,y) dx dy = J:[f(.r, y) dz dy + '[[f('t,,y) dx dy;
D D, D,
3. lﬂf(w,y) da dy| éﬂlf(w,y)l dx dy;
D D

4. Si f(x,y) < g(z,y) pour tout (z,y) € D, alors ff flz,y) de dy < J-J- g(z,y) dz dy.
D D

Calcul des intégrales doubles: théoréme de Fubini.

Premier cas. Soit f: R* — R une fonction continue définie sur un rectangle D = [a,b] x [e,d].

b f pd d [ b
Théoréme. [Fubini, ler cas.] Jff(:c, y) dx dy = j (J. flz,9) dy) dr = f (I flz,y) d.’E) dy
D @ c c a

b d
Corollaire. Jj fi(x) fa(y) dz dy = | fi(z) dx f faly) dy
[a,b] x[c,d] “ i
b d b d
Notation: jdmfdy flz,y) = f (f Sf(z,y) dy) dz.
Exemples.

. w2 1 .71 2 1
l. d-. d = b d, d = | = 2 i = —
jf zcosy dxr dy J;]’c .TJ;) cosy dy, [23: ]0 [smy]D 5

[0,1] % [0,/2]

2 P L N TP el oF 4 L 3 ' 5
2. (y—Ddzdy= | dz | (zPy—1)dy= | dz |z2®y* —y = szf—=1)de=|=z’-2| =-—=
-1 0 -1 2 y=0 —1\2 6 -1 3

[_ lvl] x [UvI]

Deuxiéme cas. Soit f: R? — R une fonction continue définie sur un ensemble borné D quelconque. Alors:

e pour tout (z,y) € D, il existe surment des valeurs a,b € R tels g4
quea<zc<bh, d{x)"“-*

* pour tout x € [a, b], il existe surment des valeurs ¢(z), d(z) € R
tels que c(z) < y < d(z), o | -

1 t

8, |
! : S
de telle sorte que D={(z,y)eR? |z € [a,b], ye[c(z),d(z)] P A x b >

A noter que les deux courbes dD~ = {(z,y) e R? |z € [a,b], y = c(x)} et IDF = {(z,y) € R? |z € [a,b], y = d(z)}
decrivent le bord de D.

49



En alternative: 4 _/_..,5_\

e pour tout (z,y) € D, il existe surment des valeurs ¢,d € R tels
que ¢ <y < d,

e pour tout y € [c,d], il existe surment des valeurs a(y),b(y) € R
tels que a(y) < = < b(y),

———re e

bly) x

de telle sorte que D={(z,9)eR? | ye[c,d], ze[a(y),bly)] }

Dans ce cas, ce sont les deux courbes 4D~ = { (z,y) € R? |y € [¢,d], z = a(y) } et D" = {(z,y) e R? | y € [, d], 2 = b(y) }
qu decrivent le bord de D.

Selon le choix qu’on adopte pour décrire D, on a alors:

a

b d(x) d [ rb(y)
Théoréme. [Fubini, 2&me cas.] ij(:t:,y) dz dy = -[ (J flzm) dy) daz = f ( flz,v) d;r;) dy.
e(z) ¢ a(y)
D

Exemples.

1. Soit D la partie du plan zOy délimitée par I'arc de parabole y = z? en bas,
et la droite y = 1 en haut. On peut alors décrire D comme l'ensemble

D = {(z,y) eR? | ze[-1,1), ye [2% 1]}

Par conséquent, on a:

1 1 LI & U L 1 11 1 1% p)
[Jvasar=[ e [var=[ =[] o= [ 5 -eraemg[5e 32 -5
D

2. Volume de la boule en coordonnées cartesiennes. Pour B = {(z,y,2) € R? | 22 + y* + 2% < 1}, on sait que

Vol (B) =2Jf 1— 2% —y? de dy, ot D={(zy)eR?® |2+’ <1}.
. A

Yy -

Sy 1-%2
On peut décrire D comme I'ensemble m \
D={(ﬂ:,y)EIR2|a;E[—1,1],yE[—\/l—a:z,\/l—a:ﬂ}, —1-\'\—LV’L x
=l{-xt

donc on a

1 St 1 Vi =
v01(3)=2f dmf x/l—:cz—yzd'y=2-[ de' V-2 (1- L ay.
=1 N L —Vi—a? 1 =g

Y

— X

VI <y<y/1-22 = -lgsint<l = —gs_tsg,

2 2
=sin®’t — 1 Y —+/1—sin’t = Veos? = |cost| = cost pourte [-F, %],

Avec le changement de variable =sint, on a

2

¥

1—a? T 1-a?
y=+v1—2a?sint = dy=+/1-2a?costdt.
/2
En sachant que 2-[ cos? t dt = w (voir exemple précédent), on a alors:
—mf2

1 /2 1 1 1 A7
Vol(B)=2f (1—2?) dzx .[ cos’t dt == J (1-2?) dm=7r[:c—§:r;3] = —.
=1 =1 -1

—mf2
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Calcul des intégrales doubles: changement de variables.

Considerons I'intégrale f f(@,y) dx dy et un changement de variables (z,y) = h(u,v) = (z(u, ), y(u, v)). Pour exprimer
D
I'intégrale en termes de la fonction f(u,v) = f (z(u,v), y(u, v)), il faut exprimer D et le "produit” dz dy en termes de (u, v):

® Le domaine D se transforme en le domaine D = h~1(D) = {(u,v) € R? | (x,y) = h(u,v) € D}.

der = ﬁ du + ?_‘E dv
ou dv ; dz du
e Les éléments dz et dy se transforment comme i.e. comme d = Ju(u,v) dv
dy=2 au+ % g g
 Ou v
oz [
du dv .
ot Jy(u,v) = est la matrice Jacobienne du changement de coordonnées.
9 %
du dv

¢ Pour le "produit” dx dy il faut faire attention: il s’agit d’un produit wedge entre formes différentielles (hors programme
Math2), normalement noté dz A dy. Sans rentrer dans les détails, il suffit de dire qu'il est linéaire dans les coefficients
de dz et dy (qui sont des fonctions) et antisymétrique:

dx A dy = —dy A dx et donc aussi dr Adz =0, dyady=0.

Par conséquent, on a

d.a:/\dyz(@ du+@dv)/\(@ du+@dv)

ou dv du v
dx dy o dy oxr dy dxr dy
=— —dundu+-— == 4d — — dvAadu+— =2 d
30 7 A u+8u Ew u A dv+ " dv A du + % 7o dv A dv
oz 0 dr 0
= (% 5% - a—z %) du A dv = det J;(u, v) du A dv.
Quand on identifie dz dy & dx A dy en réalité on ne fait pas attention & l'ordre, on suppose que dx dy = dy dz. Pour
éviter le changement de signe " —" qui viendrait de 'égalité dx A dy = —dy A dz, il suffit d’adopter la formule suivaute,
avec la valeur absolue du détérminant Jacobien: _
dr dy dx dy
dr dy = 3 30 " 7 %I du dv = |det Jh(U,U)I du dv.
En particulier, pour le changement en coordonnées polaires, on a: | dr dy = p dp dyp —|

On arrive finalement au théoréme suivant:

Théoréme. [Changement de variables.]

_H flx,y) de dy = ﬂ- f(z(u, ), y(u,v)) ’det J;,,(u,v)l du dv
D

R-1(D)

Exemple. Volume de la boule en coordonnées polaires. Pour B = {(@,y,2) eER® | 22 + 92 + 22 < 1}, calculons

Vol (B) = QIJ--\/I—$2 — y? dz dy, ot D= {(z,y)eR?|2®+3% < 1}
D

avec le changement de variables en coordonnées polaires, (z,y) = h(p, ) = (pcos, psin ). Puisque 2% + y? = p?, on a:
Vi—a? —y2 = /1 p?
h=H(B) = {(p,¢) € [0,0[x[0,2x | p < 1} = [0,1] x [0, 2n]

et done, en sachant que dz dy = pdp dy et en utilisant Fubini pour separer les variables, on a

1 2m
Vol (B) =2 ff AV 1—p? pdp d(,o=2J. V1—p2 pdp dp.
0 0

[0,1]x[0,27[
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27T
o ; 2 .
L'intégrale en ¢ est simple: J- dp = |:t,a]07r = 2. Pour l'autre,sionpose t=1—p’>ona
0

p=0 = t=1 et p=1 = t=0,
VI FE =i= 2,

1
dt = —2pdp = pcip=—5dt,

et on obtient enfin

2 0 1
VOI(B)=—§ 2 _[ {2 dt=27r_[ t12 dt = ox [1+1
1 0 3 0

Applications des intégrales doubles.

Corollaire. [Aire.] Pour tout domaine borné D de R?, on a: Aire (D) = J- dr dy
D

En effet, J dx dy est le volume (algébrique) de la portion d’espace comprise entre le
D

graphe de la fonction constante f(z,y) = 1 et le plan xOy: ce solide est un cylindre

de hauteur 1 et de base D, son volume est donc égal & l'aire de D multipliée par la

hauteur, qui vaut 1. La valeur absolue force le résultat & étre positif, en dépit d'une

éventuelle valeure négative due au sens d’intégration des variables.

Exercices.

1. Calculer I'aire du domaine D de R? délimité par les courbes d’équation y = 22 + 2z + let y = a® + 1.

D’abord on dessine le domaine D: la courbe y = 2 + 1 n’est rien d’autre que
y = 2® translaté vers le haut de 1, et la courbe y = 2 + 2zx + 1 = (z + 1) est
une parabole orientée vers le haut et centrée au point £ 41 =0 et y = 0, c’est-
a-dire au point (—1,0). Les deux courbes se rencontrent aux points (—1,0) et
(0,1). On a donc

D={(m,y)ER2| —-1<2<0, m2+2:c+1€y$m3+1}.

Done

0 z%+1 0 § 0
J]dsr:dy=f d:rsj d1=J [y15tn ri:c:f (e*+1-2°—22—1) da
o -1 z24+2x+1 -1 -1

Tre vs & ¥ 0 Loow o o L A B
—[a: 3¢ .1_1_4(1) L (1) =3 ==

1~

4 3 12

et par conséquent

2. Calculer l'intégrale JJ(TZ — 2y) dx dy, ot D est le domaine de l'exercice précédent.
D

, 0 3 +1 ) 0 P
J:f(:r —2y) de dy = J dz J (x* —2y) dy = J- [:r:zy —y? ]1:2+2:z:+l dz
. -1 2242x+1 -1
0
= J (9:2(.1:3 +1)— (@ +1)? —2?(@® + 22+ 1)+ (2 + 2z + 1)2) dx
-1

0
1 1 ; 0
=j (—.1:6+:1:5+61:2+4:c)d:c=[~—a;7+—3:6+23:3+2:52] _1
-1 7 6 -1 7



4.3 Intégrale triple. Théoréme de Fubini. Changement de variables. Volume. Moments et
centres d’inértie.

Soit f : R® — R une fonction de trois variables (z,y, 2), et soit D Dy < R? un ensemble borné.
Définition. On définie I'intégrale triple de f sur D comme la limite de

la somme de Riemann associée & une subdivision S5 de D en petits cubes
K; de taille 62, avec § qui tend vers zéro:

KieSs

J-J. Sz, y, 2) dz dy dz=gi_136 Z f(@i i, 21) 6°,
D

quelconque soit le choix des points (x;,¥;, ;) € K.

Cette définition est 'analogue en dimension 3 de celle donnée en dimension 2 pour les intégrales doubles. Les intégrales
triples ont donc exactement les mémes proprietés des intégrales doubles, et les mémes théorémes d’existance (f continue sur
D borné).

La signification géométrique de 'intégrale triple est plus abstraite: par analogie, le volume (algébrique) de la portion
d’espace comprise entre le graphe de f et le plan zOy devient le quadri-volume {(algébrique) de la portion de quadri-
espace comprise entre le graphe de f et 'espace Oxyz.

Calcul des intégrales triples.

Théoréme. [Fubini.]
1. 8i D = [a,b] % [e,d] % [e, g] est un parallélepipéde, alors:

b d g
J]]f(m, ¥, 2) da dy dz = f drx;J‘ dyf dz f(z,y,2) (dans l'ordre qu’on veut).
a c e
D

2. 81 D= {(1:, y,z) e R3 , z € [a,b], y € [e(x),d(z)], 2 € [e(z,y), g(x,y)] } est un ensemble borné quelconque, alors:

b d(z) ()
Jfff(:r, ¥, 2) de dy dz = J. (If.’BJ dy dz f(z,y,z) (ordre forcé).
D a

c(z) e(z,y)

Exemples.
1.

3 2 ol 3 2 1 =1
(2% = 2yz) dz dy dz =f dz f dyf dz (z? — 2yz) =J. dz f dy [ =z ~ 2zyz]
2 1 0 2 1 3 a=0
[0,1]x[1,2] % [2,3]
3 2 3 - 3
1 1 y=2 2 1
d coayz) = [ [2y- w[ (Betn-L4g) i
L zJ-ldy(3 2yz) L[3y yz]Fldz L(S 4 3+z)d

-[G-w) - 3T-3-5-3+5 -5 0%

Il

2. 5i 0 est le cylindre plein, de base le disque D = {(:c, yz)eR} |22 +42 <1, z = O} et de hauteur 3, on peut écrire

Q={(z,y,2) e R® | 2% + 4% < 1, 0$Z$3}

~{@y2)e® |ze[-11] ye [-VI—a?,VI=27), 2¢[0,3]}

et donc

3 3 1 Vi—aZ
J-J]-(l —2yz) dx dy dz = J dzf (1—2yz) de dy = -[ dzj dz J- (1 —2yz) dy
& 0 = 0 -1 —V1-=z%

3 1 =1—x2 3 1
=J dzJ [y—yzz]y d:r:=f dzJ. (\/1—:1:2-(1—:?:2)2+ 1~a;2+(1—:1:2)z) de
0 -1 0 -1

gl
3 1 /2

=J‘ dzJ. 24/1 — g2 da:=3f 2cos’t dt = 3w
0 -1 —mf2
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Théoréme. [Changement de variables.] Si (z,y,2) = h(u,v,w) est un changement de variables, alors:

J-J- flz,y,2) de dy dz = JJ] z(u, v,w), y(u,v,w), z(u, v, w) ldetJh(u v, w)| du dv dw

h=1(D)

En particulier, pour les changements on coordonnées cylindriques et sphériques, on a:

| dvdydz = pdpdpdz = r*sinfdrdpdd

Exemple. Considerons & nouveau l'intégrale de la fonction f(z,y,2) = 1 — 2yz sur le cylindre plein (2, de base le disque
D={(z,y,2) eR3 |2 +y° <1, 2= O} et de hauteur 3. En coordonnées cylindriques, on a

ﬂ={(m,y,z)ER3|:f:2+y2:§,1, 0&2&3}
= {(Pi‘P:z) | pe[0,1], e [0,2n], 26[0’3]}

et donc, puisque dz dy dz = pdp dyp dz, on a

3 3 1 27
JJ (1—2yz) dz dy dz = f dzj (1—2yz) de dy = J. dzf pdp f (1—2psinyz) dy
0 0 0 0
) D

3 1 e
=j- dzf pdp [cp+2pcoscpz] J. cin- 27r+2pz—2pz) pdp
0 0

3 1
=szj 21rpdp=31r[p2] =3
0 0 0

Applications des intégrales triples.

Corollaire. [Volume.] Pour tout domaine borné D de R?, on a: Vol (D) = ‘ J]- dz dy dz

Exemple. Volume de la boule en coordonnées sphériques. En coordonnées sphériques, la boule B = {(z,y,2) €
R? | 22 +y® + 2% < 1} devient

h_l(B) = {('r,cp,ﬁ) |ref0,1], pe [0,2x[, 6 € [0, 7] }’

et, puisque dz dy dz = r*>sind dr dyp d@, on a

1 2 i
Vol (B) = J:[ de dy dz = -[U r2siné dr dp df = J 2 dr J dyp L sin@ df
B [0,1] x [0,27[x[0,] 0 0

il T 27 dm
~§21r[—c059]0——3—(1+1)=—.

Corollaire. [Quantités totale et moyenne.] Si f = 0 denote la concentration d’'une matiere (densité volumique), ou
la densité d’'un courant ou d'une énergie, alors:

e Quantité totale de maticre / courant présente en D = ‘ J:[ flz,y, z)dz dy dz

1
e Quantité moyenne de matiére / courant présente en D = W{D) J] flz,y,2)dz dy dz
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T +y
(z+1)2

Exemple. Un matériau est distribué dans le cube D = [0, R]® sclon la densité volumique f(z,y,z) = La

quantité totale du matériau est alors

R R i R R 1, Rd 1 1R
Il Haru,2) dody dz = | d"‘fo(“y)yfo arp =] [ get]iae [ - o5,
D

- [} (R g ) (1= i) = [0 2]

(1. .\ R 3R
‘(2R +R)R+1_2(R+1)’

et, puisque Vol (D) = R3, la quantité moyenne du matériau dans le cube est

1 1 3Rt 3R
Vol (D) fﬂf(x’y‘z) wdydz = 5 AR+~ AR+ T)’
D

Corollaire. [Centre de masse.] Sipu = 0 denote la densité de masse, et r(z, y, z) denote la distance d'un point (z,y, z)
depuis un point fixe P ou une droite fixe A, alors:

e Masse totale présente en D: M = -U-J.,u(a:, y,z) dz dy dz
D

e Centre de masse (ou centre d’inértie, ou encore baricentre) = point G de coordonnées Ta, Yo, 2q) telles que
» Y

1 1 1
TG = 71 fJ.J-m dx dy dz, ve =77 J-J‘J-y dz dy dz, zg = 7 J:[[z dz dy dz
D D D

1
e Moment d’inértie par rapport & P ou & A = i J.Jj r2(z,y, 2) p(z,y, z) de dy dz
D

Un matériau est homogéne si sa densité de masse est constante. Si cette constante n’est pas spécifiée, on peut supposer
que p(x,y, z) = 1 pour tout (z,y, z).
Exemple. Trouvons le centre de masse du demi-cylindre homogéne
D={(x,y,2)eR’ | 2> +y* < R?, z€[0,H],y>0}.
Il convient de travailler en coordonnées cylindriques:
h=H(D) = {(p,0,2) | p€ [0, R], p€[0,7], z€ [0, Hl}.

La masse totale est alors

R T H 2
ﬂf=ﬂfdmdydz= jffpdpdgodz=f pdpf dgoj By e AR R
2 0 0 0 2

h=1(D)

m ™

T T
Puisque j cosy dp = [ sint,o} =0, et J- sinp dp = [ —cosgo]o = 2, le centre de masse G a coordonnées cartesiennes

0 0

0
-—l_m-dddz—iﬂf ddd—lf%l i d Hd—o
26 =37 ||| zdwdydz = = pesppp dedi= e | 9 pfocosso soL z=
D

h=1(D)

1 1 R i & 2 R® 4R
yg=ﬁfﬂ-ydzdydz=ﬂ-[] pzdpj;}smgadgaj; dz:m-?2H=§
D

1 i B g - 2 R* H? H

= — y = — / 2 = —— — _—=

e M_m-"d”“ yde ML’“”’L“’JI,”Z TREH 2 " 2 2
D

4R H)_

donc G = (0, I
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Exercices.

1. Un sac de farine tombe par terre et la farine s’éparpille au sol avec une concentration non homogéne

1
flz,y) = %5 pour tout (z,y) € R
(‘\/:1.'32 + 92 + l)

Calculer la quantité totale et celle moyenne de farine éparpillée dans le disque de rayon R > 0 autour du sac.

= 1
La fonction f se simplifie en coordonnées polaires, car on a  f(p,p) = (Tl)z.' et le disque en coordonnées polaires
p

est Dp=1{(p,9) | pe[0,R], pe[0,2n[}. On a alors:
R 27 R
p+1 1 j 1 1
tité total dpd - d dp =2 ———=)d
Quanle otale = J‘J‘ )r) pap ap = J;) ((p+1)2 (p+1)2) £ 0 L m 1 (p+1 (p+1)2) £

=21T[1n(p+1)+;%]:=27r (ln(R+l)+ﬁ—1n0—l) = o (1n(R+1)—E{2+—1)

R 2m R2
Aire(DR)=jjpdpdw=j pdp f dqa=727r='n'R2
0 0

Dg

o 1 1 2 R
Quantité moyenne = Aive (D) J]. PEEE pdpdp= 2 ( In(R +1) Bl )
Dg

2. Calculer le centre de masse du solide £ composé de la demi-boule By et du cylindre Cr suivants:
BE:{rtp, | re[0,R], pe[0,27], O €[n/2, ‘.rr]}
Cr={(p0.2) | P[0, R, v [0,27], ze [0, R},

ayant densité de masse p(z,y,z) = 22

La masse totale de 2 est Mg = M’B— + Mc,, avec u(z,y,z) = v cos? § sur By. On a donc

27
M _—JJJT cos? 0 r%sin 6 dr dyp df = J 4 dr j d.'th- cos” 851n9d9—-~—21r[—%cos39

2m R 5
Mg, = JI[Z pdpdt,odz-'f pdpJ d(,o-[ 2% dz—— —3~=%
0

[ 1 s TnR®
Mo=M E+ﬂJcn—(E-§-—) TR = .

# 5
Ja=%

3 15

27 27
Puisque j cosp dp =0 et I sinp dp = 0, les coordonnées cartesiennes du baricentre G de ) sont:
0
g = J-JI zp(z,y, 2) doe dy dz
1 27 ™ 1 27 R ”
=—7/| %dr j cosgadth. cos? @sin® @ df + — 2cipJ- cosgadgaj z2dz=0
ﬂ'.[Q 0 0 /2 M' 0
1 R 27 ™ i 27 R
Yo = — f d'rJ. singod(pj cos” f sin® 9d9+—— p dpJ. smtpcigaf 22dz=0
Mq ,r/g Mq

27
zG=ﬂIﬂjJ.Jz dwd_;dz-— o dr f dtp‘l. 0053951119‘13'*"—"- Pdﬁj d‘PJ. 2 dz

b (E W[_lmm]“ G B LR (11 1) 1R 143 s
T\ xf2 2 4 ) TrR3 344) 7 12 14

En conclusion, le baricentre a coordonnées G = (0,0,5R?/14) et se trouve dans la partie cylindrique, car 573/14 > 0.
A noter que le baricentre se trouve & l'intérieur de © seulement si 5R%/14 < R, ce qui se vérifie si R < 4/14/5.
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