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Analyse pour l’économie 2. Contrôle continu de rattrapage.

Exercice 1.
1. Démontrer qu’au voisinage du point (1, 0), l’équation

x2 − exy + y2 = 0 (*)

définit implicitement une fonction de classe C2, x 7→ y(x).
2. Donner les valeurs de y(1), y′(1). En déduire l’équation de la droite tangente, au point (1, 0), à la courbe Γ

définie par l’équation (*).
3. Calculer y′′(1) : quelle est la position de Γ par rapport à cette droite, au voisinage de (1, 0) ?

Solution.
1. Posons F (x, y) = x2 − exy + y2 = 0. Observons que F : R2 → R est une fonction de classe C2, vérifiant
F (1, 0) = 0. De plus, Fy(x, y) = −xexy + 2y et Fy(1, 0) = −1 6= 0. Par le théorème des fonctions
implicites, au voisiange de (1, 0) l’équation F (x, y) = 0 définit implicitement une fonction de classe C2,
y = y(x), telle que y(1) = 0. On a, pour tout x dans un voisinage de x = 1, F (x, y(x)) = 0, c’est-à-dire

x2 − ex y(x) + y(x)2 = 0.

2. En dérivant ceci par rapport à x on trouve, au voisinage de x = 1,

2x− exy(x)[y(x) + xy′(x)] + 2y(x)y′(x) = 0.

Mais y(1) = 0, donc, en remplaçant x = 1, on trouve

y′(1) = 2.

La droite tangente tangente cherchée est alors la droite y = mx+ q de pente m = 2 et passant par (1, 0). Il
s’agit alors de la droite d’équation y = 2(x− 1) ()

3. En dérivant une seconde fois l’identité précédente par rapport à x on trouve, toujours au voisinage de x = 1,

2− exy(x)[(y(x) + xy′(x))2 + 2y′(x) + xy′′(x)] + 2y′(x)2 + 2y(x)y′′(x) = 0.

Ensuite, en remplaçant x = 1, y(1) = 0 et y′(1) = 2 dans cette équation on trouve y′′(1) = 2. Comme
y′′(1) > 0, la fonction est convexe au voisinage de x = 1, la courbe Γ reste donc au dessus de la droite
tangente dans ce voisinage.

Exercice 2. Soit m > 0. Calculer l’aire de la portion du plan limitée par la parabole y = x2 et la droite y = mx.

Solution. Les intersections entre la parabole et la droite sont les points (0, 0) et (m,m2). Il s’agit alors de calculer∫∫
D 1 dx dy, où

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ m, x2 ≤ y ≤ mx}.
On a ∫∫

D
1 dx dy =

∫ m

0

[∫ mx

x2
1 dy

]
dx

=

∫ m

0
(mx− x2) dx =

1

2
m3 − 1

3
m3

=
1

6
m3.
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Exercice 3.
1. Démontrer que l’application θ 7→ (sin(2θ), 2 sin2 θ, 2 cos θ), où θ ∈ [0, π], définit une courbe qui est

contenue sur une sphère de centre O, dont on précisera le rayon.

2. Préciser une constante a > 0 telle que la longueur L de cette courbe vérifie a < L < 3
2a.

3. Écrire l’équation de la droite tangente à la courbe au point (1, 1,
√

2).

Solution.
1. Calculons la distance à l’origine d’un point générique de la courbe. On a, pour tout θ ∈ [0, π],∥∥(sin(2θ), 2 sin2 θ, 2 cos θ)

∥∥2 = sin2(2θ) + 4 sin4 θ + 4 cos2 θ = 4 sin2 θ(cos2 θ + sin2 θ) + 4 cos2 θ = 4.

La courbe est donc contenue dans la sphère d’équation x2 + y2 + z2 = 4, qui est la sphère de centre O et
de rayon 2.

2. Posons ϕ(θ) = (sin(2θ), 2 sin2 θ, 2 cos θ). Calculons d’abord la dérivée de ϕ. On trouve

ϕ′(θ) = (2 cos(2θ), 4 sin θ cos θ,−2 sin θ).

La formule de la longueur d’une courbe paramétrée donne

L =

∫ π

0

∥∥ϕ′(θ)
∥∥ dθ =

∫ π

0

√
4 cos2(2θ) + 4 sin2(2θ) + 4 sin2 θ dθ

=

∫ π

0
2
√

1 + sin2 θ dθ.

Mais 0 ≤ sin2 θ ≤ 1. Donc 2π < L <
√

2 2π < 3
2 2π. On voit alors que a = 2π convient.

3. Imposons ϕ(θ) = (sin(2θ), 2 sin2 θ, 2 cos θ) = (1, 1,
√

2), avec 0 ≤ θ ≤ π. Cela donne la valeur θ = π
4 .

On a ϕ′(π4 ) = (0, 2,−
√

2). La droite tangente cherchée est donc la droite paramétrée par

θ 7→ (1, 1,
√

2) + θ(0, 2,−
√

2), θ ∈ R.
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