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— Feuilles de brouillon bleus : traiter uniquement les questions “bleus”.

Exercice 1.
Jaune Écrire la solution générale de l’équation différentielle y(4) − 16y = 0. Trouver ensuite toutes les solutions

vérifiant limx→+∞ y(x) = 0.

Bleu Écrire la solution générale de l’équation différentielle y(4) − 16y′′ = 0. Trouver ensuite toutes les solutions
vérifiant limx→+∞ y(x) = 0.
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Exercice 2.
Jaune Démontrer que, dans un espace métrique, toute suite de Cauchy est bornée. Donner ensuite un exemple

d’une suite bornée, non de Cauchy.

Bleu Démontrer que, dans un espace métrique, toute suite convergente est de Cauchy. Donner ensuite un exemple
d’une suite de Cauchy non convergente.
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Exercice 3.
On considère l’équation différentielle

Jaune y′′(x) + y′(x) + a(x)y(x) = b(x) Bleu y′′(x) + a(x)y′(x) + b(x)y(x) = 0,

où a et b sont des fonctions continues dans R, non identiquement nulles. Préciser si les affirmations suivantes sont
vraies ou fausses. (Pas besoin de justifier vos réponses).

1. Cette équation possède une et une solution. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V2 F2

2. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V2 F2

3. La solution générale est un espace vectoriel de dimension 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V2 F2

4. La solution générale est de la forme λf(x) + µg(x) + h(x), avec λ, µ ∈ R et f, g, h fonctions non
identiquement nulles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V2 F2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Exercice 4.
Jaune/Bleu

Soit X = Cb(R,R) l’espace des fonctions continues et bornées de R dans R, normé par ‖f‖∞ = supx∈R |f(x)|.
On note BR la boule BR = {f ∈ X : ‖f‖∞ ≤ R}. Soit a ∈ R et T : X → X l’application qui à la fonction f
associe la fonction T (f), où

∀x ∈ R : T (f)(x) = f(x)2 + a sinx.

1. Démontrer que si |a| ≤ 1
4 , alors

‖f‖∞ ≤
1

2
=⇒ ‖T (f)‖∞ ≤

1

2
,

et que T est une application 1-lipschitzienne sur la boule B1/2.

2. Démontrer que si |a| < 1
4 on peut trouver R, avec 0 ≤ R < 1

2 , tel que T : BR → BR, et tel que T est
contractante sur BR.

3. Expliquer pourquoi, si |a| < 1
4 , l’application possède un et un seul point fixe dans BR.
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