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Analyse pour I’économie 2. Examen de 1ére session

Exercice 1. Ecrire I’équation cartesienne du plan tangent 2 la surface ¥ de R? paramétrée par

T = uv,
y =1+ 3u, u,v € R,
2z =03+ 2u,

au point Py = (1,4, 3).

Solution. La surface ¥ est paramétrée par : R? — R3, ot o(u,v) = (uv, 1 + 3u,v> + 2u). On a
Py = (1, 1). Ceci montre que le Py € X. Ensuite, ¢, (u,v) = (v, 3,2) et ¢, (u,v) = (u,0,3v?). Le
vecteur
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(0u A py)(u,v) = (v,3,2) A (u,0,30%) = det = (9v%, =303 + 2u, —3u)
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est orthogonal a ¥ au point ¢(u, v). En particulier, au point Py, on voit qu’un vecteur orthogonal a > est le
vecteur (9, —1, —3). Ce vecteur donnent les coefficients directeurs du plan tangent : ainsi, le plan tangent a
>} en Py est un plan d’équation

9r —y — 3z = d,

Il reste a déterminer d de maniere a ce que P appartienne a ce plan. Celadonned =9 —4 — 9 = 4. En
conclusion I’équation cartesienne du plan est

9r —y — 3z = 4.

Exercice 2. Soita > 0et R > 1. Soit A = {(v,y) € R?: 1 < 2? + y% < R?}.

1. Calculer I’intégrale double
1
————dxd
//A (22 + 2

al’aide d’un changement en coordonnées polaires. (Distinguer les cas a = 1 et a # 1).

2. Trouver les valeurs de a telles la limite

1
li ————dxd

existe finie et la calculer.

Solution. Le passage en coordonnées polaires, x = p cos 6 et y = psin 6, transforme le domaine Ag en le
rectangle [1, R] x [0, 27]. L’intégrale demandée vaut alors

1 R 1-92a 2rIn R, a=1
// zapdpdh%/ e T )
[1,R]x[0,27] P 1 575 ( ), a#l.

La limite pour R — +oc de cette expression est finie si et seulement si @ > 1. Dans ce cas, la limite vaut
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Exercice 3. Trouver une équation différentielle linéaire a coefficients constants dont la solution générale
est donnée par I’expression suivante :

e (a + Bcos(2z) + ysin(2x)), a,B,v €R.

Solution. L’expression ci-dessus est la solution générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre 3, a

coefficients constants et homogene, de la forme
y" +ay’ + by +cy =0, avec a, b, ¢, d a déterminer.

Le polyndme caractéristique associé est P(\) = A3 4 aA? + b\ + c. On sait que ce polyndme doit avoir
comme racines A = 3 et A = 3 & 2¢. Donc

PA)=MA=3)A=3—-2))(A—3+2i)=(A=3)(A\2—6A+13) = X3 — 92 + 31\ — 39.
L’ équation différentielle cherchée est donc

y" —9y" + 31y’ — 39y = 0.

Exercice 4 Etablir I’existence et éventuellement calculer le maximum et le minimum de la fonction
f:R? %R
1

T2y raty+l

f(z,y)

dans chacune des situations suivantes :
1. Sous la contrainte 2 + 3% = 1.

2. Sous la contrainte 2 + y2 <1.

Solution.

1. La contrainte se présente sous la forme g(x,y) = 0, avec g(z,y) = 2% + y? — 1. L’ensemble K
des points (x,y) vérifiant la contrainte est un cercle, qui est un ensemble compact. La fonction f
étant continue, maxy f et ming f existent par le théoreme de Weierstrass.

Les fonctions f et g sont de classe C'! et la contrainte g = 0 est de type “égalite”. Nous pouvons
appliquer alors le théoréme des multiplicateurs de Lagrange. Vérifions s’il existe des points ot la
contrainte est dégénérée. Cela revient a chercher les solutions du systeme

g(@,y) =2 +y* =0
gz(x,y) =22 =0
gy(2,y) =2y = 0.
Mais ce systeme n’a pas de solutions. Le minimum et le maximum de f sous la contrainete g = 0

sont alors a chercher parmi les points (z, yo) tels que (o, Yo, Ao) est un point stationnaire de la
Lagrangienne associée au probleme d’optimisation.

La Lagrangienne est la fonction

1

+ Az +y* - 1).
pepr v B CHR

ﬁ(l’,y,A) = f(xvy) + Ag(l’,y) =

Le systeme donnant les points stationnaires de £ est
—(2z+1) -
(x2+y2+a+y+1)? +2xz =0

—(2y+1) _
@ i T2 =0
2?2+ =1
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Observons que ce systeme implique A # 0, x # 0 et y # 0. Les deux premieres equations donnent

2e+1  2y+1
22 2y

et donc x = y. Mais alors la troisieme équation donne x = y = :t%. La premiere équation (ou la
deuxieme) permet ensuite de trouver les deux valeurs de A correspondantes, A; et A2. Mais le calcul
explicite de A; et A2 n’est pas important pour cet exercice. Les points stationnaires de £ sont alors

1 1 1 1
(\/i)ﬁv)‘l) et (_ﬁ)_ﬁuAQ)'
Ona
1 1y 1 1 1y 1
mR=ma o CHm-Bra

Ces valeurs sont respectivement le minimum et le maximum de f sous la contrainte 22 + 32 = 1.

2. La fonction f admet un minimum et un maximum absolu sur le disque D = {(z,y): 2 +y? < 1}
par le théoréme de Weierstrass, puisque f est continue et D est compact. Il y a priori deux
possibilités : les minimum ou maximum de f peuvent étre atteint a I’intérieur du disque, ou sinon
sur son bord. Dans le premier cas, les points de min ou max sont des points stationnaires pour f,
c’est a dire des solutions du systeme

_ —(2z+1) _
fo(z,y) = W =Y
— —(2y+ —
Fy(@.9) = errpterre = 0
2?2 <1 (I'intérieur du disque).
Ce systeme posseéde une seule solution, (— %, —%) Donc f posseéde un seul point stationnaire a
I'intérieur de D.On a f(— %, %) = 2. Cette valeur étant supérieure aux valeurs de f sur le cercle !,
on en déduit que
- f atteint son maximum a I’intérieur du disque
- f atteint son minimum sur le sur le bord du disque.
- En conclusion,
11 . 11 1
maxp f = f(-3,-3) =2, mlHDf(if,y):f(ﬁ?ﬁ):m'
Remarque. Pour traiter la question 1, on pouvait aussi (et ¢’était plus rapide) paramétrer le cercle et étudier
les variations de la fonction A(f) = f(cosf,sinf) = ol 0 € [0, 27]. En imposant A'(#) = 0

1
~ 2+4cosf+sinf’

on trouve facilement max A = A(—n/4) = 2+1 75 ©t min A = A(w/4) = 2_1 7 On retrouve alors le

minimum et le maximum de f sur le cercle.

1. Onabien2 > ﬁ puisque 3 > 2v/2.



