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Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant I’épreuve. L'usage des téléphones est
prohibé. La justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront pris en compte lors de
la notation.

Exercice 1. On considere le solide de R? défini par D = {(z,9,2) e R*: 0 <z <y <z <1},
1. Calculer le volume de D a I’aide d’une intégrale triple.

2. Trouver les trois coordonnées du centre de gravité de D, en supposant le solide de densité
constante.

Exercice 2. On considere I’équation différentielle sur |0, +oo|

z’y" +y =0. ()

1. Poser z(t) = y(e'). Ecrire 1’équation différentielle vérifiée par la fonction ¢ — z(t).
2. Trouver la solution générale de 1’équation au point précédent et en déduire toutes les solu-
tions de I’équation (*).

3. Déterminer I’unique solution y de I’équation (*) vérifiant les conditions y(1) = Oety'(1) = 1.

Exercice 3. On considere les deux surfaces suivantes de R? :
(a) la surface d’équation z = xy,
(b) la surface d’équation 22 + ¢ = 1.
On note I la courbe de R? donnée par I’intersection de ces deux surfaces.
1. Trouver les deux points ou la courbe I" intersecte I’axe .
2. Paramétrer la courbe I'.

3. Ecrire les équations des droites tangente 2 la courbe I, aux deux points ol celle-ci intersecte
I’axe z.

4. Ecrire, sans la calculer, I’intégrale donnant la longueur long(I") de la courbe T et trouver une
constante ¢ €1, 2[ telle que 2 < long(I") < 2me.

Exercice 4. On considere ’espace X des fonctions continues et bornées : R — R. On munit X
de la distance §(f, g) = sup,cg | f(z) — g(z)|.

1. Calculer 6(f, g), lorsque f(z) = sinz et g(x) = cos .

2. Considérons I'application 7': X — X qui a toute fonction f &€ X associe la fonction
T(f) € X, définie par T(f)(x) = 3f(%). Démontrer que 7" est Lipschitzienne et préci-
ser une constante de Lipschitz.

3. Appliquer a 7' le théoréme de point fixe : pourquoi ceci est-il 1égitime ? En déduire qu’il
existe une et une seule fonction f € X telle que, Vo € R, % f(3) = f(z). Trouver cette
fonction f.



