EN - EXERCICES SUR LES INTEGRALES

MULTIPLES

Exercice 1 Calculer I = //f(a:,y) dxdy dans les cas suivants
D

D est le triangle de sommets O, A(1,0), B(0,1)

D est le parallélogramme limité par les droites d’équation y = x, y = 2,
y=z+1,y=2x—-2

D est 'intersection du disque de centre O et de rayon 1 et du disque de
centre (1, 1) et de rayon 1

D est le trapéze dont la base est le segment de l'axe des x dont les
abscisses sont comprises entre —1 et 1 et dont les trois autres cotés sont
situés dans le demi-plan des y > 0 et de longueur 1.

D est limité par les courbes d’équation y = 1/x et y = —4x + 5

D est I'ensemble des points du plan tels que |z| + |y| <1

D est I’ensemble des points du disque de centre O et de rayon 1, tels que
r+y=>1

D est le triangle de sommets O, A(1,1), B(2,—1)

D est le rectangle [0, a] x [0, b] (a > b)

D est I'ensemble des points du disque de centre O et de rayon 1, tels que
r+ \/gy <1

D est l'ensemble des points du plan qui vérifient les inégalités
Vi+y>letyI—ao+T-y>1

D est lintersection des disques limités par les cercles d’équation
224+ y? —2Rx=0ct 22 +9y> - 2Ry =0

| /(
|
| f(=,
| f(=,

r,y) =In(z +y+1)
.Z',y) = (21’ _y)2
T,y) = xY

T,y

)=y

| fz,y) = 2%y

| f(z,y) = exﬂ;y
‘f(x7 )_ (a:2—|—y2)2
| f(z,y) = (x + 2y)?
| f(z,y) = |z -yl
If(ﬂr,y)—xy

| fz,y) = (& —y)?

| fz,y) = 2 — ¢

Exercice 2 Calculer I = / / f(x,y) dxdy en utilisant les coordonnées polaires
D

D est la couronne limitée par les cercles de centre O et de rayons respec-
tifsaet b (0 <a<b)

D est le disque de centre O et de rayon a

D est limité par les axes et la droite d’équation y = —2z + 2

D est limité par le cercle de centre O et de rayon 3 et le cercle de centre
(1,0) et de rayon 1

D est I’ensemble des points du disque de centre O et de rayon 1, tels que
0<y<z

D est 'ensemble des points du carré [0, 1] x [0, 1] extérieurs au cercle
de centre O et de rayon 1

1

(z,y) = m

| flz,y) = (x —y)?
_ rYy
If(x,y)— 1—|—x2+y2



EN 2

Exercice 3 Calculer I = / / f(x,y) dzdy en utilisant le changement de variables indiqué
D

a) D est limité par les courbes d’équation y = ax, y = z/a, y = b/x, | f(z,y)=1
y=1/(bx) (a>1,b>1, 2 >0)
Changement de variables : © = u/v, y = uv

b) D est limité par Uellipse d’équation (z/a)? + (y/b)? = 1 | f(z,y) = 2% + o>
Coordonnées elliptiques : © = aucosv, y = businv

¢) D estle domaine contenant O limité par le cercle de centre O et de rayon | f(x,y) =z +vy
V5 et la droite d’équation y = —x — 3.
Changement de variables : u = (z —y)/v2, v = (z + y)/V2

Exercice 4 Calculer I = /// f(x,y, z) drdydz dans les cas suivants
D

a) D est le domaine limité par les plans d’équation z = 0, y = 0, z = 0, | f(z,y) = (z +y + 2)?
r+y+z=1

b) D est lensemble des triplets (z,y,z) vérifiant les inégalités | f(z,y) = 2%y
0<y<l-—a?et|rt+y+z<1

c) D est le domaine limité par les plans d’équation z =0, y =0, z =0et | f(z,y) = zyz
la sphére de centre O et de rayon 1, dont les points ont des coordonnées
positives

Exercice 5 Calculer le volume ¥ = / / / dxdydz des ensembles D suivants de R?
D

a) Partie de la sphére de centre O et de rayon R, comprise entre les plans
d’équation z = hy et z = hy (R > hy > hy > —R).

b) Secteur sphérique, limité par la sphére de centre O et de rayon R et le
demi-cone supérieur de sommet O et d’angle 2a.

¢) Partie limitée par la sphére de centre O et de rayon 1 et le cylindre
d’équation z2 4+ y% — y = 0 (Fenétre de Viviani).

d) Partie limitée par la sphére de centre O et de rayon 5 et le demi-cone
supérieur de sommet ©(0,0,1) et d’angle 2ac = 7/2.

e) Partie limitée par le cylindre d’équation 2 + y? = a? et I'’hyperboloide
d’équation 22 + y% — 22 = —a? (a > o).

f)  Partie limitée par la surface d’équation

N\ 2/3 Y\ 2/3 2\ 2/3
G () ) -
en utilisant le changement de variables

x = ap(costcosp)®, y = bp(sintcos ), z = cp(sing)?,

ou (p,t, ) décrit 10, 1[x|—m, w[x]—7/2, w/2].
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Exercice 6 Soit K un domaine du demi-plan {(z, z) |z > 0}. On note . son aire et 2 I'abscisse
de son centre de gravité. Montrer que le volume du domaine D obtenu en faisant tourner K autour de

I'axe Oz est donné par la formule
YV =27 :E(;szf .

(Deuxiéme théoréme de Guldin).

Application : trouver le volume du tore engendré en faisant tourner autour de Oz, le disque limité par
le cercle d’équation (v —a)? +y? = R?> (0< R<a) .

Exercice 7 Soit les quatre points du plan A(—1,1), B(1,1), C(1,3) et O(0,0).

Soit f la fonction définie par
fla,y) = 22y —1).

a) Soit D le domaine limité par les droites AC et BC' et le demi-cercle de diamétre AB contenant O.
Calculer

//f(:v,y) dady .

D

b) Soit D’ 'ensemble des points du disque de centre O et de rayon /10 qui n’appartiennent pas a D.

Calculer
// f(z,y)dxdy .
D/
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Corrigé des exercices sur les intégrales multiples

Lorsque x est compris entre 0 et 1, le nombre y varie de 0 & 1 — z. Donc

T

Ij(x)= [ In(z+y+1)dy.

O Y—T

En posant w =z + y + 1, on obtient

2
2
Iy(x) = /lnudu: [ulnu—u]xﬂ:21n2—2—(aj—l—l)ln(aj—l—l)—l—(aj—i—l).

z+1

On a alors

I:/Olly(x)dzv:/01[21112—2—(:17+1)ln(:17+1)—|—(:17—|—1)]dx.

En posant v = x 4+ 1, on obtient
2
I:2ln2—2—/ (ulnwu —u)du,
1

et, en intégrant par parties,
2 2 2 2
U 3
/ (ulnu —u)du = [—lnu} —/ —udu,
1 2 1 J1 2

2 2
I=2In2—-2— u—lnu—§u2 =
2 4 1

d’out
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On découpe le domaine en deux parties Dy et Dy, séparées par la droite d’équation y = 2, et on intégre
sur chacun de ces domaines en fixant tout d’abord y.

Sur Dy, lorsque y est fixé entre 0 et 2, le nombre x varie de y/2 & y. On calcule tout d’abord

Y 3

(L)1(y) = ](2w—y)2dx = [@} s
y/2

y/2

alors
2

3 472

2
2% — )2 (Vg =Y =2
//(:17 y)° dxdy /6dy [24}0 3
Dy

0

Sur Dy, lorsque y est fixé entre 2 et 4, le nombre x varie de y — 1 & y/2 + 1. On calcule tout d’abord

y/2+1
_ o )37Y/2 ! o3
(Lz)2(y) = / (22 — y)? dz = [M} _ M’
6 1 6
y—1 Yy
alors
6 6 4 )
Do 2
Finalement
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Le cercle de centre €2(1,1) et de rayon 1, a pour équation
(-1 +(@y—-1)2=1.
L’équation de la partie inférieure du cercle sera donc
y=1-1-(z -1,
L’équation de la partie supérieure du cercle de centre O et de rayon 1 sera

y=v1—a2.

Pour z compris entre 0 et 1, on calcule
1—22
Iy(x) = / zy dy
1—/1—(z—1)2

2 11-\/1-(z-1)?
I 2
(1-a2) - <1—\/1—(x—1)2) ]
(1—a2?)—(1-2yT—(z—12+1— (z— 1)2)]
(1—a2®) —@2—2yT—(z -1 — (2% — 2z + 1))]

V1= (z—1)2 -2

8 NI8NIR NI =

On a alors

1 1
I:/(x\/l—(a;—l)2—m2)dx:/m\/1—(a;—l)2da:—é.
0 0
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On calcule l'intégrale de droite en posant par exemple x = 1 — sint, pour ¢ dans [0, 7/2]. On a alors
dx = —costdt, et

1 /2
/ac\/l—(ac— 1)2de = /(l—sint)cosztdt
0 0
w/2 /2
= /cos2tdt— /sintcosztdt
0 0
/2 /2
= /%dt— /sintcosztdt
0 0
B [E+sin2t+c083t]ﬂ/2
) 4 3 Jo
o 1
403
Donc
;o (r_1\_1_= 2
4 3 3 4 3
d)
V3
A/ 2 B/
/SN
/oy \
A/ D\ p
-1 0] 1

Si on note A(—1,0), B(1,0) et A" et B’ les autres sommets du trapéze, on a AA' = A’B' = BB’ = 1.
Les triangles OBB’, OB’A" et OAA’ sont équilatéraux. Alors la droite passant par A’ et B’ a pour
équation

y = sin

e

il
3

la droite passant par B et B’ a pour équation
T
y= —tang(az —1)=—V3xz-1),

et celle passant par A et A’ a pour équation

y=V3(x+1).
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Lorsque y est fixé entre 0 et v/3/2, la variable z est comprise entre —1 +y/v/3 et 1 —y//3, et I'on a

1-y/V3
I(y) = / yde =2y (1 - %) :
—14y/V3
Alors
V3/2

Cherchons les points d’intersection des deux courbes. On doit avoir
1
—=—4x 495,
x

ce qui équivaut a
42 =5z +1=0,



et a pour solutions 1 et 1/4 . Lorsque x est fixé entre ces deux valeurs, on intégre en y

—4x+5
I(z) = /w2ydy
1/x

_ [}22

—4x+5
2 Y ]

1/x

= @4z 457 - 1)

= % (162" — 402° + 252° — 1) .

Alors
i 1[16 ! 441
_ R 4, 29 3 _
I—/Iy(ac)dx— 2[ x° = 102" + —a° — 7 » 1980
1/4

f)

1

D
-1 T 1
-1

Lorsque x est fixé entre —1 et 1, y varie de [z] —1 a 1 — |z|. On a donc

1—|z]

I, = / et dy = [em—i-y] |1m—||_r1| — e (el—lml _ e\x\—l) .

2| =1

EN

9
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On a alors
1
I = /ex (el_m — e‘x‘_l) dx
-1
0 1
_ /eq: (el-l-x e—x—l) dm—l—/em (el—x_ez’—l) dr
-1 0
0 1
= /(e”zx e ) dx—i—/(e 1) da
-1 0
0 1
_ |:162$+1 _ re 1:| + |:€.Z' o 162$_1:|
2 -1 2 0
e 1 n 1 n < e) n 1
- 27 \2e e “79) "%
1
= e——=2shl.
e
g)

-
N

La partie supérieure du cercle a pour équation y = v/1 — x2. Pour x compris entre 0 et 1, on calcule

1—22

O i

11—z
=
[2(1’2 +y2)]
x
2(22%2 — 22+ 1)

11—z

T
2
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On a alors
1

X X
I_/<2(2x2—2x+1) _§> d.
0

En faisant apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur, on obtient

1 4o — 2 +1 1 x d
- - - = T
8222 —2x+1 4222—-2z+1 2

~
Il
—

0
1 2 1 221!
= [g In(22° -2z +1) + 1 arctan(2z — 1) — Z} )
1 1 1
= 1 (arctan 1 — arctan(—1)) — i % -1
h)
P 4
Dy 2
0 x\ Do\
Sl 3 B

11

Les droites OA, OB et AB ont pour équations respectives y = x, y = —x/2 et y = —2x + 3. On sépare
D en deux domaines limités par la droite d’équation z = 1. On a alors, si x est compris entre 0 et 1,

T

tne) = [ @+l
—xz/2

= [é(m+2y)3]
923

19,3
//(:E+2y)2d:ndy:/ 9idx:2.

, 2 8
Dy

T

—x/2

d’ou

Si x est compris entre 1 et 2,
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—2x+3
tae) = [ @rziay
—xz/2
B 1 3 —2z+3
N [é(w +2) ]—x/?
. 9(2—ug)?
= =
Dlon 2 3 4
9(2 —x) —9(2—-2)"12 9
2 = B — = | = —
//(m+2y) dxdy—/l 5 dx { 3 ]1 5
Do
Alors

I://($+2y)2dazdy+//(ac+2y)2da:dy:Z.
D1 D2

D,

On sépare D en deux domaines limités par la droite d’équation y = x, et on intégre d’abord en zx.
Sur Dy, on a f(x,y) =y — z, et lorsque y est compris entre 0 et b, on obtient

ey

(L) () = / (v — ) de =
0

Puis

Sur Dy, on a f(x,y) =z — vy, et, lorsque y est compris entre 0 et b, on obtient

(Iz)2(y) = /a(:v—y)d:n = [($—2y)2}: _ (9—2@)2 ‘

Y
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Puis

Alors

b— 3 3 3 3 1
I=//!w—y!dwdw//!w—y\dwdy:( 6a) +%+%:%+§ab(a—b).
Dl D2

Dy

On sépare D en deux domaines limités par ’axe des z. Sur la partie inférieure qui est symétrique par
rapport a Oy, on a

f(_xvy) = _f(xry) s

//xydxdyzo,

Do

I://xyda:dy.
Dy

Cherchons les points d’intersection de la droite et du cercle. Le systéme

donc

et

z+V3y=1
équivaut a
r+V3y=1
(1-V3y)P+y*=1

La seconde équation s’écrit
4 —2V3y =0,
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et a pour solutions y = 0 et y = v/3/2. La droite d’équation = + /3y = 1, coupe le cercle aux points
de coordonnées (—1/2,1/3/2) et (1,0) L’équation de la partie gauche du cercle est x = —/1 — y2.
Lorsque y est compris entre 0 et /3 /2, on a donc
1-V3y
I.(y) = / xy dx
/12
[x2y} 1-V3y
N 2 1—\/1—42
Y
= S((1=V3y)* = (1 -y

— 2y3_\/§y2
Donc
V3/2
I = /(2y3—\/§y2)dy
0
V3/2
PR A
3Y — =Y
2 3 0

19 V33/3 3

216 3 8 32

Si (z,y) appartient & D, on a nécessairement 0 <z < 1, et 0 <y < 1. Alors La condition

Vr+yy>1,

équivaut a

V> 11—V,



puis a
y>(1-vVa)=1+z-2Vx.

De méme, la condition

Vi—z+/1-y>1,

équivaut a

Vi-y>1l—v1l—a,
puis a

1_y2(1_ Vl_m)27
et enfin &

y<l—-(1-Vi—-2)l=2-14+2V/1—-z.

Pour x compris entre 0 et 1, on calcule

z—14+2/1—x

Lo = [ -y
1+z—2y/z

(y _ $)3:| z—1+2v1-x

3

14+2—27

[(2v1I—2—1)° - (1-2Vz)%
[8(953/2 + Q-2 +6(Jr+VI—x)— 14] .

1
3
1
3

Alors

1
1
I = /g [8(:133/24—(1—:13)3/2)4—6(\/54—@)—14} da
0
_ 1116, 5 (52 3/2 (1 N\3/2\ _ !
= g[g(x (1= 2)%/2) +4(2%2 — (1 — 2)3/2) 143;}0
1[16 16
= | 24414+ 44
3{5+ TET
2

—
ot

EN

15
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Le domaine D est symétrique par rapport a la premiére bissectrice. Sur D, on a

f(y,x) = _f(l'vy) :

Alors nécessairement I = 0.

2) a)

Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (r,t) parcourent le rectangle
A=la,b] x [-m 7].
D’autre part

. 1
f(rcost,rsint) = ol
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Donc

I = //f(rcost,rsint)rdrdt
A
B //drdt
B r
A
bd T
- (j%) (]
r

a — T

= 27ln-—.

b) Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (r,t) parcourent le rectangle
A=10,a] x [-m, 7] .

D’autre part
f(rcost,rsint) = (rcost 4 rsint)? = r*(1 4 sin 2t)..

Donc

I = //f(rcost,rsint)rdrdt

A

= //r3(1 + sin 2t) drdt

A

a

/r3 dr (/(1 + sin 2t)dt

0

B 41 . cos2t]™
a 4 0 2 -7
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2
D
0] 1
Cherchons tout d’abord I’équation polaire de la droite d’équation cartésienne y = —2x +2 . On a
rsint = —2rcost + 2,
d’ou
2
r=——.
sint + 2cost
2
Lorsque t est compris entre 0 et 7/2, le nombre r varie de 0 & ———————— On intégre donc sur le
sint + 2cost
domaine
A=denjocr<—2 g<t<T
=< (r r P
’ ~— T sint+2cost’ T T 2

D’autre part
f(rcost,rsint) =r(2cost +sint).

1= //f(rcost,rsint)rdrdt: //r2(2cost+sint)drdt.
A A

Donc

On a tout d’abord

2
sint+2cost

I.(t) = / r%(2cost +sint) dr
0
3 2

sint+2cost

= [%(2cost + sint) .
8

3(sint + 2cost)?

8 1

3 cos?t(tant + 2)2
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Donc
w/2
/8 dt
1 = -
3 cos? t(tant + 2)2
0
g —1 172
- [§tant—|—2}0
8 . -1 +1 4
= - |lim ——+-| ==.
3 [t—r/2tant +2 2 3
d)

On décompose le domaine en deux parties limitées par 'axe Oy. On a

f(rcost,rsint) = r?.

La partie D; est obtenue lorsque (r,t) parcourt

Ay =[0,3

[[ st dsay
D

donc

le domaine

| x [7/2,37/2],

// f(rcost,rsint) rdrdt
Ay

// r3 drdt
Ay

3 3r/2
/r3 dr / dt
0 /2

81
— .

4

19
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Le petit cercle a comme équation cartésienne
(@ =12 +y* =1,

ou encore

2?4 y? =22,

Donc, en coordonnées polaires,

r? = 2rcost,

soit

r=2cost.

La partie Dy est obtenue lorsque (7, ¢) parcourt le domaine
Ay = {(r,t)]2cost§r§3, —g <t< g} .

Lorsque t est compris entre —7/2 et 7/2, on a

w

81— 16 cos* t

Donc

L/f(a:,y)dmdy = Zz/r?’drdt

w/2
/ 81 — 16 cos* ¢
= —_—dt
4
—7/2

Mais, en linéarisant,

costt =

1 4t
<1 + 2cos 2t + ﬂ)

= i (14 2cos 2t + cos® 2t)
1
4 2
1
8

(3 + 4 cos2t + cos4t).
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Alors
w/2
1
//f(m,y) dedy = / 1 (81 — 2(3 + 4 cos 2t + cos4t)) dt
Do —7/2
w/2
1
= / Z(?5—8COSQt—2COS4t)dt
—7/2
. w/2
= [l (75t — 4sin 2t — sm4t>}
_ T
=
Finalement <1 -
I= //f(m,y)dxdy—l—//f(w,y)dacdy = Tﬂ + Tﬂ = 397
D1 D2
e)
D
0 1
On a

f(rcost,rsint) = r?(cost —sint)? = r2(1 — sin 2t)..
Le domaine D est parcouru par le point de coordonnées (z,y) lorsque (r,t) décrit le domaine

A=1[0,1] x [0, 7/4] .

é [ fa.9) dody

Alors

Il
-

/r3(1 — sin 2t) drdt

w/4

A
— (jrgdr) /(1—sin2t)dt

0

21
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D

arccos %

Le domaine est symétrique par rapport a la premiére bissectrice, et, quel que soit (x,y) dans D,

f(y7$) :f($7y)

1=2 [[ @.y) dody.
Dy

ol D; est la partie du domaine située sous la premiére bissectrice. On a

Donc

£ £ sint) r2costsint r2sin 2t
rcost,rsint) = = )
’ 1+ r2 2(1 4 r2)
La droite d’équation cartésienne x = 1, a pour équation polaire, r = 1/cost. En exprimant ¢ en

fonction de r, on a encore t = arccos(1/r). Le domaine D; est parcouru lorsque (r,t) décrit le domaine
1 T
Ay =1 (rt)]arccos — <t <o, 1<r<v2p.
,

Donc

I= 2//f(rcost,rsint)rdrdt.
A

On commence & intégrer en t. Pour r compris entre 1 et V2, 0on a

w/4

73 sin 2t
Ii(r) = / 72(1 n 7“2) dt

arccos(1/r)
r3 _cos2t m/4
21 +12) | 2

r3 9 1
= ——_cos|2arccos— | .
41 +1r2) r

arccos(1/r)
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Mais
1 9 1 2
cos | 2arccos — | = 2cos” | arccos — | — 1 = - - 1.
T T r
D’ou
r3 2 r2—r?
I =— | =—-1) =~ .
=0 <r2 > 17241
Alors

On remarque que, si les nombres u,v, x, y, sont positifs, le systéme

23
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équivaut a
U= .,/TY
Y
v = =
x

L’application
@ (u,0) = (z,9),

est une bijection de ]0, +00[x |0, 400 | sur lui méme.

Par ailleurs, D est I'ensemble des couples (x,y) tels que

T 1 b
—<y<ar et —<y<-—,
a bx T
c’est-a-dire
1 1
—<=<a et —<zy<b,
a” x b
ou encore )
—§v2§a et —§u2§b,
a b

On constate que (x,%) appartient a D, si et seulement si (u?,v?) appartient a [1/b, b] x [1/a, a],

c’est-a-dire si et seulement si (u,v) appartient & A = [1/vb, vVb] x [1/v/a, \/a]. Cet ensemble est
donc un rectangle.

Calculons le jacobien du changement de variables. On a

Diwyy) |0 v | |y Tz | u
D(u,v) dy oy . v
ou Ov
Donc, puisque f est constante,
//2Edudv
v
A
Vb Va )
= 2 /udu /—dv
v
/Va

- (D) (en
e
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v

au Ccos v au a

Les coordonnées elliptiques sont analogues aux coordonnées polaires. Le domaine D est décrit lorsque
le couple (u,v) décrit A = [0, 1] x [—m, 7].

Calculons le jacobien du changement de variables. On a

D Ju oo acosv —ausinv
D(x,y) = = = abu .
(u,v) dy Oy bsinv  bucoswv
ou Ov
Par ailleurs
f(aucosv, businv) = u?(a® cos® v + b*sinv)..
On a donc
I = //f(:ﬂ,y) dzdy

D
= // abu®(a? cos? v + b? sin® v) dudv

A

1 ™
= ab /u3 du /(a2 cos? v + b? sin? v) dv
0 — T
_ab [ ol +cos2v 51— cos2v
= 7 <a 5 +0b 5 ) dv
. 2 e

_ @ (a® +b*)v + (a® — b2)m

8 2 ]

b
= a_( 241 vHr.

4
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Y

yany

Le changement de variables proposé est une rotation de centre O et d’angle 7/4 qui transforme la
droite d’équation y = —z — 3 en une droite horizontale ayant pour équation v = —3/ V2. Le cercle se
transforme en lui méme, et le jacobien vaut 1 (isométrie). Par ailleurs

fz,y) = V20.

L’équation de la partie droite du cercle est u = v/5 — v2, et celle de la partie gauche est u = —v/5 — v2.

V5 v

/
Slee

Pour v fixé entre —3/ V2 et \/5, on calcule

V5—v2
I,(v) = / V20 du = 2v20V/5 — 02,
—VEo?
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Alors

D,

X

La projection du domaine D sur le plan xOy est le domaine Dy limité par les axes et la droite d’équa-
tion x +y = 1.

Lorsque (z,y) appartient & D1, on a

L(z,y) = / (x+y+2)>2dz
0

On calcule alors I'intégrale double

I://%(l—(:n—l—y)s) dxdy .
D
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Lorsque x est compris entre 0 et 1, on a

dy

Alors

Dy
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Le domaine D est limité par les deux plans d’équations respectives t +y+z=1et x +y + 2z = —1.
Sa projection sur les plan Oy est le domaine Dy limité par I'axe Ox et la parabole d’équation y = 1—z2.

Si (z,y) est un point de Dy, on calcule alors

l—z—y
I(x,y) = / 22y dz = 222y .
—1—z—y
Puis on calcule I'intégrale double
I= //IZ(:E,y) dxdy .
Dy
Donc
1—a?
:1,‘2
Ly(x) = / 222y dy = [m2y2}0 =22(1 —2%)?,
0

et finalement

D1
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La projection sur les plan xOy du domaine D est le domaine D situé dans le quart de plan x > 0,
y > 0, limité par les axes, et le cercle d’ équation z? + y% = 1.

Si (z,y) est un point de D, on calcule alors

1
L(z,y) = / yzdz = Say(l - 2% —y%).
0
On calcule ensuite I'intégrale double
I= //Iz(ac,y) dxdy .
Dy
Donc
1—x2
1
Ly(x) = / Eajy(l—xz—yz)dy
0
1—22
T
= 3 / (1=2?)y -y dy
0
2 47V1-2?
Z Yy Yy
= 2 l1-2HZ - L
-5
B z(1 — x?)?
B 8
Finalement .
1— 232 1 27371 1
I:/:ﬂ( o) A=) 1
8 48 o 48
0
5) a)
2
hy
R

8

ha
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On utilise les coordonnées cylindriques. La sphére d’équation cartésienne z2 + y? + 22 = R? a pour
équation cylindrique 72 + z? = R? . On intégre donc sur le domaine

A={(rt,z)|he <z2<h;,7<t<7,0<r<yR?-—22},

et
V= ///rdrdtdz.
A
La projection de A sur le plan tOz est le rectangle A; = [—7, w] x [hy, ha| . Lorsque (¢, z) appartient
a Ay, ona
VRZ=:Z
1
I(t,z) = / rdrzE(RQ—zz).
0
Alors
h1 ! T 1
Y = //Ir(t, z) dtdz = /§(R2 — 2% dz / dt | == [R2(h1 — hy) — g(h% —h3)| .
A1 2 —TT
Remarque : si hy = R et hg = —R, on retrouve le volume de la sphére
4
7/ == §7TR3 .
b) ¢
2
R
x

On utilise les coordonnées sphériques. La sphére d’équation cartésienne z2 + y? 4+ 22 = R? a pour
équation sphérique p = R. Le demi-cone supérieur est caractérisé par 7/2 — a < ¢ < w/2. On intégre
donc sur le domaine

A=[0,R] x [-m, 7] X [7/2 —a, /2] .

V= ///p2cos<pdpdtd<p.
A

Comme les variables sont séparées on a immédiatement

et

R ™ w/2
2
V= /p2dp /dt / cos pdp :?TR?’(l—cosoz).
0

T 7/2—«a



EN 32

Remarque : si @ = 7, on retrouve le volume de la sphére.

c¢) On utilise les coordonnées cylindriques. La sphére d’équation cartésienne 22 + 32 + 22 = 1 a pour
équation cylindrique 72 + 22 = 1 et le cylindre d’équation cartésienne z2 + 3% —y = 0, a pour équation

cylindrique r = sint . On intégre sur le domaine

AZ{(M,Z)\ —\/1—7“2§Z§\/1—T2,0§r§sint,—g§t§

o] 3

Ay

On a donc
YV = ///rdrdtdz.

A

La projection de ce domaine sur le plan rOt est le domaine

A1:{(7“,t)\0§r§sint,—ggtgg}.

Lorsque (r,t) appartient & A, on calcule

rdz =2rv1—r2,

L(rt) =

T



Alors
"f/://lz(r,t)drdt.
Ay

Si t est compris entre —m/2 et m/2, on calcule donc,

sint .
9 sint 92
I..(t) = / 2r\/ 1 —r2dr = [——(1 - 7’2)3/2] = Z(1 —cos®t).
/ 3 0 3
Donc
w/2
2
V= 3 / (1 —cos®t)dt.
—7/2

En linéarisant

it | =it S
1 . . . . 1
cos®t = <%> = (¥ 4+ 3¢ + 37 4 e7) = Z(COS 3t + 3cost).

8
Donc
w/2
2 cos 3t + 3cost
= - 1- — t
vom g ()
—7/2
9 [t 1 <sin3t+3. tﬂm
= —|t—- sin
3 4 3 /2
_ 2 8
3 9
d) i
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On utilise les coordonnées cylindriques. Lorsque t est fixé, la génératrice du céne a pour équation
cylindrique z =  + 1. La sphére a pour équation 72 + 22 = 25 . Pour I'intersection on a donc,

2+ (r+1)? =25,

soit
22 +2r —24=0.

On trouve 7 = 3. On intégre sur le domaine

A={(rtz)|r+1<z<yv25—-22,0<r<3,-n<t<nm}.

"I/:///rdrdtdz.
A

La projection de ce domaine sur le plan rOt est le rectangle

et

Ay =1[0,3] x [—m, 7] .

Lorsque (r,t) est dans Ay, on calcule

V/25—7r2
L(r,t) = / rdz=r(vV/25—1r2—(r+1)).
r+1

Alors
"I/://Iz(r,t)drdt.
A

Mais A est un rectangle, et les variables sont séparées, donc

3 g

v = O/r(\/ﬁ—(rﬂ))dr _/Wdt
P 213
= o7 [—1(25—7»2)3/2— —7]0
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On utilise les coordonnées cylindriques. L’hyperboloide a pour équation 22 — 2 = a? et le cylindre

r = a. On intégre sur le domaine

AZ{(T,t,Z)’ —Va2+r?<z< \/CL2+7‘2,0§7’§6L,—7T§t§7T} .

La projection de ce domaine sur le plan rOt est le rectangle
Ay =10,a] X [-m, 7] .

Lorsque (r,t) est dans Aj, on calcule

Ve
L(rt) = / rdz =2rva® +1r?.
erw

Alors
"//://Iz(r,t)drdt.
Ay

Mais A est un rectangle, et les variables sont séparées, donc

a ™

v = /2r\/a2+r2dr /dt
0 — T
= or [g(a2+r2)3/2}
3 0
an

= 3a(2x/§—1).
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f) Le changement de variables utilisé est analogue aux coordonnées sphériques. Le jacobien vaut

acos® pcos®t —3apcos® pcos?tsint —3apcos® g cosd tsinp
=| bcos? psindt 3bpcos® psin®tcost  —3bpcos? psin® tsin g
csin® ¢ 0 3epsin? pcos ¢

D(z,y,2)
D(p,t,p)

En mettant en facteur a cos? ¢ cos? ¢ dans la premiére ligne, bcos? ¢ sin?t dans la deuxiéme et csin? ¢

dans la troisiéme, on obtient

cospcost —3pcospsint —3pcostsing
= abccos? © sin? %) cos? tsint| cos psint Jpcospcost —3psintsinp
sin ¢ 0 3pcos p

D(z,y, z)
D(p,t,¢)

En mettant alors 3p en facteur dans les deuxiéme et troisiéme colonne, on trouve

D(z,y, 2) cospcost —cosesint —costsing
2592 9p2abe cost psin® pcos? tsin?t | cos psint cospcost —sintsinp
D(p:t,) sin ¢ 0 cos

|
i
AR
i

oy N)\\\\\\\\

)
)

W

MR

T
7,

Mais le déterminant qui reste n’est autre que celui qui apparait dans le calcul du jacobien des coor-
données sphériques et vaut cos . Donc

D(z,y,2)
D(p,t, )

On en déduit alors, puisque les variables sont séparées, que

= 9abep? cos® psin? ¢ cos® tsin’t .

1 ™ w/2
¥V = 9abc /p2 dp / cos? tsin® t dt / cos® @ sin? p dp
— T —7/2
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On obtient
T s s
24 2 1 (2 1 il
cos“tsin“tdt = — [ sin“2tdt = = [ (1 — cos4t)dt = —,
4 8 4
—7 —T —T

et, en posant u = cos ¢,

w/2 /2
/ cos® % sin? o dp = / cos (1 — sin? cp)2 sin? pdy
—7/2 —7/2

Finalement

6)

En calculant le volume en coordonnées cylindriques, on obtient

V(/dt //rdrdz :277//7“d7“dz,
T Kt Kt

ou K; est l'intersection de D avec le plan vertical rOz, faisant un angle ¢t avec zOz. On a donc, en
notant </ (K;) l'aire de Ky et 7gk,) 'abscisse, dans le plan 7Oz du centre de gravité G(K;) de ce

domaine,
//rdrdz = M(Kt)rg(Kt) .
K
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Mais K; et K sont isométriques, donc o/ (K;) = & et rgk,) = 2. Alors

//rdrdz=427xg.
Ky

On obtient donc le résultat voulu.

Si K est le cercle, on a &/ = mR? et g = a, donc ¥ = 2an’R?.

7)

La projection de D sur Oz est l'intervalle [—1, 1]. La droite AC' a pour équation

y=x+2.
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Le cercle de diamétre AB a pour centre le point de coordonnées (0,1) et pour rayon 1. Il a donc pour

équation
4 (y—1)2=1.

On en déduit
(y_1)2 :1_:1727

et pour la partie inférieure du cercle
y=1—+1—-2a2.

On calcule, pour tout = de [—1, 1] 'intégrale

r+2
I, (x) = / 22y —1)dy.
1—vV1—22
On a donc
. 1)2 z+2
I — 2 (y :|
y(x) [$ 2 1-V1—22
1 2
= 3 2 (x + 1) — 22 <\/1—x2) ]
1
= 3 [2%(z +1)* — 2%(1 — 2%)]
= 2t + 2>,
Alors

b) La fonction g : (x,%) +— 22y est telle que, quel que soit (z,y) dans R?

g(x,—y) = —g(x,y).

Par ailleurs, tout disque D" centré en O est symétrique par rapport a ’axe Ox. Il résulte de ces deux

propriétés que

//g(m,y) drdy =0.

DH

J://f($,y)dxdy:—//:n2dx.

DH DH

Donc
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Calculons cette derniére intégrale en coordonnées polaires.

Désignons par A le rectangle [0, v/10] x [—m, +m]. Alors, comme les variables sont séparées, on a,

V10 +m
J:—//rzcosztrdrdt:— /TSdT /COS2tdt )
A 0 T
ou encore
\/ﬁ -l-7r1 9
t
J = — /T3 dr /ﬂdt
2
0 — 7T
B rt V1o t+sin2t t
- 4 |, 2 4 |__
= —257.

Comme le disque de centre O et de rayon /10 contient D, on aura

// . y) dudy = // o, y) dudy — //f(:n,y) ddy = —257 — %
D’ D D



