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Chapitre 1

Rappels et premiéres définitions

1.1 Limites, sous-ensembles, dénombrabilité

. . . ) P = d
On introduit les "nombres" —co et oo sur la droite réelle étandue R < R U {—00, 00} et/ou

sur la demi-droite réelle étandu R % Rty {0}. Siz € R alors —o0 < & < 00 et —00 < 00. La
somme z +y avec z,y € R est définie & exception du cas ot x = +oo et y = —z. Le produit tx,
t e R,z € R est défini sauf si t =0 et x = £o0.

Notations. Si ) # A C R alors
supA def le plus petit majorant M de A,

infA % 1o plus grand minorant m de A.
Si 2,y € R alors on écrit souvent
def
zVy = max{z,y},
d .
TAY e min{z, y}.

Définition 1.1. 1. Un ensemble A est dénombrable s’il est en correspondance bijective avec
N, autrement dit, s’il existe une application bijective x : N — A qui permet d’énumérer A
(i.e. A={x,,n e N}.)
2. Un ensemble est au plus dénombrables (a.p.d.) 8’il est soit fini soit dénombrable.

Définition 1.2. Soit (u,) une suite de E. On appelle suite extraite ou sous-suite une suite de la
forme v, = uy(n), pour ¢ : N — N une application strictement croissante.

Définition 1.3. On appelle valeur d’adhérence d’une suite réelle (u,) toute limite d’une suite
extraite convergente.

Vuen L1:

Proposition 1.4. Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite. (Au-
trement dit, toute suite convergente n’a qu’une seule valeur d’adhérence, sa limite.) Réciproquement,
une suite réelle converge si et seulement si elle n’a qu’une seule valeur d’adhérence.

Définition 1.5. Si (z,) C R, alors limsup z,, = lim supzy et liminfx,, = lim inf x.

n—00k>y n—ook>n
Il est facile & voir que
liminf x,, = — lim sup —z,,.
n—0o0 n— o0



Proposition 1.6. On a toujours, pour toute valeur d’adhérence | de (x;,) :

limsup z,, > [ > liminf x,,.
n—o0o n—o0

La suite (x,) converge si et seulement si :

limsup x,, = liminf z,,.
n—o00 n—o0

Démonstration. Le deuxiéme point est une conséquence du premier point et de la Proposition (1.4

En passant & la suite des opposées il faut prouver que lim supz,, > I. La preuve est facile si [ = oco.
n— o0

Supposons que I € R. Si (24(,)) est extraite de (z,,) de limite [, on a

SUp Ti > SUp Tg(k)
k>n k>n

car ¢(k) > k et {¢(k): k> n} C {k > n} pour chaque n. En passant & la limite, on obtient :

limsup z,, > lim sup xg(p)-
n—oo

n—oo
Donc, il suffit de montrer que si [ = lim z, alors [ = limsupx,. Pour chaque ¢ > 0 il existe
n—oo n—oo

n(e) > 0 tel que | —e < @, <1+ esin >n(e). Donc,

l—e< sup z, <l+¢epourtousm>nle) = | —e<limsupz, <l+e.

n>m n—00

Par conséquence, [ = lim supx,,. O O
n—oo

Pour des fonctions réelles f,,, on définit les limsup et liminf ponctuellement

(limsup f,)(z) = limsup f,.(z),

n—oo n— oo

(liminf f,)(z) = liminf f, (x).

n—00 n—oo
Notations. 1. P(Q) désigne I’ensemble de toutes les parties d’un ensemble (2.
2. AAB = (A\ B)U(B\ A) est la difference symétrique de A, B € P(Q).
3. Si AcC Qalors A° = Q\ A est le complément de A (dans Q).

Rappel 1.7. On rappelle que §° = Q,Q° =), (A°)¢ = A, AUA® = Q, AN A° = (). Pour une famille

(Ai)icr € P(2) on a : .
(U Ai> =) 45, (1.1)

i€l el
(ﬂ Ai> =J 4 (1.2)
icl i€l

Rappel 1.8. Soit f: Q — F une application. On rappelle les propriétés des images réciproques :

(f7H(B))e = f7H(BY),

r(UB) =U ), (1.3)

iel iel
! ( N Bi) = (1B
iel iel



Exercice 1.9. Soit A, B,C € P(2). Montrer que
1. AAB=(AUB)\ (ANB);
2. (AAB)NC =(ANnC)A(BNC).

Définition 1.10. Une suite (A4,) € P(Q2) est
1. croissante (dans P(12)) si A, C A,41 pour tout n;
2. décroissante (dans P(Q)) si A,, D A,4+1 pour tout n;
3. la suite (A,,) est une suite d.d.d. (acronyme pour "deux & deux disjointes") si A, N A, =0
pour n # m.
Notations. 1. A, ' A signifie que la suite (A,) est croissante et A = UA, ;
2. A, \ A signifie que la suite (A,) est décroissante et A = NA,,;
3. si (B;)ier est une famille d’ensembles d.d.d. on utilisera souvant la notation Ll;c; B; au lieu
de U1 B;.
Exercice 1.11. 1. Soit Ay et Ay € P(Q). Alors A1 UAs = (A1 NA)U(A1AA) et AjAAy =
(A1 \ A2) U (A2 \ Ay).
2. Soit Ay, As,--- A, € P(Q),n > 2. Alors Ay U---UA, = By U---U B, et chaque A; est
union de sous-ensembles parmi les { B, -, B,,}. (Indication : recurrence sur n.)

Définition 1.12. Soient n > 1, 4; € P(£;),1 < i < n. Alors A; x --- x A, est un pavé dans
Oy X - x Q.

Exercice 1.13. 1. L’union de deux pavés dans §2; x s est égale & 'union d’au plus 5 pavés
d.d.d.

2. Soit P; et Py des pavés dans 1 x 3. Alors chacun des ensembles Pf, PyN Py, Py \ Py, PLAP,
est union de pavés d.d.d.

3. L’union d’un nombre fini de pavés dans 2 x gy est égale & 'union d’un nombre fini de
pavés d.d.d. (Indication : recurrence sur le nombre de pavés.)

4. Généraliser 2 et 3 pour les pavés dans 21 X -+ x Q,,n > 2.

5. Soit ©; = R pour tous i. Le pavé A; x --- x A, est dite connexe si chaque A; est un
interval (fermé, ouvert ou semi-ouvert) dans R. Alors 'union d’un nombre fini de pavés
connexes dans R™ est égale & 'union d’un nombre fini de pavés connexes d.d.d. (Rappelons
que R" =R x --- x R.)

Notation. Soit A C Q. La fonction indicatrice 14 est définie par

1 size A
La(z) = {0 sinon

Exercice 1.14. Soit (A4,,) € P(Q2). On pose

liminf A, < | J () Ax, (1.4)
n k>n

limsup A4, = m U Ay. (1.5)
n k>n

1. Montrer que
liminf A,, = {w € Q : w € A,, pour n assez grand},

limsup 4, = {w € Q: w € A,, pour un nombre infini de n}.
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2. Montrer que la limite supérieur des fonctions indicatrices de A,, est donnée par la fonction
indicatrice de la limite supérieur des ensembles A,, :

limsup 14, = liimsup 4, - (1.6)

n

3. De méme, montrer que :
lim inf lAn = ]-lim inf A, - (1.7)
n

1.2 Compléments (facultatifs) sur les ensembles dénombrables

1.2.1 Ensembles finis et infinis

On va définir les ensembles finis comme les ensembles en bijection avec une partie de la forme
[1,n] :={keN:1<k<n}

pour n € Nﬂ On remarquera que pour n =0, on a [1,n] = 0.
On rappelle que &,, est ensemble des bijections de [1,n] dans lui-méme.
On commence par une proposition qui dit que ces ensembles ne sont pas en bijection.

Proposition 1.15. Soient m,n € N. Si [1,n] est en bijection avec [1,m] alors m = n.

Démonstration. On montre la propriété par récurrence sur n. Pour n = 0, I’énoncé est vrai car
I’ensemble vide n’est en bijection qu’avec I’ensemble vide.

Supposons le résultat vrai au rang n > 0. Soit h : [1,n 4+ 1] — [1,m] une bijection (donc
forcément m > 1 comme le premier ensemble n’est pas vide). On distingue 2 cas :

Le cas simple est le cas h(n+ 1) = m, alors on définit g : [1,n] — [1,m — 1] par g(k) = h(k). g
est bien défini car h est une bijection donc pour k # n + 1, h(k) # h(n + 1) = m, donc h(k) < m.
g est injective car la restriction d’une application injective est encore injective. Soit [ € [1,m — 1]
il existe k € [1,n + 1] tel que h(k) = par surjectivité de h. Mais I # n + 1 par injectivité comme
ci-dessus, donc k € [1,n] et donc g(k) = I. Cela montre la surjectivité de g. Donc, par I’hypothése
de récurrence, n = m — 1 et donc m =n + 1.

Le second cas est le cas h(n+1) < m. On a vu au premier semestre 1’existence de la transposition
7 = (h(n+1),m) de sorte que 7o h est encore une bijection par composée de bijection et elle vérifie
le premier cas. D’ou I’étape suivante de la récurrence dans tous les cas. O

Définition 1.16. On dit qu’un ensemble A est fini s’il existe un entier n € N, qui est alors unique
(par le lemme précédent), et une bijection f : [1,n] — A. On écrit alors Card(A) = n ou |4| = n.
Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

1.2.2 Ensembles au plus dénombrables

On peut représenter les éléments d’un ensemble dénombrable A & I’aide d’une suite infinie en
écrivant A = {z,;n > 1}.

Proposition 1.17. Les ensembles au plus dénombrables sont soit finis, soit dénombrables. De
plus, pour une partie infinie P C N, il existe une bijection strictement croissante et une seule de
N— P.

i. La section 1.2 est rédigée par Yoann Dabrowski.



Démonstration. Les ensembles au plus dénombrables sont par définition en bijection avec les parties
de N. Dans le cas infini, il suffit de voir le second point pour obtenir la bijection avec N. On définit
par récurrence la bijection f : N — P. Plus précisément, on construit par récurrence sur n une
application strictement croissante f,, : [1,n] — P telle que pour tout « € Im(f,),y € P—Im(f,),
x <yet fulpgy = fr- Comme P, infini, il est non-vide donc admet un élément ag = min(P) On
pose fo(0) = ap d’ou linitialisation.

On suppose construit f,, et on prend a,4+1 = min(P — Im(f,)) qui existe car cette partie est
infinie de N donc non vide (si elle n’était pas infinie, P serait finie comme union finie de parties
finies). On pose fri1(k) = fu(k),k < n, fns1(n + 1) = ap41 de sorte que par 'hyp de rec sur
frs @nr1 > fu(k),k < n ce qui donne la stricte croissance de f,, 11 en combinant avec celle de f,.
Enfin,siy € P—Im(fn+1) C P—Im(f,) on apar hyp derecy > f,(k)k <nety > a,41 car c’est
le min donc > et on a y # a, 41 par construction. Donc la relation demandée a I’étape suivante est
vérifiée.

On obtient f strictement croissante donc injective en rassemblant les valeurs des f,, qui s’ac-
cordent (f(n) = fn(n) = fm(n),m > n).

Pour voir que f bijective, par I’absurde, sinon il existe b € P —I'm(f) mais par stricte croissance
d’entiers f(n) — oo donc il existe n minimal tel que b < f(n) = f,(n) ce qui impose par minimalité
b> f(n—1) et contredit f,(n) = Min(P —Im(f,—1)) vub € P — Im(fn_1).

Pour I’unicité, si g est une autre telle bijection ¢g~! o f est une bijection strictement croissante
de N — N ainsi que sa réciproque et le lemme suivant donne donc g=! o f(n) > n, f~'og(n) > n.
D’ou par croissance de g, f appliquée encore & ces relations : f = g. O

Proposition 1.18. Une application strictement croissante f : N — N (resp. f : [0,n] — N) vérifie
f(p) > p pour tout p dans son domaine.

Démonstration. 1l suffit de voir le deuxiéme cas (en restreignant aux segments initiaux), on le
montre par récurrence sur n. Sin =0, f(0) € N donc c’est évident. En supposant ’hypothése vraie
au rang n, on considére f : [0,n 4+ 1] — N, la restriction & [0, n] vérifie ’hypothése de récurrence,
donc f(p) > p pour p < met f(n+1) > f(n) > n mais dans N cela implique f(n+1) >n+1 et
conclut ’étape d’induction. O O

On trouve I’équivalence avec la définition vu & la section 1.

Proposition 1.19. Un ensemble P est au plus dénombrable si et seulement si il existe un surjection
fN—=P

Démonstration. Pour implication directe, si P est dénombrable, la bijection de la définition
convient, si P est fini, en bijection avec [0,n — 1] alors le reste modulo n donne la surjection
N — [0,n — 1] qui composée & la bijection donne la surjection cherchée. Réciproquement, I’en-
semble f~1(p),p € P est une partie de N qui a un plus petit élément ap : a: P — N est I'injection
cherchée. O

On va obtenir des exemples d’ensembles dénombrables les plus courants. Pour cela on a besoin
de quelques méthodes de constructions.

Proposition 1.20. 1. La réunion d’une suite (X,)n>0 d’ensembles finis d.d.d. est au plus
dénombrable.

2. Un ensemble X est au plus dénombrable si et seulement si il admet une suite exhaustive de
parties finies, c’est a dire une suite croissante de parties finies dont l'union est X.

3. Le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénom-
brable.



Démonstration. 1. Soit a,, = Card(X,) et A, = ZZ:O ar (A—_1 = 0). On a des bijections h,, :
[An—1+1,A,] — [1,a,] = X, qui induisent une application h : N* — U, X,, dés qu’un nombre
infini de X; n’est pas vide, ou h : [1, A,] — U, X, qui est par construction surjective. L’injectivité
des h,, et le fait que les X, sont disjoints donne l'injectivité de h.

2. Si X est fini, on prend la suite constante, sinon, pour une bijection & : N — X on prend
X, = h([0,n]) comme suite croissante cherchée. Réciproquement, la suite croissante X,, donne
une suite disjointe Xo, X, 11 — X,, de parties finies, donc le point 1. donne que I'union est au plus
dénombrable.

3. Une récurrence triviale raméne au cas du produit de 2 ensembles A, B. Soit h : N — A,
g : N — B des surjections données par la proposition f=hxg:N? = Ax B est une
surjection qui raméne au cas N? qui admet pour suite exhaustive d’ensembles finis [0, n]?. O

Proposition 1.21. Les ensembles N¥ . k € N*;Z et Q,QF sont infinis dénombrables.

Démonstration. On a vu le cas du produit N* au lemme précédent. [—n,n] est une suite exhaustive
d’ensembles finis pour Z qui est donc au plus dénombrable par la proposition précédente, il est
infini car il contient N. Enfin (p, ¢) — p/q est une surjection de Z x N* — @, donc par la proposition
Q est au plus dénombrable, et infini car contient N. O

Enfin, on améliore le lemme précédent.

Proposition 1.22. Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable.

Démonstration. Soit (X,)n>0 une suite d’ensembles dénombrables (si la suite est finie, on peut
la prolonger en une suite infinie. ). Soit f, : N — X,, une surjection donnée par la proposition
1.19] (Petite subtilité : passer de I’existence de chaque surjection a n fixé, a la suite de surjections
n’est pas complétement anodin et utilise ’axiome du choix dénombrable). On considére la fonction
f: N2 > Unen Xn définie par f(n,p) = fn(p) et en composant avec une surjection N — N2, on
obtient le résultat par la réciproque dans la proposition juste citée. O

Les ensembles au plus dénombrables serviront de base aux probabilités discrétes.

1.2.3 Ensembles infinis non dénombrables

Les ensembles qui n’appartiennent pas aux catégories précédentes (finis ou infinis dénombrables)
sont dits infinis non dénombrables. On va voir que par exemple, R et C, [a,b], a < b sont infinis
non dénombrables.

Le résultat clé est toujours un argument diagonal :

Proposition 1.23. (Théoréme de Cantor) Il n’existe pas de surjection h : E — P(E) entre un
ensemble E et I’ensemble de ses parties.

Démonstration. En effet une application h : E — P(FE) permet de considérer I’ensemble A =
{xr € E:x & h(x)}. Il n’existe pas de y tel que h(y) = A car par 'absurde, si il existait, soit
y € A et alors y € h(y) = A une contradiction, soit y € A et alors y € h(y) = A encore une
contradiction. O

Remarque 1.24. En conséquence de ce lemme et de la proposition [1.19] P(N) n’est pas dénom-
brable (il est infini & cause de l'injection x +— {x} défini sur N), car sinon on aurait une surjection
de N — P(N). En conséquence {0, 1}, en bijection avec la fonction indicatrice n’est pas non-plus
dénombrable.

Théoréme 1.25. [0,1] et R ne sont pas dénombrables.
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En conséquence un intervalle quelconque [a,b], en bijection avec [0,1] ne l’est pas non plus.
et un intervalle quelconque contenant au moins deux points (qui contient donc aussi un [a, b]) est
aussi non-dénombrable.

Démonstration. On construit une injection ¢ : {0, 1} — [0,1] (le cas R s’en déduit. (I'image de
cette injection va étre 1’ensemble triadique de Cantor). On fixe a = (a,) € {0,1}" on définit une
suite de segments emboités, on pose Jy = [0,1] et si J,, = [z, yn] alors on découpe l'intervalle en
trois en posant u, = (2z, + yn)/3 et v, = (X, + 2y,)/3. Si a, = 0, on pose Jyt1 = [Tn, uy], €t
si a, = 1, on pose J,11 = [vp,yn]. On obtient par construction une suite de segments emboiteés,
Zn,Yn sont des suites adjacentes et y,, — x, < 1/3™ (récurrence facile) donc l'intersection est un
singleton N, J,, = {p(a)}.

Pour voir que ¢ est injective on note que si a # a’ sont deux suites et n le premier indice avec
an, # a,, alors J, NJ,, = 0 et les images sont donc distinctes. O

Remarque 1.26. L’ensemble triadique de Cantor a plein de propriétés intéressantes. Topologi-
quement il est fermé, totalement disconnecté (les composantes connexes sont les singletons). Il est
de longueur nulle (car inclus dans 'union sur tous les cas possibles des J,, dont la longueur perd
un facteur 2/3 a chaque n).

Exemple 1. L’ensemble des nombres irrationnels R \ Q est non-dénombrable, car sinon son union
avec Q & savoir R serait dénombrable, ce qui n’est pas le cas.






Chapitre 2

Notions basiques de la topologie :
espaces métriques

2.1 Distances

La notion de distance a été introduite pour formaliser les propriétés d’une facon de mesurer
I’écart entre des éléments d’un méme ensemble; ces propriétés sont modelées sur celles de la
longueur d’un vecteur dans R? ou R3.

Définition 2.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une fonction d: X x X — [0, +oo|
satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Ve,ye X d(z,y)=0& 2 =y.

2. Ve,y e X dz,y) =d(y, z).

3. Vr,y,z € X d(x,z) <d(z,y) + d(y, 2)-

Oun dit alors que (X, d) est un espace métrique.

La premiére des trois propriétés ci-dessus est appelée aziome de séparation : elle dit en parti-
culier que deux points distincts sont nécessairement & distance strictement positive. La deuxiéme
propriété est I’aziome de symétrie. Enfin, la troisiéme est appelée inégalité triangulaire. C’est peut-
étre la moins intuitive ; dans R?, muni de sa notion usuelle de distance, elle correspond au fait que
la longueur d’un coté d’un triangle est toujours inférieure & la somme des longueurs des deux autres
cotés.

Propriété 2.2. Dans un espace métrique (X, d), pour tout z,y,z € X, on a |d(z, z) — d(y, z)| <
d(x,y). (Preuve en exercice.)

Exemple 2. L’exemple le plus important d’espace métrique est R muni de la distance d(z,y) =
|z —yl-

Exercice 2.3. Définir deux structures différentes d’espaces métriques sur la sphére de dimension
deux.

Presque toutes les distances que nous rencontrerons proviennent d’une norme, dont nous rap-
pelons la définition maintenant.

Définition 2.4. Soit X un espace vectoriel sur R (resp. sur C). Une norme sur X est une fonction
Il -|l: X — [0, +o0[ satisfaisant les conditions suivantes :

1.Vzee X |z[|=0&2=0.



2. Ve,ye X lz+yll < [lzfl + llyll.
3. VAER (resp. € C) Yz € X || Az| = |A|- ||z
On dit alors que (X, || - ||) est un espace normé.

Exemple 3. La norme associée au produit scalaire d’un espace euclidien est appelée norme eucli-
dienne.

Exemple 4. Pour z = (x1,...,%,) € R", on pose
n
lzlly =D lal et [|z]loo = max(feal, .., za]).
i=1
Les fonctions || - |1 et || - |lo sont des normes sur R™. (Preuve en exercice.)
Propriété 2.5. Si (X,| - ||) est un espace normé, alors la fonction d: X x X — [0, 4+o0[ définie

par d(z,y) = ||z — y|| est une distance sur X. (Preuve en exercice.)Donc, les espaces normés sont
des espaces métriques.

On dira que d définie comme ci-dessus est la distance induite par || - ||. Ce sont les distances
avec lesquelles nous travaillerons principalement ; ’ensemble X ne sera pas forcément un espace
vectoriel tout entier, c’est pourquoi la remarque suivante sera importante : si (X, d) un espace
métrique, et A C X, alors la restriction de d & A munit A d’une structure d’espace métrique.

Exercice 2.6. Soit X un ensemble. On définit une fonction d: X x X — [0, 4o00[ en posant

0 ir=
Va,y € X d(m){ rrey
1 sinon

Montrer que d est une distance sur X, appelée distance discréte.

Définition 2.7. Soit (X, d) un espace métrique, x € X et r € R. On définit :
— La boule ouverte de centre x et de rayon r par

B(z,r)={y € X: d(z,y) <r}.

— La boule fermée de centre x et de rayon r par

B(z,r)={y € X: d(z,y) <r}.
Remarque 2.8. Notons que B(z,7) =0 si r <0 et B(z,00) = X.

Exercice 2.9. Montrer que pour R muni de la distance usuelle, B(z,r) =]z —r,z+7[ et B(z,7) =
[ —r 2+ 7]

Exercice 2.10. Représenter les boules ouvertes/fermées dans R? pour les distances associées aux
normes || - ||1, || - ||z et || - ||o de centre (1,0) et de rayon 1. (Rappelons que ||z|2 = /23 + 23 ou
x = (x1,22).)

Exercice 2.11. Déterminer les boules ouvertes et les boules fermées d’un ensemble X muni de la
distance discréte.

Proposition 2.12. Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. Alors di et do, définies pour
(z1,11) et (x2,y2) dans X XY par

di((w1,91), (x2,92)) = dx (21, 72) + dy (y1,92) et
doo (71, 1), (T2, y2)) = max(dx (1, 72), dy (y1,2))

sont des distances sur X x Y. On appellera d la distance produit de dx et dy .
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Démonstration. Les applications d; et do, sont & valeurs dans [0, 400 et satisfont de maniére
évidente les deux premiéres propriétés (axiome de séparation et axiome de symeétrie).
Vérifions l'inégalité triangulaire : soit (x1,¥1), (z2,y2) et (z3,ys) dans X x Y. Alors,

di((z1,91), (23,93)) = dx(z1,23) +dy (y1,93) < dx(z1,22) + dx(v2,73) + dy (y1,92) + dy (y1,Y3)
= di((w1,y1), (T2, 92)) + di((z2,92), (¥3,3))-

On a

dx (21, 23) < dx (21, 72) +dx (22, 73) < max(dx (1, 2), dy (Y1, y2)) +max(dx (z2, 3), dy (y2,3)) ,

d’out

dx (x1,23) < doo((21,11), (¥2,42)) + doo (22, 42), (23, 3))-
De méme,

dy (y1,Y3) < doo((z1,91), (22, Y2)) + doo (22, y2), (%3,Y3)) -
Ainsi,

doo((z1,91), (23,y3)) = max(dx (w1, 23), dy (y1,¥3)) < doo((1,51), (T2, Y2)) +doo (22, y2), (3,Y3)) -
O

2.2 Suites dans un espace métrique

L’intérét principal de la notion de distance, pour nous, est de pouvoir formaliser la notion de
suites convergentes : une suite (x,),>0 converge vers x si et seulement si la distance d(z,,, z) tend
vers 0 quand n tend vers l'infini. Avec des quantificateurs, on obtient la définition suivante.

Définition 2.13. Soit (X,d) un espace métrique, (z,)n>0 une suite d’éléments de X et x € X.
On dit que la suite (x,)n>0 converge vers x si :

Ve >03dN e NVn > N d(x,,x) <e,

c’est-a-dire si :
d — 0.
(xTH .’13) n—-+o00
Propriété 2.14. Soit (X, d) un espace métrique et (z,) une suite d’éléments de X, qui converge
a la fois vers z et /. Alors x = 2/, autrement dit, la limite d’une suite convergente est unique.
(Preuve en exercice.)

Proposition 2.15. Soit (X,dx) et (Y, dy) deuz espaces métriques. On munit X xY de la distance
produit do, définie par la Proposition Alors une suite (T, Yn)n>0 d’éléments de X XY converge
vers (z,y) si, et seulement si, (xn)n>0 converge vers x et (yn)n>0 converge vers y. (Preuve en
exercice.)

Ce résultat reste vrai si on remplace do, par di. (Preuve en exercice.)

Ainsi, dans R™ muni de la distance induite par || - ||, on retrouve le fait qu’une suite est
convergente si et seulement si chaque suite de coordonnées converge.

A priori, la notion de convergence dépend de la distance considérée sur X ; mais il arrive que
des distances différentes aient les mémes suites convergentes.

Définition 2.16. Soit X un espace vectoriel, et || - ||1, || - ||z deux normes sur X. On dit que || - [|1
et || - ||2 sont équivalentes s’il existe des constantes m, M strictement positives et telles que :

Ve e X mllafy < ]z < Mllz|) .
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Exercice 2.17. Montrer que la norme | - ||« et la norme euclidienne sur R™ sont équivalentes.

On reverra plus tard le théoréme, normalement déja connu et qu’il est en tout cas sans doute
utile d’avoir en téte, selon lequel toutes les normes sur R™ sont équivalentes.
Cette définition a un analogue pour les distances :

Définition 2.18. Soit X un ensemble. Deux distances dq,ds sur X sont dites équivalentes s’il
existe des constantes m, M strictement positives et telles que :

vmayeX mdl(xay)SdQ(Iay)SMdl(x7y) .

Bien str, si di,ds sont les distances associées & des normes équivalentes, alors elles sont elles-
mémes équivalentes. Cette définition est importante pour nous a cause de la propriété suivante.

Proposition 2.19. Soit X un ensemble et di,ds deuzx distances sur X. Si dy et do sont équiva-
lentes, alors une suite (x,)n>0 converge dans (X,dy) si et seulement si elle converge dans (X, ds).

Autrement dit : deux distances équivalentes ont les mémes suites convergentes.

Démonstration. Soit deux constantes m, M strictement positives telles que :
Ve,y € X mdi(z,y) < da(z,y) < Mdi(z,y) .
Soit (z,) une suite et z un élément de X. On a alors pour tout n € N,
mdy (2y, ) < dy(n, x) < Mdy(zn,y) ,
ce qui entraine que :

dy(zp, ) ) 0 si et seulement si do(zy,, ) e 0.

O

Définition 2.20. Soit X un ensemble, et (z,,)n>0 une suite d’éléments de X. Une suite extraite
de (xn)nZO est une sous-suite de la forme (Uﬂnk)kzo ol (nk)kzo est une suite strictement croissante
d’entiers, ou, de maniére équivalente, de la forme (z,(x))r>0, Ol ¢: N — N est une fonction
strictement croissante (il suffit de poser pour k > 0, ¢(k) = ny).

Intuitivement : une suite extraite est obtenue en ne gardant que certains termes de la suite
(zn)n>0 €t en oubliant les autres; par exemple, la suite (za)k>0 est une suite extraite de la suite

(xn)nZO-

Propriété 2.21. Soit ¢: N — N une fonction strictement croissante. Alors pour tout £ € N on a
p(k) > k (et en particulier p(k) tend vers +oo!). (Preuve en exercice.)

Proposition 2.22. Soit (X,d) un espace métrique. Si (x,)n>0 est une suite convergente alors
toute suite extraite (x,k))r>0 est convergente. (Preuve en exercice.)

Exercice 2.23. Soit (X,d) un espace métrique et (z,) une suite d’éléments de X. Supposons
d’abord que les suites (xor) et (xoxy1) convergent vers la méme limite. Montrer que (x,) est
convergente. Ce résultat reste-t-il vrai si 'on ne suppose pas que les limites de (wor) et (zak+1)
sont égales ? Montrer que si (zag), (Z2k+1) et (x3x) sont toutes les trois convergentes alors (x,,) est
convergente.

Définition 2.24. Une suite (z,) est dite monotone si a,, > a,+1 pour tous n ou a, < a,4+1 pour
tous n.
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Proposition 2.25. Toute suite de réels admet une sous-suite monotone.

Démonstration. Soit (z,) une suite de réels. Pour cette preuve, on dira qu’un entier n est un pic,
si pour tout m > n, x,, > x,,. S’il y a une infinité de pics ng < ny < ng < ... < ng < ..., alors la
suite extraite (z,,) est strictement décroissante.

Sinon, il existe un entier N tel qu’aucun entier n > N n’est un pic. On construit alors par
récurrence une suite strictement croissante d’entiers (ny) tel que la sous-suite (z,, ) soit croissante :
pour linitialisation, on pose ng = N. Supposons que 'on a choisit N =ng < ny < ... < ng, tel que
Tny < ... < xp, (condition vide si k = 0). Comme ny > N, nj n’est pas un pic et par conséquent
il existe ngy1 > ng tel que x,, <z, - O

2.3 Ouverts et fermés

Si on est intéressé plus par la notion de “proximité” induite par une distance que par les valeurs
exactes de la distance, on est amené & la notion d’ouvert : A C X est ouvert ssi, dés que a € A,
tout point suffisamment proche de a appartient & A. Autrement dit, A contient une petite boule
non vide autour de chacun des ses points.

Définition 2.26. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie A de X est un ouvert si
Ya € A 3r >0 Bla,r) C A.

Une boule ouverte est bien un ouvert! L’ensemble X tout entier et ’ensemble vide @) sont des
ouverts. Dans R, muni de la distance usuelle, tout intervalle ouvert est un ouvert (intervalles de la
forme Ja, b[, | — 00, al, |b, +o0[ et | — 0o, +00[, avec a,b € R).

Exercice 2.27. Vérifier qu’une partie A d’un espace métrique est un ouvert si et seulement si
Va € A 3n € N* B(a,1/n) C A.
Exercice 2.28. Vérifier qu'une partie A d’'un espace métrique est un ouvert si et seulement si
Va € A3r >0 B(a,r) C A.

La notion d’ouvert dépend de la distance sur X ; par contre pour deux distances équivalentes
les ouverts sont les mémes.

Exercice 2.29. 1. Donner un exemple de deux distances sur R qui ne définissent pas les
mémes ouverts.

2. Soit X un ensemble et dq,ds deux distances équivalentes sur X. Montrer qu'une partie A
de X est un ouvert de (X, d;) si et seulement si elle est un ouvert de (X, ds).

Théoréme 2.30. Soit A une partie d’un espace métriqgue (X,d). Alors, A est un ouvert si et
seulement pour toute suite (x,) d’éléments de X qui converge vers un élément de A, alors x,,
appartient & A pour tout n suffisamment grand.

Démonstration. Supposons A ouvert et considérons une suite (z,,) d’éléments de X qui converge
vers a € A. Comme A est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A. La convergence de la suite
vers a, entraine qu’il existe un entier N tel que pour tout n > N, d(x,,a) < r, c’est-a-dire tel que
pour tout n > N, z,, € B(a,r) C A.

Réciproquement, si A n’est pas ouvert, il existe a € A tel que pour tout n € N, B(a, %ﬂ) Z A.
On choisit ainsi pour tout n, un élément x,, € B(a, n%rl) \ A. Alors aucun élément de la suite z,,
n’appartient & A mais elle converge vers a qui appartient & A. O
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Définition 2.31. Une partie A d’un espace métrique est un fermé si son complémentaire X \ A
est ouvert.

Une boule fermée est bien un fermé! L’ensemble X tout entier et ’ensemble vide sont des
fermés. Dans R, muni de la distance usuelle, tout intervalle fermé est un fermé.

Les fermés sont caractérisés par la propriété suivante : la limite de toute suite convergente
d’éléments d’un fermé est dans ce fermé. Notons que toute propriété des ouverts se traduit, par
passage au complémentaire, en une propriété des fermeés.

Proposition 2.32. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Alors, A est un fermé si et
seulement pour toute suite (x,) d’éléments de A qui converge vers un élément x de X on a que x
appartient a A.

Démonstration. Supposons A fermé. Soit (z,,) une suite d’éléments de A qui converge vers un
élément z. Comme aucun z,, n’est dans 'ouvert X \ A, (encore moins pour tout n suffisamment
grand), d’aprés le théoréme x ne peut appartenir & ouvert X \ A et donc appartient & A.
Réciproquement, si A n’est pas fermé, c’est-a-~dire si X'\ A n’est pas ouvert, alors le théoréme
garantit I’existence d’une suite (x,,) d’éléments n’appartenant pas & X \ A, c’est-a-dire appartenant
a A, qui converge vers un élément de X \ A. O O

Proposition 2.33. Dans un espace métrique (X,d) donné,

1. 51 (O;)icr est une famille d’ouverts, alors | O, est également un ouvert
i€l
(une union quelconque d’ouverts est un ouvert) ;
2. 51 O1,...,0, sont des ouverts, alors O1 N...N O, est également un ouvert
(une intersection finie d’ouverts est un ouvert) ;
3. si (Fy)icr est une famille de fermés, alors () F; est également un fermé
iel
(une intersection quelconque de fermés est un fermé) ;
4. si By, ...  F, sont des fermés, alors F} U...UF, est également un fermé
(une union finie de fermés est un fermé).

Démonstration. Soit a € |J Oy, alors il existe ig € I tel que a € O;,. Comme O, est ouvert, il

i€l
existe r > 0, tel que B(a,r) C 0;, C |J O, ce qui permet de conclure.
i€l
Soit @ € O1N...NO,, alors pour chaque ¢ € {1,...,n}, on a a € O; qui est un ouvert. Ainsi,
pour chaque i € {1,...,n}, il existe r; > 0 tel que B(a,r;) C O;. En posant r = min(ry,...,7r,),

on en déduit que la boule ouverte B(a,r) est incluse dans chacun des O; et donc que B(a,r) C
O1N...N Oy, ce qui permet de conclure.
Ona X\ N Fi= U(X\F), qui est ouvert par (I). Ainsi, () F; est fermé.

il i€l il
Ona X\ (FiU...UF,) = (X\F1)N...N(X\F,), qui est ouvert par (2), et donc F1U...UF,
est fermé. 0
Exercice 2.34. 1. Donner un exemple d’une intersection d’ouverts qui n’est pas un ouvert.

2. Donner un exemple d’une union de fermés qui n’est pas un fermé.

Définition 2.35. Un espace topologique est un couple (X,0) ou O C P(X) et
1. 0et X €0O;

2. Pour chaque famille (dénonbrable ou non-dénombrable) (U;)icr,U; € O, ona JU; € O;
ieT
3. Pour chaque famille finie Uy,--- ,U, € Oona (| U; € O. (Les éléments de O sont les
1<i<n
ouverts et les éléments de {U°: U € O} sont les fermés de I’espace topologique (X, O).)
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Exemple 5. 1. Si O = P(X) alors (X, Q) est un espace topologique avec topologie discréte.
2. Si X =R" ou C™ alors O consiste des ouverts dans le sens habituel.
3. Par Proposition [2.33| chaque espace métrique est un espace topologique.

Proposition 2.36. Soient (X, d) et (X, D) des espaces métriques tels que les distances d et D sur

X sont équivalentes, i.e. ils existent m > 0 et M > 0 tels que md(x,y) < D(x,y) < Md(z,y) pour
tous x,y € X. Alors la topologie de (X,d) coincide avec la topologie de (X, D).

Démonstration. Soit r > 0. Alors d(a,z) < r/M implique D(a,z) < Md(a,z) < r. Donc,
By(a,r/M) C Bp(a,r). Cela montre que chaque ouvert de (X, D) et ouvert de (X,d). Par le
méme argument chaque ouvert de (X, d) et ouvert de (X, D). O

Définition 2.37. Etant donné un espace métrique (X, d) (ou, plus généralement, un espace to-

pologique X), et une partie A C X, Uintérieur de A, dénoté fi, est la réunion de tous les ouverts
contenus dans A, c’est-a-dire
A= Jo.

O ouvert
oca

Par définition, Aest un ouvert, est contenu dans A, et il contient tous les autres ouverts contenus
dans A : c’est le plus grand ouvert contenu dans A. Attention, A peut tout & fait étre vide méme
si A ne l'est pas!

Propriété 2.38. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Alors pour tout € X, on a

z€A « Ir>0tel que B(x,r) C A.
(Preuve en exercice.)

Définition 2.39. Etant donné un espace métrique (X, d) ((11, plus généralement, un espace topo-
logique X), et une partie A C X, 'adhérence de A, notée A, est I'intersection de tous les fermés
contenant A, c’est-a-dire

Cette fois, A est un fermé, contient A, et est contenu dans tous les autres fermés qui contiennent
A : C’est le plus petit de tous les fermés contenant A.

- o — _
Propriété 2.40. Soit X un espace topologique et AC X. Ona X\ A=X\Adet X\ A=X\A
(Preuve en exercice.)

Propriété 2.41. Soit (X,d) un espace métrique, A C X et z € X. Il existe une suite d’éléments
de A qui converge vers z si, et seulement si, B(z,r) N A # () pour tout r > 0. Comment généraliser
la propriété pour les espaces topologique ? (Preuve en exercice.)

Ceci nous permet d’établir la caractérisation suivante de 'adhérence, qui est fondamentale.

Proposition 2.42. Soit (X,d) un espace métrique, A une partie de X et x € X. Alors x € A si,
et seulement si, il existe une suite d’éléments de A qui converge vers .
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Démonstration. Supposons qu’il existe une suite d’éléments de A qui converge vers x € X. Alors,
pour tout fermé F' contenant A, il existe aussi une suite (la méme!) d’éléments de F' qui converge
vers x ; par conséquent, x appartient & F. Donc x appartient & tous les fermés qui contiennent A :
r € A

Réciproquement, supposons qu’il n’existe pas de suite d’éléments de A qui converge vers x € X.
Alors, d’apreés la propriété il doit exister 7 > 0 tel que B(z,r) N A = . Autrement dit,
X\ B(z,r) est un fermé de X, contenant A, mais auquel = n’appartient pas : = ¢ A. O

Exercice 2.43. Déterminer I'intérieur et ’adhérence de Q, [0,1]NQ,]0,1[NQ (dans R muni de sa
distance usuelle).

Proposition 2.44. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé (on considére E muni de la distance
induite par sa norme). Soit a € E et r > 0.

1. L’intérieur de la boule fermée B(a,r) est la boule ouverte B(a,r).

2. L’adhérence de la boule ouverte B(a,r) est la boule fermée B(a,r) .
(Preuve en exercice.)

Exercice 2.45. Les deux propriétés de la proposition ci-dessus sont elles vraies pour tout espace
métrique ? (Indication : on peut considérer la distance discréte.)

Définition 2.46. Soit (X, d) un espace métrique, et A C X. On dit que A est dense dans X si
A=X.

Exercice 2.47. On considére R avec la topologie (la métrique) euclidienne. Montrer que Q et
R\ Q sont tous les deux denses dans R.
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Chapitre 3

Fonctions continues entre espaces
métriques

3.1 Fonctions continues et uniformément continues

Maintenant qu’on sait ce qu’est une distance, on peut définir la continuité pour des fonctions
entre espaces métriques, plutot que de R dans R ; c’est essentiellement la méme chose, en remplagant
|z — y| (qui n’a apriori pas de sens dans un espace métrique) par d(zx,y).

Définition 3.1. Soit (X,d) et (Y, D) deux espaces métriques, f: X — Y et z € X. On dit que f
est continue en x si :

Ve>036 >0V € X d(z,2') <§ = D(f(x), f(z) <e.
On dit que f est continue sur X si elle est continue en = pour tout z € X, autrement dit :
Vre XVe>030>0Ve' € X d(z,2') <d= D(f(x), f(z')) <e.
Ou encore (Pordre dans lequel on écrit les deux V ne change pas le sens de I’énoncé) :
Ve>0Vz e X 36 >0Va' € X d(x,2') <§ = D(f(z), f(z')) <e.

Remarque 3.2. Il faut bien comprendre que, ci-dessus, § dépend de ¢ et du point x ou l'on se place.
Une définition plus forte imposerait que le méme ¢ fonctionne pour tous les x € X simultanément ;
dans ce cas, on dit que f est uniformément continue.

Définition 3.3. Soit (X,d) et (Y, D) deux espaces métriques, et f: X — Y. On dit que f est
uniformément continue sur X si

Ve>030>0Vr e X Vo' € X d(z,2') <d = D(f(x), f(z')) <e.

Par rapport a la définition de la continuité, on a remplacé “Vo € X 3§ > 0” par “3§ > 0 Vx €
X7 . § dépend toujours de e, mais ne dépend plus de x. Toute fonction uniformément continue est
continue, mais la réciproque est fausse.

Exercice 3.4. 1. Montrer que la fonction x — 22 n’est pas uniformément continue sur R.

2. Montrer qu’une fonction réelle, périodique et continue est uniformément continue.

Définition 3.5. Soit (X, d) et (Y, D) deux espaces métriques. On dit que f: X — Y est lipschit-
zienne s’il existe K > 0 tel que

Vz,z' € X D(f(z), f(z')) < Kd(x,2') .
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Propriété 3.6. Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue. (Preuve en exercice.)

Exercice 3.7. Soit f: R — R une fonction dérivable, et telle qu’il existe M satisfaisant |f'(z)| < M
pour tout z € R. Montrer que f est lipschitzienne.

1/lnz siz€]0,1/2]
0 six=0
mais NON-lipschitzienne. Selon le théoréme de Heine démontré plus loin (voir Théoréme la
fonction f est uniformément continue!

Exercice 3.8. Soit f: [0,3]: R = R, f(z) = . Montrer que f est continue

Théoréme 3.9. Soit (X,d) et (Y,D) deux espaces métriques, f: X — Y une fonction et x € X.
La fonction f est continue en x si et seulement si pour toute suite (x,) d’éléments de X qui
converge vers x la suite (f(x,)) converge vers f(z).

Démonstration. =) Supposons tout d’abord que f est continue en x, et fixons une suite (z,) qui
converge vers x ainsi que € > 0. D’une part il existe 6 > 0 tel que D(f(z), f(z’)) < ¢ dés que
d(z,z") < ¢; d’autre part il existe N € N tel que d(z,,z) < § pour tout n > N. Alors, pour tout
n > N, on a d(f(x,), f(z)) < e, ce qui prouve que (f(x,)) converge vers f(x).

<) Réciproquement, supposons que f ne soit pas continue en z :

Je>0Vo>03Tye X dz,y) <detd(f(z),fly)>¢e.

Fixons ¢ > 0 comme ci-dessus, et appliquons la propriété pour § = % : ceci nous donne une
suite (y,) telle que d(z,y,) < % pour tout n € N* (en particulier, (y,) converge vers z) mais
d(f(yn), f(x)) > e (par conséquent, f(y,) ne converge pas vers f(z)). O

Théoréme 3.10. Soit (X,d) et (Y,D) deuz espaces métriques et f: X — Y wune fonction. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue.
2. Pour tout ouvert O de Y, f~1(O) est un ouvert de X.
3. Pour tout fermé F de Y, f~Y(F) est un fermé de X.

On rappelle que f~1(A) = {z € X: f(z) € A} désigne I"image inverse de A par f.

Démonstration. Supposons que f est continue, et soit O un ouvert de Y. Fixons z € f~1(0), et
considérons une suite (z,) qui tend vers x. Alors f(x,) tend vers f(z) puisque f est continue,
donc f(x,) appartient & O pour n suffisamment grand puisque f(z) € O et O est ouvert. Par
conséquent, z,, € f~1(O) pour n suffisamment grand, ce qui nous montre que f~1(O) est ouvert,
et on a montré que (1) = (2).

Montrons que = ; supposons donc de nouveau que soit vérifié, et considérons x € X
et £ > 0. Puisque B(f(z),¢) est un ouvert contenant f(x), son image inverse est par hypothése un
ouvert contenant z, par conséquent il existe § > 0 tel que B(x,8) C f~Y(B(f(x),¢)), c’est-a-dire :

Vo' € X d(xz,2') < § — D(f(z), f(z')) <e.

On a bien montré que f est continue.

Si est vrai et F' est fermé dans Y, alors Y \ F' est ouvert et par hypothése on obtient
que f~HY \ F) = X\ f~1(F) est ouvert dans X, autrement dit f~!(F) est fermé dans X. Ceci
établit "implication = , et en fait le méme argument de passage au complémentaire donne
I'implication réciproque = . O

On voit dans cette preuve qu’il vaut mieux étre a 'aise avec les propriétés de 'image inverse
par une fonction... (Ce trés important dans la partie du cours consacrée & la théorie de la mesure.)
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Exercice 3.11. Soit X,Y deux ensembles, f: X — Y une fonction. Montrer que, pour tout
A BCYona f Y (AUB)=f"Y(A)UfY(B)et fTL(ANB)=f~YA)n f1(B).
Exercice 3.12. Soit I'application de R dans R, f: z + x2.

1. Déterminer les ensembles suivants : f([—3, —1]), f([-2,1]), f([-3, —1]U[-2,1]) et f([-3,—1]N
[—2,1]). Les comparer.

2. Mémes questions avec les ensembles f~1(]—o0,2]), f~1([1, +o0[), f~1(]—00,2] U1, +o0]) et
F1(—o00,2] N1, +00]).

Proposition 3.13. Soit (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, ainsi que f:Y — Z
et g: X =Y deux fonctions continues. Alors fog: X — Z est continue.

Démonstration. Fixons € > 0. Comme f est continue, il existe 6; > 0 tel que pour tout y,3’ € Y
on ait dy (y,vy') < 01 = dz(f(y), f(y')) < e. Puis, comme g est continue, il existe d2 tel que pour
tout z, 2’ € X on ait dx(z,z') < d2 = dy(g9(z), g(z')) < d1. On a alors, pour tout z,z’ € X :

dx(z,2") < 0 = dy(g(x),9(2)) < 01 = dz(f(g(x)), f(g(z)) <e .

On vient de prouver que f o g est continue. O O

Exercice 3.14. On munit R? de la distance induite par ||-||oo, et R de sa distance usuelle. Montrer
que les fonctions (z,y) — x4+ y et (x,y) — zy sont continues.

Exercice 3.15. Soit (X, d) un espace métrique et f,g: X — R deux fonctions continues. Montrer
que la somme f + g et le produit fg sont également des fonctions continues.

Exercice 3.16. Soit (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, ainsi que f: Y — Z et
g: X — Y deux fonctions uniformément continues. Montrer que f o g: X — Z est uniformément
continue.

3.2 Suites de fonctions

Tout comme la continuité, les notions de convergence simple/uniforme de suites de fonctions
qu’on connait pour des fonctions de R dans R s’étendent sans difficultés aux fonctions entre espaces
métriques.

Définition 3.17. Soit (X, d), (Y, D) deux espaces métriques, et (f,) une suite de fonctions de X
dans Y. On dit que (f,) converge simplement vers une fonction f: X — Y si pour tout z € X la
suite (f,(x)) converge vers f(z); autrement dit :

Vee X Ve>03IN eNVn>N D(fu(x), f(z)) <e.

Ci-dessus, N dépend a la fois de ¢ et de = ; comme dans la définition de la continuité, on pourrait
demander que N ne dépende que de €, et on obtient ainsi la définition de la convergence uniforme.

Définition 3.18. Soit (X, d), (Y, D) deux espaces métriques, et (f,,) une suite de fonctions de X
dans Y. On dit que (f,,) converge uniformément vers une fonction f: X — Y si

Ve >03IN eNVz e X Vn> N D(fn(z), f(x)) <e.

Bien entendu, la convergence uniforme entraine la convergence simple. La réciproque est fausse,
comme le montre I’exercice suivant.
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Exercice 3.19. Pour tout n € N*, on définit f,,: [0, 1] — [0, 1] en posant

Pour n € N*, représenter le graphe de la fonction f,,, puis montrer que (f,) converge simplement
vers une fonction f que I'on déterminera. La convergence est-ele uniforme ? f est-elle continue ?

On voit donc que la convergence simple ne préserve pas la continuité (ce qui est une bonne
raison pour travailler avec des fonctions mesurables plutot que des fonctions continues).

Proposition 3.20. Soit (X,d) et (Y, D) deux espaces métriques, et (f,) une suite de fonctions
continues de X dans Y. Si (f,) converge uniformément vers f: X — Y alors f est continue.

Démonstration. Fixons ¢ > 0 et x € X. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, on ait
D(fn(z), f(z)) < e pour tout = € X.
Fixons un tel N ; comme fy est continue, il existe § > 0 tel que pour tout 2’ € X,

d(x7x/) <é= D(fN(m)va(x/)) <e.
Alors on a, pour tout =’ € X tel que d(z,z') < 4 :

D(f(z), f(z")) < D(f(x), fn(@))+ D(fn(2), fn(2")) + D(fn(2'), f(2))
< e+e+e¢
= 3.

Comme € était quelconque, ceci suffit & démontrer que f est continue en . O O

Propriété 3.21. Une limite uniforme de fonctions uniformément continues est uniformément
continue. (Preuve en exercice.)
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Chapitre 4
Compacité

Définition 4.1. Soit X un espace topologiqueet Y C X. Un recouvrement deY par des ouverts
est une famille d’ouverts (O;);cs telle que Y C ,UIOi- SiJcletY C ,UJOz‘ alors (O;);e est
i€ €

un  sous-recouvrement de Y. Le sous-recouvrement (O;);cy est fini si J est fini.

Définition 4.2. Soit X un espace topologique. On dit que X est compact si chaque recouvrement
de X par des ouverts contient un sous-recouvrement fini.

Le théoréme suivant est fondamental.

Théoréme 4.3. Soit (X, d) un espace métrique. Alors (X,d) est compact si et seulement si pour
toute suite (x,,) d’éléments de (X,d) il existe une sous-suite (x,,) qui converge dans (X,d).

Démonstration. =) Soit (z,,) € X une suite. On peut supposer que x,, # &, si n # m. Supposons
par Pabsurd que (z,) ne contient pas une sous-suite convergente. Alors pour tout € X il existe
un ouvert U, qui contient x tel que le nombre de z,, dans U, est fini. La famille U,,z € X, et un
recouvrement de X. Par ’hypothése, il existe un sous-recouvrement fini Uy,--- ,U,, de X. Donc,
la suite (x,,) est finie. Absurd.

k
<) Pas 1 Soit € > 0. Montrons qu’il existe un recouvrement fini X = 'U1B (z4,€). Supposons par

=
Pabsurd qu’un tel recouvrement n’existe pas. Soit a; € X. Alors B(a1,¢) # X. Si as € B(ay,¢)¢
alors B(aq,€) U B(ag,e) # X et d(a1,a2) > €. Supposons par récurrence que B(aj,e) U--- U

+1

B(am,e) # X et d(a;,a;) > € si i # j. Soit amq1 € (GIB(ai,E))C. Alors TUlB(auE) # X et
= =

d(a;,a;) > € si i # j. Par I'hypotheése, la suite (a,) contient une sous-suite (a;,) qui converge vers

a. Il existe io tel que d(a;,,a) < § si i > . Soit 49 < i < j. Alors

2
d(ay,,ar;) < d(ay,,a) +d(a,a;,;) < EE <e.

Absurd.

Pas 2 Montrons que X admet un recouvrement dénombrable par des ouverts U;,i € N*, tel que
pour chaque = € X et chaque ouvert V' qui contient x (c.a.d. pour chaque voisinage ouvert V de
x) il existe i tel que x € U; C V.

Par Pas 1, pour chaque n € N* il existe un nombre fini d’éléments ap 1, - ,ans, € X tels
que ‘SﬂlB(an,i, 1) = X. Soit V un voisinage de € X. Il existe n € N* tel que B(x, 1) C V. Soit

i=
© € B(asn,i, 3 )- Si y € B(asn,i, 3-) alors

1 1 1
d) <d s U3n,1 d N, éi o < —
(2.9) < () + ) < o+ o< L
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Donc, = € B(asn,i, 3-) C B(z, L) C V. D’oit le resultat car Pensemble {a,; :n € N,1<i <s,}
est dénombrable.

Pas 3 Soit {V; : j € J} un recouvrement de X par des ouverts. Montrons l’existence d’un
sous-recouvrement fini de ce recouvrement.

Par Pas 2, on peut supposer que {V; : j € J} est dénombrable et, donc, J = N. Supposons par

n
Pabsurd qu’un sous-recouvrement fini n’existe pas. Alors pour chaque n € N il existe z,, ¢ ‘UoVi'
i=

Par l’hypotheése, la suite (x,) contient une sous-suite (z,,) qui convege vers un z. Soit z € Vj,.
Puisque Vj, est un voisinage de z, il existe un constant C' > 0 tel que z,, € Vj, si n; > C. Mais
T, ¢ Vj, sin; > jo. Absurd. O

Un exemple fondamental d’espace compact est donné par un intervalle fermé borné (un segment)
de R ou, plus généralement n’importe quelle partie fermée bornée de R. On verra plus loin (les
Théorémes et [4.16]) qu’en fait les compacts de R™ sont exactement ses parties fermées bornées.

Théoréme 4.4. Toute partie fermée bornée de R, en particulier tout segment, est compacte.

Démonstration. Considérons une suite (x,) d’éléments d’une partie F' fermée bornée de R. Par
Proposition [2.25 il existe une suite extraite (z,,) qui est monotone. Comme cette sous-suite est
bornée et monotone, elle converge. Sa limite est dans F' car F est fermé. O

Proposition 4.5. Soit (X,d), (Y, D) deux espaces métriques compacts. Alors X x Y, muni de la
distance produit, est encore un espace métrique compact.

Démonstration. Soit (x,,y,) une suite d’éléments de X x Y. Par compacité de (X, d), on peut
extraire une sous-suite (z,,(x)) qui converge vers x € X. (¢1 : N — N désigne une fonction
strictement croissante.) Et par compacité de (Y, D), on peut extraire de (y,,(x)) une nouvelle
sous-suite Y, (p,(1)) qui converge vers y € Y.

Notons 1 = 1 o @p. Alors la suite (x4 ), yy)) est telle que x4y converge vers z et yy )
converge vers y, autrement dit, cette suite est une suite extraite de (x,,y,) qui converge vers

(@, 9)- O
Corollaire 4.6. Pour tout n € N* et tout a1, ..., an, b1, ..., by, 'ensemble [ [[a;, b;] est un compact
de R™ muni de la distance induite par || - ||oo-

Démonstration. Chacun des espaces [a;, b;] est compact, et par récurrence on montre facilement a
partir de la proposition précédente qu’un produit fini d’espaces métriques compacts est compact.
O

Théoréme 4.7. Soit (X, d) un espace métrique, et A un sous-ensemble compact de X (c’est-a-dire
que (A,d) est un espace métrique compact). Alors A est fermé dans X.

Démonstration. Soit (x,) une suite d’éléments de A qui converge vers 2 € X ; on doit prouver que
x € A. Comme A est compact, il existe une sous-suite (z,,) qui converge vers a € A; et (z,,)
converge toujours vers x. Par unicité de la limite, x = a € A. O

Réciproquement, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.8. Soit (X, d) un espace métriqgue compact et A une partie fermée de X. Alors (A, d)
est un espace métrique compact.

Premiére preuve. Soit (a,) une suite d’éléments de A. Comme X est compact et (a,) est aussi
une suite d’éléments de X, il existe une sous-suite (an, ) qui converge vers x € X ; comme A est
fermé, x € A, ce qui montre que (a,) a une sous-suite convergente dans A : (4, d) est compact. [
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Deuxiéme preuve. Soit A = iLEJIOi un recouvrement ouvert de A. Alors O; = 5, N A ou 67 est
ouvert dans X. Donc, X = A°U (1316’) et il existe un J C [ fini tel que X = A°U (ZgJél) D’ou,
A= 0;, cad., A est compact. O

Li}eéompacité est importante pour nous en particulier parce que les fonctions continues sur les
espaces compacts ont des propriétés trés fortes.

Théoréme 4.9. Soit (X,d) un espace métrique compact, et f: X — R une fonction continue.
Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. Montrons que f atteint sa borne supérieure M = sup({f(z): x € X}). (L'ar-
gument pour la borne inférieure est symétrique, ou découle du résultat pour la borne supérieure
appliqué & — f.) Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite (z,,) d’éléments de X telle
que f(x,) converge vers M. Comme (X,d) est compact, (z,,) admet une sous-suite convergente
(zn,); appelons z sa limite. Alors f(z,, ) converge a la fois vers M (c’est une sous-suite d’une suite
qui converge vers M) et vers f(x) (par continuité de f). Par conséquent, f(x) = M. O

Exercice 4.10. Soit X un espace topologique et f: X — R une fonction continue. Montrer que
f est bornée et atteint ses bornes.

La proposition suivante est une conséquence facile de Théoréme

Proposition 4.11. Tout espace métriqgue compact (X,d) est borné, c’est-a-dire qu’il existe M tel
que pour tout x,x’ € X on ait d(z,z') < M.

Premiére preuve. La fonction d: X x X — R est continue lorsqu’on munit X x X de la distance
produit D ; en effet, elle est lipschitzienne :

|d(x1,22) — d(z,25)] = |d(z1,22) — d(z1,25) + d(z1, 25) — d(z], 25)]
(w1, 22) — d(x1,25)] + [d(x1, 25) — d(x7, 25)]
d(z2,75) + d(z1, 7)) < max{d(xs,x}),d(z1,2})}
2D((£C1, xQ)a (x/la le))

IA N CIA

Comme (X x X, D) est compact, la proposition précédente nous permet de conclure que d est
bornée, ce qui revient & dire que (X, d) est un espace métrique borné. O

Deuziéme preuwve. Soit xg € X. Il suffit de montrer qu’il existe C' > 0 tel que d(x,x0) < C
pour tout z. En effet, dans ce cas d(z1,x2) < d(x1,x0) + d(xg,22) < 2C qui montre la proposition.
Supposons par I'absurd que pour chaque n € N* il existe x,, tel que d(zg,z,) > n. Alors il existe
une sous-suite z,, — 2’. Mais d(zg, z,, ) < d(zo,2") +d(2’, z,,) et la partie & droite converge vers
d(xg,z"). Absurd. O

Théoréme 4.12. Dans R"™ muni de la distance doo induite par || - ||, les compacts sont les fermés
bornés.

Démonstration. Si A C R™ est tel que (A, d) soit compact, alors on sait que (A, d) doit étre fermeé
dans R™, et borné d’aprés la proposition précédente.

Réciproquement, si A est fermé borné dans R", alors il existe M tel que A soit contenu dans
[—M, M]"™; on a vu que cet ensemble est compact, et A y est fermé, donc (A, d) est compact. O

Remarque 4.13. Le Théoréme n’est pas valable dans le cadre des espaces normés de dimen-
sion infinie. (Voir I’exercice 36 de Fiche 2 de TD.)

Théoréme 4.14. Soit (X, d) un espace métrique compact, (Y, D) un espace métrique, et f: X — Y
une fonction continue. Alors f(X) est un sous-ensemble compact de Y.
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Notons que, une fois qu’on sait que les sous-ensembles compacts de R sont les fermés bornés,
ce résultat généralise le théoreme [£.9

Premiére preuve. Soit (y,) une suite d’éléments de f(X). Pour tout n on peut choisir z,, tel
que f(2,) = yn, et ensuite on peut extraire une sous-suite convergente (x,, ) de la suite (z,). Par
continuité de f, la suite y,, = f(z,,) converge vers y = f(z). O

Deuziéme preuve. Soit f(X) C iLeJIOi un recouvrement ouvert de f(X). Alors X = iLeJIf_l(Oi)

est un recouverement ouvert de X. Par Théoréme 4.3| il existe J C [ fini tel que X = .UJ F7HO0,).
1€
D’ou, f(X) C ‘UJOi et f(X) est compact (Théoréme . O
1€

Théoréme 4.15 (Théoréme de Heine). Soit (X, d) un espace métriqgue compact, (Y, D) un espace
métrique, et f: X — Y une fonction continue. Alors f est uniformément continue.

Premiére preuve. On va montrer la contraposée : si f n’est pas uniformément continue, alors f
n’est pas continue. Supposons donc que f ne soit pas uniformément continue, c’est-a-dire qu’il est
faux que

Ve>030>0Ve,2’ € X d(z,z') <6 = D(f(z), f(z') <e.

Autrement dit, notre hypothése est que
Je>0V6>03z,2' € X d(z,z') < et D(f(z), f(z')) >¢.

Fixons € > 0 comme ci-dessus. Pour tout n € N*, on sait qu’il existe x,,z] tels que d(z,,z!,) <
&+ et D(f(zn), fa7,) > e

Comme l'espace produit X x X est compact, on peut extraire une sous-suite convergente
(%n,, 2z, ) de la suite (z,,2],); la suite x,, converge vers x € X, et la suite 2], converge vers
e X.

Puisque ny, — +oo et d(zy,, x,, ) < n—lk, on doit avoir = x'. Mais on a aussi D(f(zn, ), f(z7,.)) >
€ pour tout k : il est impossible que les deux suites f(zy,,) et f(z;, ) convergent vers f(x), par
conséquent f n’est pas continue en . O

Deuzieme prewve. On fixe € > 0. Pour chaque z € X il existe d(z) > 0 tel que f(z') €

B(f(x),5) si ' € B(x,6(z)). Puisque X = UXB(x,@) il existe un sous-recouvrement fini
zTE

Soit § = mind(z;) et soit d(z,2’) < 3. Il existe i tel que z € B(x;, 6(;”). Alors

d(xivx/) < d(l’i,l’) + d({l:,l’,) <

D’ou,
D(f(x), f(a') < D(f(2). () + D(f(@). fa))) < 5 +5 ==

O
Le théoréme suivant est fondamental. Il est faux dans le cas des e.v.n. de dimension infinie.
(Voir, par exemple, 'Exercice 8 de la Feuille II.)

Théoréme 4.16. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

Démonstration. Soit N une norme sur R”. On va montrer que N est équivalente & || - | (=
la distance produit) ; alors toutes les normes sont équivalentes & || - ||, donc elles sont toutes
équivalentes.

24



Notons ey, ..., e, la base canonique de R™, et M = max({N(e;): 1 <i <n}). Alors on a, pour
x=(T1,...,Zn):

N(z) = N(mier+...4+xnen)
< z|N(er) + ...+ |zn|N(en)
< M(ar] + ... +|aa)
< Mon ) -
Cela nous donne une des deux inégalités nécessaires pour montrer que N est équivalente & || - ||oo ;

cette inégalité implique aussi que N: (R™,d,) — R est lipschitzienne :
Vr,z' € R" |N(z)— N(z')| < N(x —2') < Mn|z — 2|0 -

Donc, I'application N: (R",dw) — R est continue par rapport a la topologie sur R™ induite par

I Iloo-
On a vu que les fermés bornés de (R™, d.,) sont compacts; par conséquent, ’ensemble

S={ze[-1,1]": 3k, o =+1} = {x €R": ||z 0o = 1}

(la sphére unité pour || -||oo) est compact, et comme N y est continue, elle y atteint son minimum
m ; notons que, comme 0 ¢ S, m > 0. Soit maintenant = € R™ un vecteur non nul; le vecteur W

appartient & S, et on a donc N(W) >m.

Autrement dit, pour tout € R™ on a m||z]|s < N(z) (cette inégalité est bien str aussi vraie
pour z = 0), et on a fini de prouver que N et || - || sont équivalentes. O

Corollaire 4.17. 1. La topologie sur R, n € N*, induite par une norme sur R" coincide avec
la topologie standarde. En particulier, les compacts dans R™ sont les fermés bornés.

2. Chaque forme linéaire ¢ : R™ — R est continue pour la topologie standarde sur R™.

Démonstration. La premiére partie est cas particulier de la Proposition [2:36 et du Théoréme [£.12]
Soit ¢ une forme linéaire non-zéro sur R™. Soit H = ker(¢). Il existe une base vy, --- ,v, de R™
telle que H est engendré par vy, -+ ,v,—1 et ¢(v,) = 1. Alors ¢(> z;v;) = x,. On choisit la norme

?
II>"2ivi]|l oo = max{|z;|}. On voit facilement que ¢ est continue par rapport a || - ||o. Donc, ¢ est
; 3

1
aussi continue par rapport & la topologie standarde. O
Le Corollaire n’est plus valable en dimension infinie.

Exercice 4.18. Soit [!(N) I'ensemble de suites réelles (x;) = (21,22, 2y, --) telles que
> l@i| < oo, Six = (z;) € I'(N) on pose ||z| =Y, 2]
1. Montrer que [*(N) est un espace vectoriel normé de dimension infinie.
2. Montrer que la boule fermée B(0,1) de I*(N) est bornée sans d’étre compacte.
3. Soit V le sous-espace de I*(N) engendré par les e,, = (0, - - - 771L, 0,0,---), n € N. Montrer que
V S IYN) et V =1'(N). En déduire Pexistance de formes linéaires non-continues sur I'(N).

Exercice 4.19. Soit (X, d) un espace métrique, et (z,) une suite d’éléments de X qui converge
vers € X. Montrer que l'ensemble {z,,: n € N} U {z} est compact.

Définition 4.20. Soit (X,d), (Y, D) deux espaces métriques. Une fonction f: X — Y est un
homéomorphisme si f est une bijection telle que les fonctions f et ' soient continues.

Proposition 4.21. Soit (X,d), (Y, D) deuz espaces métriques compacts, et f: X — Y une bijec-
tion continue. Alors f~1 est nécessairement continue, autrement dit, f est un homéomorphisme.

25



Démonstration. On doit montrer que la fonction g = f~! est continue. Soit F un fermé de X ; il
nous suffit de montrer que g~ (F) est fermé dans Y. Pour cela, notons que

g F)={yeY:gly) e Fy={yeY: fTl(y) e F} = f(F).

D’aprés le théoréme f(F) est compact ; comme les compacts sont fermés, on en déduit
bien que g~}(F) = f(F) est fermé, ce qu’il fallait démontrer. O
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Chapitre 5

Espaces mesurables

5.1 Clans, tribus, classes monotonnes, mesures

Rappel 5.1. 1. P(£2) désigne 'ensemble de toutes les parties d’un ensemble ().

2. AAB = (A\B)U (B\ A) est la difference symétrique de A, B € .

3. A°=Q\ A
Définition 5.2. Un sous-ensemble C de P(Q2) est un clan (ou une algébre ou une algébre de Boole)
sur € si :

1. Q e,

2. (stabilité par complémentaire) A € C entraine que A° € C,

3. (stabilité par réunion finie) si A,--- A, € C alors UY_, A, € C.

Exercice 5.3. 1. L’ensemble €; des unions finies d’intervales de R est un clan.

2. Rappelons qu’un pavé connexe de R™ est un ensemble de la forme I; x --- x I, avec I}
intervales de R. L’ensemble €,, des unions finies de pavés connexes de R™ est un clan.

3. Tout élément de €, est union finie de pavés connexes de R" deux & deux disjoints.

Exercice 5.4. Soit C un clan.
1. Si Aq,--- A, € C alors N;A; €C.
2. SiA,BeCalors A\BeCet AAB€C.

Pour faire de l'analyse on a besoin aussi d’unions dénombrables, d’ou la définition que l'on
utilisera le plus souvent.

Définition 5.5. Un sous-ensemble 7 de P(f2) est une tribu (ou une o-algébre) sur Q si :
1. QeT,
2. (stabilité par complémentaire) Si A € T alors A° € T .

3. (stabilité par union dénombrable) Pour toute suite (A, ),cn de parties de T, alors I'union

UAneT.

neN

Le couple (2, 7) sera appelé un espace mesurable. Les éléments de T sont appelés ensembles
mesurables.

Remarque 5.6. Chaque tribu est un clan.
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Exercice 5.7. Est-ce que le clan de l'exercice 1) est une tribu?

Exemple. 1. P(92) est une tribu;
2. Le sous-ensemble {0, Q} de P(Q) est un clan et une tribu, appelée clan ou tribu triviale.
3. Q0 =1{0,1,2}, C; = {0,{0,1,2},{0},{1,2}} et Co = {0, {0,1,2},{1},{0,2}}. Alors C; et Co
sont des algébres mais C; U Cy n’est pas une algébre (car {0,1} ¢ C; UCo).
Exercice 5.8. 1. Soit £ un ensemble infini et C la famille de sous-ensembles de {2 finis ou de
compléments finis. Alors C est un clan qui n’est pas une tribu;
2. Soit  un espace topologique et C I’ensemble des ouverts (resp. des fermés) de 2. Est-ce que
C un clan ? une tribu?

Exercice 5.9. Soit 7 une tribu et (A4,,) une suite dans 7. Alors N;A; € T.

Rappel 5.10. 1. Une suite (A,) de parties de  est
(a) croissante (dans P(2)) si A, C Any1 pour tout n;
(b) décroissante (dans P(Q2)) si A, D A,41 pour tout n;

(c) lasuite (A,,) est une suite d.d.d. (acronyme pour "deux a deux disjointes") si A,NA,, = ()
pour n # m.

2. A, 7 A signifie que la suite (A,) est croissante et A = UA, ;
3. A, N\ A signifie que la suite (4,,) est décroissante et A = NA,,;

4. si (B;)ier est une famille d’ensembles d.d.d. on écrit Ll;c; B; au lieu de U, B;.

Définition 5.11. Une famille M dans P () est une classe monotonne sur 2 si :
1. Qe M,
2.si ABe Met BC Aalors A\ Be M,

3. si (A,) est une suite croissante alors U, A,, € M.

Exemple 6. 1. Chaque tribu est une classe monotonne.

2. Soit A une tribu (resp. un clan, resp. une classe monotonne) sur 2 et soit X C . Alors

d .
Ax 2] {AN X : A e A} est une tribu (resp.un clan, resp. une classe monotonne) sur X

appelé la tribu induite (resp. le clan induit, resp. la classe monotonne induite) par A sur X.
3. SiXecAalors Ax ={Ac A: AC X}

Définition 5.12. Soit (2, 7) un espace mesurable. Une application pu: 7 — R est une mesure
(positive) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. p(0) =o0.
2. (o-additivité) Si (A,)n>1 C T est une suite d.d.d. alors

N( G An) = iN(An)-
n=1 n=1

Un triplet (Q, 7, u) ol @ est une mesure sur un espace mesurable (2, 7)) est appelé espace mesuré.
Si () < oo on dit que p est une mesure finie et si u(2) =1 on dit que p est une mesure de
probabilité ou simplement une probabilité. La mesure u est o-finie s’il existe une famille dénombrable

A, € T,neN, telle que Q= |J A4, et u(4,,) < co pour tout n.
neN
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5.2 Quelques propriétés de base et exemples

Proposition 5.13. Soit (Q, T, ) un espace mesuré. On suppose que A, B et A,,n € N, sont des
ensembles mesurables.

1. Si AC B alors u(B) = u(A) + u(B\ A). En particulier, si A C B alors pi(A) < u(B).
2. Si ANB =0, alors u(AU B) = p(A) + u(B). Dans le cas général, si (AN B) < oo alors

u(AU B) = u(A) + pu(B) — p(AN B).
3. Si (A,,) est une suite croissante, alors

:Uf( U An) = lim /J'(An) = Supﬂ(An)'

n>1 n—o0 n>1

4. Pour une suite (A,) d’ensembles non nécessairement disjoints :

p( Y, 4n) <D n(An).

n>1
5. Si (Ay,) est une suite décroissante et s’il existe ng tel que p(A,,) < oo, alors
(0, An) = lim p(An).
Démonstration. 1. Par la Définition [5.5(2), A° € T et par l'exercice B\A=BnNnA°eT.
Puisque B= AU (B\ A), u(B) = u(A) + u(B\ A).

2. Si AN B = ) on unilise la Définition [5.122) avec A; = A, Ay = Bet A; = 0,5 > 2. En
général, AUB = (A\B)U(ANB)U(B\ A). D’ou

AUB = (u(A\ B) + (AN B)) + (W(B\ A) + u(AN B)) — u(AN B) = p(A) + p(B) — (AN B).

3. Soit Ay = By et Byy1 = Agp1 \ Ag, k > 1. Alors B, N B; = () si i # j. Comme

A,= U B
n 1<k<n ks
on obtient
UA,, = UBy,
n k

et par la o-additivité

pUAy) =) u(By) = lim > u(By) = lim p(Ay).
k>1 1<k<n

. d . e .
4. La suite C}, ef 1<L_J< A; est croissante et UA,, = UC,,. En utilisant 1, on obtient par recurrence
<i<n n n
W(Ca) < Y u(Ay). Par 3,

1<i<n

LL(ZU Ai) = lim () < 3 ().

i>1
= i>1
5. On peut supposer que p(4;) < oo. Soit B; def A\ A;i > 1. Alors B, 2 A1\ NA4,,
UBz = A1 \ ﬂA“ et, A1 = Az L BZ Par 2 et 3,

p(UB;) = p(Ar) = p(0A;) = lim p(By) = lim (p(Ar) = p(4i)) = p(Ar) —lim p(Aq).

2
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Donc,
n(NA;) = lim pu(4;).

7

O

Exemple 7. Si (u,) est une suite de mesures sur ’espace mesurable (2, 7) alors Y u, est une
n

mesure sur (2, 7).

Exemple 8. (Jeu de dé) Soit Q = {1,2,3,4,5,6} les 6 faces possibles d’un dé et soit T = P(Q).

On définie la probabilité p(A) = card(A)/6. Alors u(A) représente la probabilité que A survienne

c.a.d. c’est le nombre de faces qui provoquent A divisé par le nombre total de faces du dé.

Exemple 9. (Mesure de Dirac) Soit (£2,7) un espace mesurable quelconque et soit x € . Pour
tout A € T on pose

1 size A
0z(4) = {0 sinon

Alors §, est une mesure (en effet, une probabilité). Pour montrer la o-additivité, il suffit de noter que
dans une union disjointe € A,, pour un seul n, doncsi A = | |, Ay, 0,(A) = 6.(An) = > 6. (Ax).

Exemple 10. (Mesure de comptage) Soit (£2,7) un espace mesurable. Pour chaque A € T on
pose

_ [Card(A) si A fini
v(4) = { +o0 sinon

Alors v est une mesure. Pour montrer la o-additivité, il suffit de observer que si les A,, sont disjoints

alors Card(| |, An) =, Card(Ay). Notons que si Q est dénombrable alors v =" §,.
zeQ

Exemple 11. (Mesure sur la tribu induite) Soit (€2,7, ) un espace mesuré et A € 7. Alors

pa(B) = (AN B) est une mesure sur (€2, 7). On peut bien str remplacer la tribu 7 par la tribu

induite Tx = {ANB: B e T}. Evidemment, (2,7, p14) et (A, Ta,pa) sont des espaces mesurés.

Exemple 12. Si (Q, T, 1) est un espace mesuré et A € RT alors (Au)(A) e A(A), A € T, définie
une mesure sur 7. En particulier, si 0 < p(A) < oo alors pa(-)/p(A) est une probabilité (appelée
la probabilité conditionnelle sachant A).

5.2.1 Tribus engendrées, tribu borélienne

Remarque 5.14. On sait rarement décrire explicitement tous les ensembles d’une tribu. On
travaille donc avec un ensemble plus petit de "générateurs" de la tribu. Ceci est basé sur la
proposition suivante.

Proposition 5.15. Si (7;)ics est une famille de tribus (resp. clans, resp. classes monotones) sur
Q, alors Uintersection NicrT; est aussi une tribu (resp. clan, resp. classe monotonne).

Si £ C P(Q), alors Vintersection de toutes les tribus (resp. clans, resp. classes monotones)
contenant £ est une tribu (resp. clan, resp. classe monotone). C’est la plus petite tribu (resp.
clan, resp. classe monotone) contenant £ (pour Uinclusion), appelée tribu (resp. clan, resp. classe
monotone) engendrée par E.

Notation. Si £ C P(2) on désigne par T (&) (resp. C(€), resp. M(E)) la tribu (resp. clan, resp.
classe monotonne) engendrée par .
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Démonstration. On fait la preuve pour les tribus; preuve identique pour les clans et les classes
monotones.

Soit {7; : i € I} des tribus sur Q.

Comme Q € 7; pour tout ¢ € I, on déduit que Q € N;erT;. Si A € N T; alors A € T; pour

tout ¢ € I donc A€ € T; (car 7T; est une tribu donc est stable par complémentaire) pour tout i € I
donc A€ € NierT;. Si A, € NierT; pour tout n > 0 alors pour tout ¢ € I et tout n > 0, A, € T;.

Comme 7; est une tribu U,>0A, € 7; et ce pour tout 4. Donc U,>0A,, € Nicr7;. On en déduit la
derniére stabilité requise, donc N;c;7; est bien une tribu.

On vient de voir que comme intersection de tribus, 7(€) est une tribu qui contient clairement
£. Réciproquement, une tribu 7 contenant & est dans l'indice de lintersection, donc 7(€) C T,
donc c’est bien la plus petite tribu contenant £ (c’est-a-dire elle est contenue dans toute tribu
contenant &). O

Exercice 5.16. Soient (€2, 7) un espace mesurable et 7 = T (€). Alors 7 = T (£°) ou &° e {A°:
Aegl

Exercice 5.17. Montrer que T ({A}) = {0, A, A°,Q}.

Exercice 5.18. Si  est dénombrable, montrer que 7 ({w} € P(Q2)) = P(Q).

Exercice 5.19. Soit £ = (4;);cs une partition dénombrable de Q (c’est a dire les A; sont deux a
deux disjoints et leur union est ). Montrer que 7 (£) = {U;jesA; : J C I}

Définition 5.20. Soient (;,7;),i = 1,2, deux espaces mesurables. On appelle ensemble élémen-
taire de = Q7 x Qs une réunion fini de pavés A1 x Ay avec A; € T;,i = 1,2. La tribu produit
T1 ® T3 sur Q est la tribu engendrée par les ensembles élémentaires (c.a.d. par les pavés).

Notation. Dons la formulation du théoréme suivant on utilisera la notation £ x £ := {A x B :
Aeé&,Be 52} ou & C P(Ql) et & C ’P(Qg)

Théoréme 5.21. Soient ), € &1 C P(Ql) et Qo € E C P(Qg) Alors T(51 X((:Q) = T(81)®T(82)

Démonstration. On a & x & C T (1) ® T(E2). Dot T (&1 x &) C T (&) @ T(&2).

Pour montrer que 7(&£1) @ T(E) C T(& x &) il suffit de montrer que si My € T (&) et
M, € T(€2) alors My x My € T(gl X 52)

Fixons F5 € &. On considére

L1={A:AeP(Q),Ax Ey € T(& x &)}
Alors Q1 € £1.Si A€ Ly alors A x By € T(E x &) et
A X By = (AX E3)N(Q x Ey) € T(E1 X &),
i.e. A€ Lq. En plus, si Ay, Ag,--- € L1 alors
(U;A;) x Bg = Ui (A; x Eq) € T(E X &).

Donc, U;A; € L. Par conséquant, £ est une tribu qui contient & et £1 D T (&;). Ainsi, nous
avons démontré que pour tous My € T(&;) et Eo € &y on a My x Ey € T(& x &9).
Maintenant on fixe My € T (&) et on considére

Lo = {B :Be P(Qg),Ml x B e T((€1 X 52)}

De la méme maniére comme ci-dessus on montre que Lo est une tribu. En effet, par le précédent
&y C EQ, en particulier, Oy € Lo.S1 B e Ly alors My x B e T(gl X 52) et

M, x B¢ = (Ml X B)c M (M1 X Qz) € T(gl X 52),
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i.e. B¢ € L5.5i By,Bsy,--- € Ly alors
M1 X (Ule) = U’L<M1 X Bz) S T(gl X 82)

Donc, U;B; € Lo et, par conséquant, Lo est une tribu qui contient &. D’ou, T(&2) C La. Nous
avons démontré que pour tous M; € T(&1) et My € T(E;) on a que My x My € T(E x &). O

Rappelons la définition suivante :

Définition 5.22. Un espace topologique est un couple (E, O) (si E n’est pas implicite on utilisera
aussi la notation O au lieu de Q) ot O C P(FE) et, en plus,

1. et £ €O,

2. Pour chaque famille (dénonbrable ou non-dénombrable) (U;);cr,U; € O, on a |JU; € O,
icl

3. Pour chaque famille finie Uy,--- ,U, € Oona [\ U; € O. (Les éléments de O sont les

1<i<n
ouverts et les éléments de {U°¢: U € O} sont les fermés de I’espace topologique (E, O).)

Remarque 5.23. Si O est implicite on écrit souvent E au lieu de (E, Q).

Exemple 13. 1. Si O = P(E) alors (E, Q) est un espace topologique avec topologie discréte.

2. Si E =R" ou C™ alors O consiste des ouverts dans le sens habituel.

Définition 5.24. Si (E, O) est une espace topologique (par exemple, si E = R™ ), on appelle tribu
borélienne, noté B(E), la tribu engendrée par les ouverts de F, c.a.d. B(E) = T(O). Un borélien
est un ensemble appartenant a B(E).

Définition 5.25. 1. Soit (F,O) un espace topologique et 4 C O une famille des ouverts.
Alors U est une base de 'espace topologique (E, Q) si chaque ouvert est union d’éléments
de U. (Donc, l’espace topologique (E, Q) est entiérement défini par sa base.)

2. Soient (E71, Oq) et (Eq, O2) deux espaces topologiques avec de bases U et U, respectivement.
Alors on a une structure d’espace topologique sur Ey x Fs telle que U def {41 x Ay : Ay €
Uy, As € Us} est sa base, i.e. chaque ouvert de 'ensemble des ouverts O de cet espace
topologique est une union (quelconque) des éléments de . L’espace topologique (E; X Eq, O)
est le produit des espaces topologiques (E1,01) et (Eq, O3).

Exemple 14. L’espace topologique R? est le produit de deux copies de ’espace topologique R.
Par recurrence, R, n > 3, est le produit des espaces topologiques R"~! et R.

Proposition 5.26. Si U est une base dénombrable de I’espace topologique E alors B(E) =T (U).

Démonstration. Il est evident que B(E) D T(U). D’autre part, chaque ouvert de E est union
dénombrable des ouverts de . Donc, B(E) C T (U). O

Corollaire 5.27. Soient E; et Es des espaces topologiques qui admettent des bases dénombrables.
AlOI‘S, B(El X EQ) = B(El) & B(El)

Démonstration. Sient U;, ¢ = 1,2, des bases dénombrables de E;,i = 1,2, respectivement. Alors
U ={AxB: A€ lU,B € U} est une base dénombrable de E; x Es. On peut supposer
sans restriction que E; € U;,i = 1,2. Par Proposition B(Ey) = T (), B(E2) = T(Us) et
B(El X EQ) = T(Z/{) Par ThéorémeB(E1 X EQ) = B(El) X B(El)) O

Corollaire 5.28. La tribu B(R") est engendrée par les pavés connexes fermés {[a1, b1] X [az, ba] X
- X [an,bn] a; < b} et BR") =BR)® - @ B(R).

n
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Démonstration. Notons que R™ est le produit de n copies de I’espace topologique R et les intervalles
ouverts (a,b) ot a et b € Q constituent une base de R. Par recurrence (en utilisant Corollaire ,
BR") = B(R) ® - - - ® B(R). Chaque pavé connexe fermé se représente comme intersection d’une

n
suite de pavés connexes ouverts. Donc chaque pavé connexe fermé appartient a B(R™). D’autre

part, chaque pavé connexe ouvert est union d’une suite de pavés connexes fermés. Mais les pavés
connexes ouverts engendrent B(R™). D’ou le résultat. O

Exercice 5.29.
B(R) = T({] —00,al,a € R}) = T({[a, +oo[,a € R})

5.3 Applications mesurables
Rappel 5.30. Si f est une application de 2 dans FE et si B € P(FE) alors
fY(B)={weQ: flweBleF

est I'image réciproque de B.

Notation. Si B est une famille de parties de F, on notera
f7HB)={f""(B): B eB}.

Les formules (|1.3) impligent :

Proposition 5.31. Soit Q un ensemble et (E,B) un espace mesurable. Pour toute application
f:Q— E, Uensemble f~*(B) est une tribu sur ).

Définition 5.32. 1. Soient (2, 7), (E, B) des espaces mesurables. Une application f: Q — F
est dite mesurable (pour T et B) si f~1(B) C T, c.a.d. f~1(B) € T pour tout B € B.

2. Une application mesurable de (€2, 7) dans un espace topologique F muni de sa tribu boré-
lienne B est dite borélienne. Si (E,B) = (R, B(R)) on parle d’une fonction borélienne.

3. Si f est une application d’un ensemble ) dans un espace mesurable (E, B), on appelle tribu

engendrée par f, notée T (f), la plus petite tribu (sur Q) qui rend f mesurable ; autrement

dit, 7(f) = f~1(B) (voir la Proposition [5.31).

Remarque 5.33. Etant donnée une application f : (Q,7) — (E, B), dire que f est mesurable de
(Q,7T) dans (E, B) revient a dire que 7(f) C T.

Exercice 5.34. Soit (2, 7) un espace mesurable. Vérifier que A C Q) est mesurable si et seulement
si sa fonction indicatrice 14 est borélienne.

Définition 5.35. Soit (£2,7) un espace mesurable et soit f : Q — R. Alors f est dite fonction
borélienne (& valeurs dans R) si f~1(c0), f~1(—c0) et f~1(B), B € B(R), sont tous ensembles
mesurables (i.e. appartiennent & 7).

5.3.1 Propriétés des applications mesurables

Théoréme 5.36. Soient Q) un ensemble, (E,B) un espace mesurable et £ une famille dans B telle
que B=T(E). Soit f : Q — E. Alors T(f) = T(f~1(€)). En particulier, si (Q,T) est un espace
mesurable alors pour qu’une application f de (0, T) dans (E,B) soit mesurable il faut et il suffit
que f=1(&) soit inclus dans T.
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Démonstration. Rappelons que T(f) = f~1(B). Puisque & C Bon a T(f~*(&)) C T(f). Pour
montrer l'inclusion réciproque on considére

A={BCE:fYB)cT( &)}

En utilisant les formules de commutations (|1.3) de I'image réciproque avec les réunions et com-
pléments on voit que A est une tribu. Mais £ C A. Donc, T(€) = B C A. Par la definition de A,
FHA) CT(fHE)). Drow, T(f) = f~H(B) € f~H(A) C T(fF1(E)).

O

Corollaire 5.37. Soient X et Y des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes. Alors
chaque application continue F': X — Y est borélienne. En particulier, chaque application continue
f: R™ — R™ est borélienne.

Proposition 5.38. Si (E,E),(F,F) et (G,G) sont des espaces mesurables et f : E — F et
g: F — G sont des applications mesurables alors la composée go f : E — G est mesurable.

Démonstration. Pour A C G, on remarque que (go f)"1(A) = f~1(g1(A)). Donc, si A € G, alors
g HA) e Fet (gof) HA) = f~Hg 1 (A)) € £. Ceci conclut la preuve de la mesurabilité de la
composeée. L]

Corollaire 5.39. Soient (2, 7) un espace mesurable et f; : 2 — R, i =1,---  n. Alors ’application
(f1, fn) : Q= R™ a— (fi(a), ..., fn(a)), est borélienne si et seulement si f; est borélienne pour
tout <.

Démonstration. Si (f1,..., fn) : @ = R™ borélienne, f; = p; o (f1,..., fn) avec p;(x1,...,2,) = x; la
i-éme projection qui est continue. Donc la composée est mesurable.

Réciproquement, par Théoréme et la définition de la tribu B(R™) il suffit de vérifier que
(f1s ey fn) "M(ITiZ, [@i, bs]) est borélienne.

Mais on a :
n n

(frooo F) " (] Jlas b)) = () 17" (s Ba]).
i=1 1=1
Donc par intersection finie d’images inverses d’intervalles par des fonctions boréliennes, cet

ensemble est bien mesurable.
O

Corollaire 5.40. L’espace des fonctions boréliennes de (€2,7) dans (R,B(R)) est stable pour
les operations de multiplication par une constante (af)(w) = af(w), d’addition (f + g)(w) =
f(w) 4+ g(w), de multiplication (fg)(w) = f(w)g(w), du maximum (f V g)(w) = f(w) V g(w) et du
minimum (f A g)(w) = f(w) A g(w).

Démonstration. La fonction w — «af(w) est la composition de la fonction mesurable f et de la
fonction continue x — ax. De méme, f + g (resp.fg, resp.f V g, resp.f A g) est la composée de la
fonction mesurable w — (f(w), g(w)) (en vertu de la Proposition et de la fonction continue

(z,y) — x +y (resp.(z,y) — zy, resp.(x,y) — x V y, resp.(x,y) — x A y).
O

Exercice 5.41. Soit (2, 7) un espace mesurable. f : Q — R est borélienne si et seulement si on
a 'une des conditions équivalentes :

1. Pour tout a < b, f~1([a,b]) € T.

2. Pour tout a € R, f~1({y <a})eT.

3. Pour tout a € R, f'({y >a}) e T.

34



5.3.2 Suites de fonctions mesurables

Théoréme 5.42. Soit (f,,) une suite d’applications mesurables d’un espace mesurable (0, T) dans
R™ muni de sa tribu borélienne. Si (f,) converge ponctuellement vers une application f: Q — R"
(i.e. pour tout w € Q, lim f,(w) = f(w)), alors f est mesurable.

n—oo

Démonstration. Notons que chaque ouvert dans R™ est union de boules ouvertes. Donc, la tribu
borélienne sur R™ est engendrée par les boules ouvertes dans R™. Il suffit de montrer que si B est
une boule ouverte alors f~1(B) € T. Soit B la boule ouverte centrée dans a € R"™ et de rayon
r. Pour chaque s € N, r > %, notons par By la boule ouverte centrée dans a et de rayon r — %

Puisque T est fermée pour les réunions et les intersections dénombrables, il suffit de montrer que

By =U N £

s,mn>m

Size (N f,Y(Bs) alors f,,(z) € Bs pour tous n > m qui entraine que f(z) = lim f,,(z) € Bs C B.

n>m
Dou f~YB) D> U N f.'(Bs). Dautre part, z € f~1(B) & f(x) € B = 3s > 1 tel que f(x) €
s,mn>m
Bs = Im t.q. fu(z) € BspourVn>m < x € () f,1(Bs). Donc, f7Y(B)c U N fi,'(Bs). O

n>m s,mn>m

Exercice 5.43. Dans le théoréme ci-dessus R™ est consideré comme un espace normé, donc,

métrique. Le théoréme reste vrai (avec presque la méme preuve) si on remplace R™ par un espace

métrique quelconque. Démontrer cette généralisation du théoréme.

Rappel 5.44. Si (a,,) est une suite dans R alors lim a,, = co (resp. lim a,, = —o0) si pour chaque
n n

m € N il existe no(m) tel que a,, > m (resp. a, < —m) si n > no(m).

Corollaire 5.45. Soit f, : @ — R une suite de fonctions boréliennes et soit f : O — R une
fonction. Supposons que limf, (w) = f(w) pour tout w € Q. Alors f est aussi borélienne.
n

Démonstration. Pour tous m,l € N* on pose A, ; Lf N fit({y > m}). Donc, A,y = N{x €

n>l n>l

fn(z) > m pour tous n > I}. Alors ((UAm,) = {z € Q: f(z) =limf,(r) = oo} = f~!(00). Donc,
m n

f~1(00) est mesurable. De maniére analogique on montre que f~!(—occ) est aussi mesurable. Par
Théoréme utilisé pour les restrictions de f,, et f sur Q\ (f~1(oc0) U f71(=00)), fY(B) e T
pour tout B € B(R). Donc, f est messurable. (Voir la Définition |5.35]).

O

Exercice 5.46. Avec les notations et les hypothéses du Corollaire|5.45, montrer que f~1(—oc0) € T.

Proposition 5.47. Soit (0, T) un espace mesurable et f, : Q@ — R une suite de fonctions boré-
liennes. Alors

1. les fonctions sup f, et inf f, sont boréliennes ;
n n
2. les fonctions limsup f, et liminf f,, sont boréliennes;
n n

3. la partie A = {xz € Q : la suite (fn(x)) converge} est mesurable ;
4. sih:Q — R est une fonction borélienne alors {x € Q : la suite (f,(x)) converge etlim f,(z) =

h(xz)} est mesurable.
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Démonstration. 1. La fonction g, = f1 V -+ V f,, est borélienne en vertu du Corollaire [5.40] On a
In+1 > gn €t sup fn= hm gn- Dot sup fn est mesurable par Corollaire La fonction 1nf fn

est borélienne parce que 1nf fn= —sup ( fn)-

2. Considérons lim inf.
La fonction h, = mf fm est borélienne en vertu de 1. Mais hm inf f, = hm hy, = sup h.

En utilisant 1, on obtlent que hm inf f,, est borélienne. La fonction 11m sup frn est borehenne car

limsup f, = —liminf (—f,).

n

3. A est mesurable en vertu de 2 parce que A = {w € Q: liminf f,(w) =limsup f,(w)}.

4. Notons f = liminf f, et g = limsup f,. Alors {w € Q: (f — g)(w) = (f — h)(w) = 0} est
mesurable parce que f,g et h sont des fonctions mesurables.
O

5.3.3 Fonctions étagées

Définition 5.48. Soit (2, 7) un espace mesurable. On appelle fonction (mesurable) étagée une
fonction de la forme f(w) =>4 ai 14,(w) ott 4; € T sont d.d.d., a; € Ret k € N*.

Théoréme 5.49. Toute fonction borélienne de (2, T) dans R est limit simple de fonctions étagées.
Si [ est positive, la limite peut étre choisie croissante.

Démonstration. Prenons d’abord f positive. Pour tous n, k € N, on définit

k
21’L

={w: < flw) <

Alors, pour n fixé les parties A, € T, k € N, sont d.d.d. La suite de fonctions

f@= Y W)

est croissante et converge vers f(w).
Si f est quelconque on peut écrire f = fT — f~ ou f+ f VOet f~ (=f) VO et, puis,
approximer les fonctions positives f* et f~ comme ci-dessus. Si limf,} = fT et limf, = f~ alors
n n

f=tm(ff - ). 0

def

Corollaire 5.50. Soit f : Q — R une fonction borélienne. Alors f est limit simple de fonctions
étagées. Si f est positive, la limite peut étre choisie croissante.

Démonstration. En utilisant la formule f = ft — f—, le cas général se réduit au cas f > 0.
Supposons que f > 0 et soit A= f~!(c0). Alors A € T. Soit f' = fio\a. Alors f” est borélienne a

valeurs dans R*t. Soit (f,,) une suite de fonctions étagées positives sur Q\ A (Théoréme |5.49) telle
que lim f, (w) = f'(w) pour tous w € 2\ A. Soit

n siwe A

fr(w) = {ffm(w) siweQ\ A

Alors f, est étagée et lim f, = f.
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5.3.4 Le théoréme de classes monotones et le théoréme de prolongement

Rappel 5.51. Une tribu est une classe monotone.
Proposition 5.52. Une classe monotone M stable par intersection finie est une tribu.

Démonstration. Soit Ay, Ay € M. Montrons que A, U Ay € M. Supposons que A; N Ay = (). Alors
Af D Ay = Af\ As = (A4 UA) e M = A1 UA; € M . Soit Ay, Ay € Q quelconques. Par
Ihypothése Ay N A € M et, donc, A \ (A1 N Az) € M. Mais A; \ (41 N A3) et Az sont disjoints
et leur réunion est A; U As. Par le précédent, A; U As € M. En générale, si A; est une suite dans

M on obtient par recurrence que B, = |J A; € M. Mais B,, C B,41 et B, = [JA4;. D’ou,
1<i<n n i

JA; € M, i.e., M est une tribu.
' 0

Théoréme 5.53. (des clases monotones) Soit £ une famille de parties de Q stable par inter-

section finie. Alors M(E) = T(€).

Démonstration. On a M(E) C T(€). Pour démontrer I'inclusion inverse, nous montrons que M(E)
est stable par intersection finie (Proposition [5.52)). Soit

Mi={AcME):YBe& ANBe M)

Si Ay, Ay € My, Ay C Ag et B € € alors (A2 \ A1) N B = (A2 N B) \ (A1 N B) € M(E). Donc,
As\ A1 € M. Encore, si (A,) € My, A, C Apq et B € € alors (U, An) "B =,,(4,.NB) €
M(E). Donc, |J,, A € M;. Nous avons démontré que M, est une classe monotone qui contient £
et est contenue dans M(E). D’ou, M; = M(E).
Soit
Moy={BeM(E):VCeM(E),BNCeM(€)}

On montre comme ci-dessus que My est une classe monotone. Par le précédent, My contient
€ et, par définition, My C M(E). Donc, My = M(E). Par conséquence, M(E) est stable par
intersection finie. Proposition implique que M (&) est une tribu.

O

Corollaire 5.54. Soient 4 et v des mesures sur un espace mesurable (2, 7). Soit C un clan tel
que 7 = T(C). Si u et v coincident sur C et sont finies (c.a.d. u(Q2) = v(2) < oo) alors elles sont
égales.

Démonstration. Soit M = {A € T : p(A) = v(A)}. Il est facile & voir que M est une classe
monotone contenante C. Donc, M(C) C M C T. Mais C est un clan et, donc, stable par intersection

finie. Par Théoréme [5.53, M(C) =T (C) =7T.Doa, M =T. O
Exercice 5.55. Est-ce que la preuve du Corollaire marche pour les mesures infinies ?
La démonstration du théoréme suivant est admise.

Théoréme 5.56. (de prolongement) Soit 11 une fonction additive d’ensembles (c.a.d. p(AUB) =

w(A) + u(B)), positive, définie sur un clan C de parties de Q. Si pour toute suite croissante (A,)

d’éléments de C de réunion A € C, lim p(A,) = p(A), alors p se prolonge & une mesure sur
n—oo

(Q,7(C)). Si p est o-finie sur C (c.a.d. s’il existe une suite (By,) d’éléments de C telle que By,
et u(Bp) < oo pour tous n) alors le prolongement est unique.

Exercice 5.57. En utilisant Corollaire démontrer 'unicité de prolongement de p dans la
formulation du Théoréme [5.56]
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Théoreme [5.56] implique :

Théoréme 5.58. Soit n > 1 un entier. Il existe une unique mesure sur B(R™), notée A\, (et
appeléé mesure de Lebesque), telle que :

n

)\n([al,bl] X [a27b2] X oo X [an,bn]) = H(b’ — Cbi).

i=1

Démonstration. Soit C le clan engendré par les pavés connexes fermés. Par Corollaire la tribu
borélienne est engendrée par ce clan. La fonction A, sur C est additive en vertu de Pexecice [5.3]
Par Théoréme An, se prolonge & une mesure sur R”.

O

Remarque 5.59. Pour n = 1 on retrouve la notion de longueur du segment [a,b], pour n = 2
celle d’aire du [a, b] X [e, d], etc.

Exercice 5.60. Montrer que )\, est invariante par rapport aux translations.

Exercice 5.61. (Ezemple d’un sous-ensemble de R non-borélien) Si x,y € [0,1] on écrit x ~ y si
x—yeQ.
1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

Donc, on peut presenter [0, 1] comme union des classes d’équivalence d.d.d. : [0,1] = .I_IICl-.
1€

Puis, pour chaque i € I on choisit un élément et un seul x; € C; et on pose A = {z; : i € I'}.
Posons A, =q¢+ A, Vg € QN [—1,1].

2. Montrer que A;N A, =0siq#r.

3. Montrer que [0,1] C U A, C[-1,2].
q€QN[=1,1]

4. Soit A la mesure de Lebesque sur R. En supposant A borélien montrer que A(A4,) = A\(A4).
5. En déduire que 1 < 0o - A(A) < 3.

6. Conclure que A ne pourrait pas étre borélien.

5.3.5 Ensembles négligeables et propriétés vraies u-presque partout

On se fixe un espace mesuré (Q, 7T, u).
Définition 5.62. 1. On dit que A € P(Q) est p-négligeable s’il existe B € T tel que A C B
et u(B) =0.
2. Une fonction mesurable f vérifie une propriété P u-presque partout (u-p.p.) si I’ensemble

{zx € Q: f(z) ne vérifie pas P} est u-négligeable.

Exemple 15. 1. On considére l’espace mesuré (2,7 ,u) avec Q = {0,1,2}, T = P(Q),
w({0}) = p({1}) = 1 et u({2}) = 0. Soit f : & — R telle que f(0) = f(1) = 7 et
f(2) = 0. Alors f est constante et égale & 7 pu-p.p.

2. On considére l'espace mesuré (R, B(R), \) ot A est la mesure de Lebesque. Soit f: R — R
telle que f(x) =1siz e Qet f(z) =0siz € R\ Q. Alors f =0 A-p.p.

3. Soit f une fonction borélienne sur (R, B(R),A) telle que f(0) =0, f(z) =1six > 0 et
f(z) = =1si 2z <0. Alors f est continue A-p.p.
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5.3.6 Mesure image

Définition 5.63. Soit f une application mesurable d’un espace mesuré (2,7, 1) dans un espace
mesurable (E,€). On appelle mesure image de ;1 par f la mesure sur (F,&), notée py, définie
par

py(B) = p(f~1(B)),B € €.

Exercice 5.64. Montrer que py est une mesure sur l’espace mesurable (E, ). En plus, si p est
une probabilité, u¢ est aussi une probabilité.

Exemple 16. Considérons le jeu de dé avec Q = {1,2,3,4,5,6} et p probabilité définie par

w(A) = card(A)/6. Soit f : @ — {0,1} définie par f(w) = 1 si w est pair, et 0 si w est impaire.

On voit que
pr({0}) = pp({1}) =1/2,

i.e. on a une chance sur deux d’obtenir un chiffre pair en jouant au dé. L’exemple montre que le
formalisme utilisé dans la définition de p; coincide avec l'intuition que I’on peut avoir du hazard.
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Chapitre 6

Integration

6.1 Intégrale de fonctions mesurables positives

Dans ce chapitre on considére des fonctions boréliennes d’un espace mesuré (€2, 7, 1) a valeurs
dans R.

Définition 6.1. Soient B € T et f une fonction étagées, positive et borélienne, c.a.d. f(w) =
> aily, (w) ot a; > 0 et A; sont des ensembles mesurables d.d.d. L’intégrale de f sur B par

1<i<n
rapport 4 p est défini par

/fdu= Z aip(A; N B) = Z ai/lA,id.U-

B 1<i<n 1<i<n
Si B = Q) on parle tout simplement, d’intégrale de f par rapport a p.

Exercice 6.2. La valeur de ffdu ne dépend pas de la décomposition de f en somme d’indicatrices
B

(i-e., en somme de a;14,).

Définition 6.3. Soit f : Q@ — R une fonction borélienne. La définition de son intégrale par
rapport & u sur I’ensemble mesurable B est donnée par

/fdu = /f(w)du(w) = sup{/gd,u : g étagée positive, g < f}.
B B B

Si B =Q on écrit [ fdu au lieu de [ fdp. La fonction f est intégrable sur B si [ fdu < oo.
Q B

Proposition 6.4. Soient f et g des fonctions boréliennes positives et A, B € T

1. f<g=0< [fdu< [gdp;

B B
2. ACB= [fdu= [fdu+ [ fdp. En particulier, [fdu < [fdu;
B A B\A A B
8. ¢>0= [efdu=c[fdu;
B B

. f=0= [fdu=0;

: éfdu = [1pfdp.

S

41



Démonstration. Idée de la preuve (facile) est la suivante : d’abord on montre la proposition pour les
fonctions étagées positives et puis on passe au supremum pour les fonctions mesurables positives.
O

Exercice 6.5. Démontrer la proposition ci-dessus en utilisant ’indication.

Proposition 6.6. (inégalité de Markov) Soit f : Q — RY mesurable. Alors pour tout a > 0 on

a
plle €9 1) 2 ap) < 7 [ fan
Q
Démonstration. Soit A ={x € Q: f(z) > a}. Alors [fdp > [fdu > ap(A). O
Q A

Corollaire 6.7. Soit f: Q — R mesurable. Alors J fdp =0 si et seulement si f =0 p-p.p.
Q

Démonstration. Supposons que [ fdu = 0. Soit Q,, = {z € Q@ : f(z) > 1/n} ou n € N*. Alors
9)

Qn, C Q41 et par Uinégalité de Markov p(€2,) = 0. Donc, u(|JQ2,) = 0. Mais U2, = {z € Q :

f(z) # 0}. Done, f =0 p-p.p.

m
Soit f = 0 p-p.p. et h une fonction étagée positive et telle que h < g. Si h = > a;l,4; avec au
j=1
moins un a; > 0 alors A; C {z € Q: f(z) > a;}. Donc, p(A;) = 0 et, par conséquant, [hdu = 0.
Q

Par la Définition , [fdu=0. O
o)

Proposition 6.8. Soient f,g : Q0 — RT mesurables et telles que f = g p— p.p. Alors [fdu =
Q

[gdu. En particulier, f est intégrable si et seulement si g lest.
Q

Démonstration. Soit A = {x € Q : f(x) = g(z)}. Alors A est mesurable et u(A°) = 0. Donc,
[ fdu= [gdu=0.Dot, [fdu= [fdu= [gdu= [gdp. O
Ae Ae Q A A Q

Proposition 6.9. Si f:Q — R est intégrable alors p{x e Q: f(x) =o00}) =0.

Démonstration. Soit A= {x € Q: f(z) = +oo0}. Pour tout a >0 ona a-14 < f. Donc,

/a~1Adu:au(A)§/fdu<oo.
Q Q

Si on avait p(A) > 0 on obtiendrait une contradiction en faisant tendre o vers +oo. O

Le resultat suivant est laissé en exercice. Il représente un corollaire facile des propriétés basiques
de la mesure et de l'intégrale.

Proposition 6.10. Soient (Q, T, 1) un espace mesuré et f : Q — [0, +00] une fonction mesurable.
On définit une application v : T — [0, +o0] par

V(A) = /A fdu.

Alors v est une mesure sur l’espace mesurable (2, T) appeleé mesure & densité par rapport a p ou
mesure de densité f. Pour une mesure d densité v par rapport a p si u(A) =0 alors v(A) = 0.
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Remarque 6.11. Un resultat beaucoup plus profond (le théoréme de Radon-Nikodym) dit que si
w et v sont des mesures o-finies sur (£, 7) telles que pu(A) = 0 implique v(A) = 0 (on dit que v
est absolument continue par rapport & p) alors v est mesure a densité par rapport a u. Ce resultat
sort du programme de I'UE.

Exemple 17. On définit une mesure de probabilité sur B(R) en posant

1 a2
u(A) = \/ﬂ/Ae d\(x).

C’est la mesure gaussienne importante dans la théorie de probabilité. Le fait qu’il s’agit d’une
mesure de proba se vérifie par changement de variables expliqué plus loin.

6.2 Intégrale de fonctions mesurables et les théorémes de
convergence

Théoréme 6.12. (théoréme de convergence monotone de Beppo Levi) Soit f, : Q@ —

—+ . ) ,
R une suite croissante de fonctions mesurables convergeante ponctuellement vers f. Alors f est
mesurable et

lim fndu:/fdu.
n—o0

Démonstration. Par Corollaire la fonction f est mesurable. En vertu de la Proposition 1)

la suite [ f,du est positive, croissante et, donc, converge vers un o € R". Puisque f, < f,
a < [ fdu. Soit g une fonction positive, étagée, et telle que f > g. Fixons un 0 < ¢ < 1. Soit
Apn={2€Q: fo(z) >c-g(x)}. Alors A, /7 Q et

/fndu > /fndu > c/gdu. (6.1)
An

n

Soit g = Y Ailp,. Alors [ gdp = > N\iu(BiNA,). Ona B;,NA, / B;. Donc, u(B;NA,) — u(B;)
i=1 Ay i=1 n
et [gdu — [gdu. Par 1} lim [ frdp > cfgdp. D’ou, lim [ fdp > [gdp et o = lim | f,dp >
An n n n n
[ fdu. O

Exercice 6.13. Montrer que la fonction f dans la formulation du Théoréme [6.12] est intégable si
et seulement si la suite [ f,du est majorée et si c’est le cas alors [ fdu =sup [ fndu.
Exemple 18. (d’application) Soit f, : [0,1] = R,x = n -2 1j 1)(z) + 1j1 3(z). C'est une

suite croissante de fonctions mesurables sur [0,1]. Donc, fol fnd)\ — fol fdX puisque f = lim(f,)
est égale & 1 sur 10, 1].

Les exemples suivants montrent que, en général, on ne peut pas passer a la limite en ’absence
de monotonie.

Exemples 1. 1. Soit fr, = 1p, p41)- Alors limf, (z) = f(z) = 0 pour tout z € R et [ f,d\ =
n
R

140.
2. Soit f, = nlp 1. Alors limf,, () = (c00)1(ey. On a JfndX=1%# [(lim f,,)d\ = 0. La suite
" " R R

(fn) m'est ni croissante ne décroissante parce que
fnJrl(l/n) =0< fnfl(l/n) =n—1< fn(l/n) =n.
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Corollaire 6.14. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives et soit f = >_ f,. Alors

neN
/fdu: Z/fndu-
neN
Démonstration. On applique Théoréme [6.12| pour la suite g, = . f, qui est croissante et
0<m<n
converge vers f. O

Corollaire 6.15. Soit f et g: Q — R et a et 8> 0. Alors

/(af+ﬁg)du = Oé/fdquﬁ/gdu.

Démonstration. La preuve est facile & démontrer si f et g sont des fonctions étagées (laissée en
exercice). Dans le cas général, d’aprés le Corollaire f = limf, et g = limg, ou (f,) et (gn)
n n

sont des suites croissantes de fonctions étagées et positives. Alors la suite (af,, + 8g,) converge en
croissant vers af + g et le resultat se déduit du théoréme de convergence monotone (Théoréme
6.12)) et de sa validité pour les fonctions étagées. O

Corollaire 6.16. Soit f,, : Q2 — [0, +00] une suite décroissante de fonctions mesurables et soit
f = lm(f,)ponctuellement. Alors si fy est intégrable f est aussi intégrable et

/ fdy = lim / Fodp.

Démonstration. On a fo = (fo — fn) + fn = (fo — f) + f. Par Corolaire

[ o= [ (o= g+ [ gudn= [t~ pyin+ [ i
Par Théoréme [(fo— fdu = lim J(fo = fn)dp. Done, [ fdu = lim [ fudp. O

Exemple 19. Soit f, = 1}, o[- C’est une suite décroissante de fonctions mesurables positives
qui converge vers la fonction f = 0. On a que [ fdu = 0 malgré que [ f,dp =lim [ f,dp = +oc.

Donc, le corollaire ci-dessus n’est plus valable si on omet I’hypothése que fj est intégrable.

Proposition 6.17. Soit f: Q — R" mesurable et v la mesure de densité f. Pour toute fonction
g:Q— R" mesurable on a

[otaiavta) = [ o) @dnto).

Q Q

Démonstration. L’égalité est vraie par définition de v si g est une fonction indicatrice d’un ensemble
mesurable. On en déduit qu’elle est vraie également si g : Q@ — [0, +o00| est étagée mesurable car

m
sig= ) ajla, alors
=1

m

/g(w)dv(x) = ifle(Aj) = Zaj/lAjfd,u = /g - fdu.
Q =1 Q Q

Jj=1
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De fagon général, il existe une suite croissante de fonctions étagées mesurables g, : Q — [0, 00|
tendant vers g (Corollaire [5.50). Mais la suite de fonctions positives (g, f) est croissante, tend vers

gf et, d’aprés ce qui précede, on a
Jondv = [an- s

Q Q
En appliquant le théoréme de convergence monotone aux deux membres, on obtient le resultat. [

Théoréme 6.18. (lemme de Fatou) Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives. Alors

/lim inf f,dp < lim inf/fndu.
n—oo n—oo

Démonstration. Soit g, = ir;f fm- Alors chaque g,, est mesurable (voir Proposition [5.47)), la suite
m>n

(gn) est croissante et lim g, = liminf f,,du est mesurable aussi (Proposition . Par Théoréme
n—oo n—oo

6.12) lim [ g,dp = [liminff,du. Mais, g, < f, pour tous m > n. Donc [ g,dp < inf [ frdu.
n—oo n— o0 m>n

D’ou

/liminffnd,ug lim inf /fmd,u:hminf/fnd,u.
n—oo n—oQ

n—oom>n

O
Rappel 6.19. Ona f=ft—f- et |fl[=ft+f oufT=fVO0et f-=(—f)VO=—(fA0).

Définition 6.20. Soit f une fonction mesurable et B € T. On dit que f est u-intégrable sur B
au sens de Lebesgue (ou briévement intégrable sur B si p est implicite) si [|f|du < oo. Si f est
B

p-intégrable sur B alors [ fdu = Jfrdu— [f~du est son intégrale par rapport & p sur B.
B B B
Si B =, on dit que f est u-intégrable et note souvent [ fdu au lieu de [ fdu. L’ensemble de
Q

toutes fonctions intégrables est noté par L1(Q, T, ).

Exercice 6.21. Soit (2,7, ) ou u est o-finie. On suppose que 7 = T (C) ou C est un clan. Soit
[+ © = R une fonction intégrable telle que [ fdu = 0 pour tout B € C. On se propose de démontrer
B

que f =0 p-p.p.

1. On pose pt(A) = [fTdpet p=(A) = [f~dp pour tout A € 7. Montrer que et = sont
A A
des mesures sur (Q, 7).

2. Montrer que pu+ = p~. (Indication : On pourra utiliser Théoréme m)
3. Montrer que [fTdu= [f~dp=0.

4. En déduire que f* = f~ =0 p-p.p. (Indication : Voir I’exercice [6.7])

5. Conclure.

Proposition 6.22. Soit [ et g intégrables et B € T .
1. Sia,B € R alors af + Bg est intégrable sur B et

[ar+ g9y - aéfdu+ﬁégdu-

B

En particulier, L'(Q, T, 1) est un espace vectoriel sur R.
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2. 8i f <g alors

[fin< [on

B B
Démonstration. 1. On a [|f|du < [|f|du. Donc, si f est intégrable elle est aussi intégrable sur B
B Q

et il suffit de démontrer la proposition pour B = Q. Si f,g > 0 et «, 5 > 0 le résultat est démontré
par le Corolaire [6.15]

Maintenant, soient f,g € L'(Q,T,u) et o, € R. Comme |af + Bg| < |af - |f] + 8] - |g] le
précédent implique que L(£2, T, 1) est un espace vectoriel. De plus, (f +¢)* — (f+9)" = f+g=
fT—f~+gt—g,dou (f+g)"+f+g9g  =(f+9)” + fT +gT. Par Padditivité de I'intégrale
des fonctions positives (Corolaire on obtient

/(f+g)+du+/f‘u+/g‘u=/(f+g)‘u+/f+u+/g+u.
/(f+9)+du—/(f+g)‘u=/f*u—/f‘wr/g*u—/g‘u

cad. [(f+g)du=[fu+ [gp.
Il reste de montrer que [(Af)du = X[ fdu si f € LY(Q,T,u) et A € R. Si A > 0 alors
)T =Af, (M)~ = Af~. Grace a 'homogénéité de I'intégrale des fonctions positives, on a

Jondu=n [ srau=x [ rdu=» [ san

Si maintenant, A < 0 alors A\ft = —(Af)” et Af~ = —(\f)T. D’ou

D’ou,

Jowndn=x [ rdu=x) [ rrau=x [ san
2.8i f<galorsg—f>0et [(g— f)du > 0 d’aprés la Proposition (1). Maintenant il suffit
d’utiliser la linéarité de 'intégale montrée ci-dessus. O

Corollaire 6.23. (inégalité "triangulaire") Si f € L'(Q, T, u) (i.e. si f est intégrable) alors

[ s [ 141

Démonstration. En effet, si f € L1(Q,T,p) alors |f| et +f sont intégrables et |f| > 4 f. Par la

Proposition [6.22](2)
/Iflduzi/fdu,

autrement dit, [ | f|du >| [ fdu|. O
Le lemme de Fatou implique :

Corollaire 6.24. Soient g € L'(Q, T, p) et f, € LY(Q, T, 1), n € N. Alors
1. si g < f, alors [liminff,dy <liminf [ f,du;
n—oo n—oo

2. si f, < g alors limsup [ frdp < [limsupf,dpu.
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Démonstration. 1. D’apreés le lemme de Fatou (Théoréme [6.18), on a

n—00 n— oo

/lim inf(f, — g)du < lim inf/(fn — g)du.

Pour conclure, il suffit de noter que la fonction lim inf(f,, — ¢) est intégrable et d’ajouter f gdu de
n

deux cotés d’inégalité ci-dessus, d’utiliser la définition de lim inf et d’appliquer la Proposition [6.22}
2. Par le lemme de Fatou

/liminf(g — fa)dp < 1iminf/(g — fn)dp.
n—roo

n—oo

Pour completer la preuve on utilise que liminf(a,) = —lim sup(—a, ) pout chaque suite (a,). O
n—0oo n—00

Théoréme 6.25. (de convergence dominée de Lebesque) Soit (f,) une suite de fonctions
mesurables telle que |f,| < g ow g est intégrable et f,, converge ponctuellement vers f. Alors f est
intégrable et

lim fndu:/fdu.
n—oo

Démonstration. La fonction f est mesurable en vertu du Théoreme[5.42]et elle est intégrable parce
que |f| < g et g est intégrable. Notons que —g < f < g. Par Corollaire et I’hypotheése
limf, = f, on obtient

n

limsup/fnd,u < /limsupfndu: /fdu = /lirginffndlu < lirginf/fnd,u < limsup/fndu.

n—oo n—oo n—oo
D’ot
ou,

liminf/fndu:hmsup/fndu: lim /fndu:/fd,u.
n—oo n— o0 n—oo

6.3 Théoréme de transfert
Rappelons la définition d’une mesure image :
Définition 6.26. (voir Définition [5.63) Soit ¢ une application mesurable d’un espace mesuré
(Q, T, 1) dans un espace mesurable (E, £). On appelle mesure image de p par ¢ la mesure sur
(E,E), notée ¢, p (ou y), définie par
¢p(B) = (¢~ (B)), B € €.

Théoréme 6.27 (Théoréme de transfert). Soit ¢ : (Q,T,u) — (E,E) une application mesurable
et f:(E,E) = (R,B(R)) une fonction mesurable. Alors, si f est & valeur positive :

/Q f o gy = /E fd(Gup).

Dans le cas général (c.a.d. si f est a valeur quelconque) fo ¢ € LY(Q,T,u) si et seulement si
feLYE,E o) et on a encore [,(fod)du= [ fd(dup).
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Démonstration. On procéde comme pour la construction de l'intégrale. Si f = 1g avec B € &,
fo¢=14-1(p) et donc

/ f o ddu = u(¢™(B)) = dopu(B) = / fd(bup).

Si f est étagée alors f o ¢ et aussi étagée et par linéarité, on obtient la preuve du théoréme si f est
étagée. Si f positive, f est la limite croissante d’une suite de fonctions étagées f,,. (Voir Théoréme
) Comme f,,(x) — f(x), on applique le théoréme de convergence monotone aux deux mesures :

[ ovau=tm [ f00du=tin [ fudiou = [ saco.

Le dernier résultat du cas intégrable s’ensuit facilement du cas de fonctions positives (considéré
plus haut) et des rélations (fo @)t = fTog et (fod)” = f~ o ¢. Pour démontrer I’égalité on
utilise la linéarité de l'intégrale. O

Remarque 6.28. 1. Si E = R le théoreme rameéne une intégrale sur {2 & une intégrale sur R :

/Q f o gy = /R Fd(Gun).

2. Le théoréme de transfére est a la base du théoréme de changement de variables que 1'on
verra plus tard au chapitre sur les intégrales de fonctions de plusieurs variables.

6.4 Intégrales de Riemann et Lebesgue

Dans ce section a < b, I = [a,b] et f: I — R. On suppose que f est bornée, i.e. il existe C' > 0

tel que —C' < f(z) < C pour tous x € I.

: L . de
Soit ¢ une division de I, i.e. 0 = (a = 20 < 21 < -+ < 2, = b). Alors §(0) ief max{x; —

xi—1, © > 1} est le pas de 0. On pose m; =  inf  f(x) et M; = sup f(x). Rappelons que

Tio1 ST zi—1<T<T;

S~ (f,0) = Zmi(iﬁi — Ti—1)

est la somme inférieure de Darboux associée & o et

n

ST(f,0) =Y Mi(wi — zi4)

i=1

est la somme supérieure de Darboux associée a 0. Il est evident que S™(f,o) < ST(f, o). Intro-
duisons les fonctions étagées suivantes :

B m si x € [xg,21]
fo’ (]")_{ml Sixe]xi717xi} etQSZSTL,

et

M si x € [zg, x1]
fo (2) = {M1 si @ €]wi_1, ;] eot 21§ i <n.
Alors
[frar=s(rayet [1rin=s5"(1.0), (6.2)
I 1
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oll A est la mesure de Lebesgue.

On dit que la division ¢/ = (@ = yo < y1 < -+ < Yym = b) est plus petite que la division
oc=(a=a29<x1 < -+ <xy =b), on note o < o, si {yo,y1," ,Ym} D {To, 21, ,Tn}. Si
(ok) est une suite de divisions de I alors o — 0 si o > oj41 pour tous k et liyrln 6(ox) = 0.

Etant donnée une telle suite on pose f;” = f; et f;¥ = fi. Alors fi- < fi, < f < fily < fi

g4

Soit lillcrn fn = [ et lilgn fi = fT. Les fonctions f~ et f* sont boréliennes, par le théoréme de

convergence dominée de Lébesque intégrables sur I, f~ < f < f*+ et

/f*dA = 11]?1/f,;dx < lilgn/f,jd)\ = /f+dA. (6.3)
I I I I

Rappelons la définition de I'intégrale de Reimann.

Définition 6.29. On dit que la fonction f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann inté-
grable) s’il existe une suite de divisions (oy,) telle que o, — 0 et lim S™(f,0) = lim S*(f,o%).
k—o0 k—o0
b

Dans ce cas klim S*(f,01) est noté par [ f(x)dr est appelé intégrale de Riemann.
e de] a

Desormais on suppose que f est Riemann intégrable et (o) est comme dans la définition

ci-dessus. D’aprés (6.2) et (6.3), on obtient

b
[f—dA - [f(x)dx - [f*d)\.

Soit A={zel: fT(z)=f(z)=f(z)}.Ona ft—f">0et [(f* — f)d\ =0. Donc,
I

AA) = \I)=b—a.

On peut montrer que chaque a € A est un point de continuité pour f, c.a.d. si («;) est une suite
dans I convergeante vers « alors (f(«;)) converge vers f(«). En effet, supposons par I’absurd
que (f(c;)) ne converge pas vers f(a). En remplagant («;) par sa sous-suite on peut supposer
que (f(a;)) converge vers § # f(a) et que soit a; < « pour tous i soit a; > « pour tous
i. Supposons que «; < « pour tous i et S < f(a). (Les cas restants se traitent de maniére
analogique.) Il existe ¢ > 0 tel que § < f(a) — . Pour chaque k ils existent deux points voisins
pr et g de la division oy tels que pr < a < gr. Donc, il existe ng tel que py < o, < a < gx
pour tous n > ng. D’ou, f, () = f, (an) < inf f(a,) = B < f(a) — e si n > ny. On obtient que
lilznfk*(a) = f~(a) < f(a) — e. Absurd.

On a démontré le théoréme suivant.
Théoréme 6.30. Soit f Riemann intégrable. Alors f est continue \-p.p. et il existe une fonction

b
borélienne intégrable g sur I telle que f =g A\-p.p. et [f(z)dx = [gdA.
a I

Remarque 6.31. Le théoréme implique que les théorémes généraux qu’on a vu pour les intégrales
de Lebesgue s’appliquent en particulier aux intégrales de Riemann.

Exercice 6.32. Soit f = 1gn,1)- Alors f est Lebesque intégrable et J fdp = 0 mais f n’est pas
Riemann intégrable.
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Chapitre 7

Intégrales de fonctions de plusieurs
variables

7.1 Intégrales dépendant d’un paramétre

Définition 7.1. Soit (2,7, 4) un espace mesuré. Si f : @ — R™ alors f = (f1, -+, fm) OU
fi + @ — R. La fonction f est mesurable (respectivement, intégrable) si et seulement si chaque
f; est mesurable (respectivement, intégrable). Si f est intégrable [ fdu := ([ fidw, -, [ fmdp).
Puisque C = R + iR on peut identifier C avec R? via a + ib — (a,b). Donc, si f : Q@ — C, en
utilisant cette identification, on peut définir la notion d’une fonction complexe intégrable. On peut
introduire cette notion directement en utilisant les fonctions étagées complexes comme dans le
chapitre 6 on a utilisé les fonctions étagées réelles pour introduire la notion d’une fonction réelle
intégrable.

Définition 7.2. Soient (Q,7,u) un espace mesuré, A un espace métrique et f: A x Q — Rm
On suppose que pour tout € A, t — f(z,t), est intégrable. On pose F(x) = [, f(z,t)du(t)
fonction F': A — R™ est une intégrale dépendant de paramétre x.

Dans cette section on propose de conditions suffisantes pour que l'intégrale F'(x fQ x, t)du(t)
de paramétre x soit continue et/ou dérivable. Nos preuves sont basées sur le theoreme de conver-
gence dominée de Lebesque (Théoréme [6.25)).

Théoréme 7.3. (Théoréme de continuité avec hypothése de domination) Soit f : A x Q — R™.
On suppose :

1. pour tout x € A, la fonction t — f(x,t), est mesurable sur ) ;

2. pour presque tout t € 0, la fonction x — f(x,t), est continue ;

3. (hypothése de domination) il existe une fonction g € L*(Q, T, i) telle que pour tout x € A
et pour presque tout t € Q) on a

[f (2, 8)] < g(t).
Alors la fonction x — F(x) = [, f(x,t)du(t) est continue.

Démonstration. On se rameéne facilement au cas m = 1. En ecartant de {2 un sous-ensemble
mesurable de mesure 0 on se raméne au cas quand la fonction x — f(x,t) est continue pour tout
t et |f(z,t)] < g(t) pour tout ¢ aussi. L’hypothése de domination garantit que ¢ — f(x,t) est
intégrable. Soit =, € A tel que z, — a. Par la continuité de = — f(z,t), f(zn,t) = f(a,t). On
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peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesque (avec domination par g)
pour conclure

lim [ f(xn,t)du(t) = /Qf(a,t)d,u(t) < lim F(zy,) = F(a).

n— 00 O n— oo

O

Remarque 7.4. 1l est important de remarquer que dans ’hypothése de domination, la fonction g
ne dépend pas du paramétre x.

Remarque 7.5. Dans la pratique ’espace métrique A dans la formulation du théoréme est souvent
une partie non-vide d’un evn FE, par exemple, £ = R".

Exemple 20. Soit f: R — C intégrable sur R. Sa transformée de Fourier est définie par :

= / f(t)e't=dt.
R

En vertu de Théoréme f est continue parce que |f(t)e™*| = | f(t)| est intégrable et pour tout
t la fonction @ — f(t)e"'® est continue.

Exemple 21. Considérons la fonction I' définie pour tout z € C tel que Re(z) > 0 par la formule

o0
['(z) = [t*'e~'dt. Montrons la continuité de I'. Pour ce faire vérifions les conditions 1 — 3 du
0

théoréme. Les conditions 1 et 2 sont faciles & vérifier. Vérifions 3. Si 2 = x + iy alors [t*~le™!| =
t*~le=t. Donc, il suffit de trouver une fonction intégrable g telle que t*~le=* < g(t) pour tous
t>0et € [rg, 1] 0 0 < g <1<z <+00. Soit d’abord ¢t > 1. On a 0 < e t*~1 < e tm1—1L,

On sait que 24— 3 0. Donc il existe C; > 0 tel que t**~! < Cje? pour tout t > 1. D’ou,
e? — 00
t

e tT1—l < Cle™% et e t*! < Cie~% si ¢t > 1. Maintenant, soit ¢ €]0,1[. Alors e~ t*~1 <
t70=1 & =t < ¢%0=% pour tout & € [xg,x1). Done, e ¥ < Cre” Ty 4 oo(t) + 70 1y () et
g(t) = 016_51[1#00[(15) + 7011} 1((¢) convient.

Rappel 7.6. Le théoréme des accroissements finis affirme que si ¢ : [a,b] — R est une fonction
continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que p(b) — ¢(a) = ¢'(c)(b — a).

Théoréme 7.7. (Théoréme de dérivabilité avec hypothése de domination) Soit f : U x @ — R™
avec U C R™ un ouvert. On fize un entier 1 <i <n et on suppose :
1. pour tout x € U, t — f(x,t), est intégrable sur Q ;

2. il existe N € T avec u(N€) =0, tel que pour tout t € N, la fonction x — f(x,t) admet une
i-eme dérivée partielle sur U.

3. (hypothése de domination) pour tout compact K C U, il existe une fonction g € L*(Q, T, 1)

telle que
of
Vt e N,Vo € K, 8—(w,t) < gk (t).
T4
Alors la fonction z — F(x fQ x,t)du(t) admet une i-éme dérivée partielle sur U, 6% €
LYQ, T, p) et :

OF of
5@ = | Sl )dutr)
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Démonstration. 1l suffit de démontrer le théoréme pour m = 1. On fixe a = (a;) € U. En plus,
puisque l'intégrale de Lebesque d’une fonction intégrable coincide avec son intégrale sur N € T si
w(N€) =0, en remplagant 2 par N on se rameéne au cas N = .

L’ensemble U étant ouvert il existe ¢ > 0 tel que K := {z = (z;) e R"|z; =a;sij#ietz; €
[a; —e,a; — €]} C U. Notons que K est compact. On définit h: K x Q - R :

W si x#£a et h(a,t):%(a,t) siz=a.

h(z,t) =

Par ’hyphothése 2, f est x;-dérivable pour tout ¢t € . Le théoréme des accroissements finis
implique

|h(z,t)| < sup Hgi(u,t)H

ueK

Par I’hypothése 3 de domination,

2 (u, t)H < gx(t). Do, |h(z,t)| < gx(t). Mais h(z,t) est

continue en a pour tout ¢ (parce que f(x,t) est x;-dérivable en a pour tout t) et . Le théoréme de

convergence dominée implique que %(a,t) est intégrable et [ %(a, t)dp(t) = im [ h(z,t)dp(t).
1 T r—a

Mais [ h(z,t)dt = F@)=Fa) g » £ q. D’ou,

XTi;—a;

fim [ bz tydu(t) = 2L (a,1) = gf (a, H)du(t)

T—a ox;

pour tout a € U. O

Le théoréme ci-dessus implique :

Corollaire 7.8. (Théoréme de dérivation successive) Soit f : U x I — R™, avec U C R™ un ouvert
et I un intervalle de R, une fonction C* (k € NU {+o00}) par rapport au paramétre z € U. Soit A
la mesure de Lebesgue sur I. On suppose qu’il existe ¢g, @1, ..., @) intégrables sur [ telles que

orf

V(i1 ooin),ir + .o +in =p < kNVzx e UVt eI, 'H
O0x7' .0z,

(m)H < 6y(0).

Alors la fonction z — F(x fQ x,t)d\(t) est de classe C* sur U et pour p = iy +...+i, < k :
(z,t)dA(t
83:111. 83:2" / o', JAA(D)-
Exemple 22. Soit L'(R*) I'espace de fonctions Lebesque intégrables sur R* := {t > 0: ¢ € R}.
On définie la transformation de Laplace ( = fe_””t t)dt, ot u € L*(RT) et x € RT.

Montrons que Lu est dérivable sur |0, +oo[. Il suffit de verlﬁer les conditions 1-3 dans la formulation
du Théoréme pour la fonction f(z,t) = e *tu(t) et x €]xg, +oo[ avec zg > 0. La condition
1 est satisfaite parce que e %tu(t) < u(t) et u(t) est intégrable. La condition 2 est satisfaite et
g;z (x,t) = —te”"'u(t). Vérifions 'hypothese de domination (la condition 3). On a que | %(m,t) |<
te~ "t u(t)| pour tout  €]xg, +oo[. On sait que —&r .= 0. Donc la fonction # - —t est bornée
et par conséquent g(t) = te="!|u(t)| est intégrable, c.a.d. ’hypothése de domination est satisfaite.
Par Théoréme [7.7]

o0

/te—wt

0
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Exemple 23. Montrons que la fonction I" est dérivable sur ]0, +o00[. Pour ¢a il suffit de montrer la

dérivabilité de I" sur tout intervalle |zq, z1[ avec 0 < xg < 1 < 27 < +00. Donc, on suppose que z €

xo, x| avec 0 < 29 < 1 < 21 < +o00. Vérifions les conditions 1-3 dans la formulation du Théoréme

pour la fonction f(x,t) = et~ = e~temN@=1) T3 fonction t — f(x,t) est intégrable (voir

Exemple . Elle est dérivable par rapport a x et %(x,t) = e !(In(t))t*~1. 1l reste & trouver

gk (t). Soit & €]0, x0. Il existe C. > 0 tel que |In(t)| < Cct™191((t) + Cct®11 4oo((f). (On utilise
S

que = — Oet 22— 0) Dou U (x,t) < Cole 7= g 4(1) + e 17T 4 oo((1)) <

s—+00 s s—400 ox

€

1 +oo w1 te—
Ce(t™o== Mo qq(t) +e ™ e 1y 4 o((£). On a [t*0"¢1dt < oo car xgp—e > 0et [ * Lt <
0 1

grite—t 2 dt
00 car 7 — Oet 4+ < . Dong,
e2 t—+oo 1 ez

2
grc(t) = g(t) = Co(t™" 1 (t) + e 5711 4 oof (1)

pour tout compact K C Rt.

7.2 Mesure produit et théorémes de Fubini

7.2.1 Mesure produit

Dans ce sous-section on introduit sur la tribu produit dans le cadre de deux espaces mesurés
o-finis. Commencons avec quelques rappels.

Définition 7.9. Soit (2,7, ) un espace mesuré. On dit que (Q, 7, u) est o-fini s’il existe une
suite de parties mesurables (A, ),en telle que u(A,) < +oo pour tout n, et Q = U A,.

n

Cette hypothése est par exemple vérifice quand p(2) < +oo (donc en particulier quand p est
une mesure de probabilité), quand 2 = N muni de la mesure de comptage, ou quand 2 = R™ muni
de la mesure de Lebesgue.

Définition 7.10. (= Définition [5.20) Soient (2;, 7;),7 = 1, 2, deux espaces mesurables. On appelle
ensemble élémentaire de Q = Q1 X Qo une réunion fini de pavés A; x Ay avec A; € T;,i = 1,2.
La tribu produit T; ® T3 sur ) est la tribu engendrée par les ensembles élémentaires (donc, par
les paves).

Nous avons démontré que B(R") = B(R) ® - -- ® B(R) (Corollaire [5.28). De sa part, en vertu

de Théoréme [5.58 la tribu B(R™) est munie de la mesure de Lebesque A,. Théoréme est un
corollaire facile du théoréme important suivant (admis) :

Théoréme 7.11. (= Théoréme Soit p une fonction additive d’ensembles (c.a.d. p(AUB) =
w(A) + 1(B)), positive, définie sur un clan C de parties de Q.
1. Si pour toute suite croissante (A,) d’éléments de C de réunion A € C, nli_{r;ou(An) = p(A),
alors p se prolonge 4 une mesure sur (Q,7(C)).
2. Siu est o-finie sur C (c.a.d. s’il existe une suite (By,) d’éléments de C telle que B, Q) et

w(By) < oo pour tous n) alors le prolongement est unique.

On se servira de nouveau du Théoréme pour montrer le résultat suivant plus général
définissant la mesure produit.
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Théoréme 7.12 (définissant la mesure produit). Soient (1,71, 1) et (2, Tz, p2) deuz espaces
mesurés o-finis. Alors il existe une unique mesure v sur T; ® To vérifiant

V(A x B) = p1(A)pz(B)

pour tout A € Ty et tout B € T3 (avec la convention usuelle 0.(+o00) = 0). Cette mesure est notée
w1 ® po = v, et est o-finie.

Démonstration. Soit C la famille de tous ensembles élémentaires de 1 x . (Rappelons que chaque
ensemble élémentaire est une union disjointe d’un nombre finie de pavés A; x As avec A; € T;,i =
1, 2) En utilisant (Al X AQ)C = (Ali X AQ)U(Al X Ag) et (Al X Ag)ﬂ(Bl X BQ = (A1 ﬂBl) X (A20B2))
on voit facilement que C est un clan. Pour chaque pavé Ay x Az on pose v(A; x Az) = p(Ar)-p(Aq).
Puisque chaque ensemble élémentaire se represente comme union disjointe d’un nombre finie de
pavés (en exercice), v se prolonge & une fonction additive sur C. Par Théoréme[7.11{1) v se prolonge
a une mesure notée 1 ® pa sur espace mesurable (2 xQ, 73 ®Tz). D’autre part, les espaces mesurés
(1,71, p1) et (Qa, Tz, o) sont o-finis. Soient X; " Qi etY; " Qoou X; € T1,Y; € Tz, u1(X;) < 00
et pua(Y;) < oo pour tous . Alors X; xY; 7 QxQet pug @ ua(X; xY;) < co. Par Théoréme 2)
le prolongement 1 ® o est unique. O

7.2.2 Théoréme de Fubini-Tonelli et Fubini (admis)

La mesure produit p; ® o étant définie & partir de pq et po, on s’attend a ce qu’il en soit de
méme de l'intégrale d’une fonction mesurable relativement & 1 ® po.En effet, c’est effectivement
le contenu des théorémes de Fubini. On commence par le cas positif.

Théoréme 7.13 (Fubini-Tonelli). Soient (Qq,T1,pu1) et (Qa, T2, p2) deux espaces mesurés o-finis.
Soit f: Q1 X Qo — [0, +00] une fonction T1 ® Ta-mesurable. Alors :
1. y — f(z,y) est une fonction mesurable (sur (2,72) dans [0,+00] ) pour tout z € Oy, et

T / flx,y)dusa(y) est une fonction mesurable (sur (Q1,71)).

2

2.z — f(x,y) est une fonction mesurable (sur (Q1,71) dans [0,400]) pour tout y € Qa, et
Y f(x,y)dui(z) est une fonction mesurable (sur (Qa,72)).

Q1
3. On a
| s = [ ([ oo )due = [ ([ @) do).

Exercice 7.14. Calculer 'aire du disque unité D = {(z,y) € R?: 2% + ¢ < 1}.

Comme dans le cas des fonctions définies sur R™, on en déduit facilement un théoréme qui
s’applique a toutes les fonctions intégrables (et pour vérifier qu’'une fonction est intégrable, on
peut commencer par appliquer le théoréme de Fubini—Tonelli & |f]).

Théoréme 7.15 (Fubini). Soient (21,71, 1) et (Q2, T2, p2) deuz espaces mesurés o-finis. Soit
f: Q1 x Qo — R une fonction intégrable. Alors :
1.y — f(z,y) est une fonction intégrable (sur Qs) pour presque tout x € i, et © +—

f(z,y)dus(y) est une fonction intégrable (sur ).
Q2

2. x — f(x,y) est une fonction intégrable (sur Q1) pour presque tout y € Qo, et y —

f(x,y)dui () est une fonction intégrable (sur Qo)

1951
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3. On a
/QIXQZ F (@ y)d(n®ps) (@, y) = /Q ( N f(x,y)duz(y)> dpa(x) = /Q ( N f(x,y)dul(w)) dps(y) -

Le théoréme de Fubini est un utile puissant pour intervertir ’ordre d’intégration sur un espace
produit. Cependant, comme ’exemple suivant le montre, avant d’utiliser ce théoréme il faut bien
vérifier que la fonction f: 1 x Q9 — R est intégrable.

Exemple 24. Soit f:)0,1?— R, (z,y) — % La fonction est continue donc mesurable. On

a
1 1

0 1+ a2

_ Y
o] f(xay)d)‘l(y) - |:£L’2 ¥ y2:|
et

= | arctan b Z
/]071[ ( ]Ovl[f(:v,y)d)\l(y))d/\l(a:) = [arcta x]o 1

D’autre part, comme f(z,y) = —f(y,x), on a

™

/]071[ ( ]O)l[f(x,y)dAl(m))d)\l(y) --2

Donc,

/]0,1[( ]071[f(x7y)d)‘1(y))d)\l($) ]071[( ]071[f(w,y)d)\l(x))d)\l(y),

La raison est que f n’est pas intégrable. En effet, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli
[ spite ey 2 () )i (o)
r,y 1@ M)z, y) = / (/ 1y) 1@
10,1[2 " 10,] NJjo.ef (22 +y2)?

dA
N / [ 2 ! 2rd)‘1($) :/ 1) = +o00.
10,1[ X +y 0 10,1[ 2x

Exercice 7.16. Soit f, g des fonctions mesurables positives sur R, on définit la convolution de f, g
par :

frg(x) = / f(@ = y)g(y)dA(y) € [0, o]
On rappelle que ‘
17l = [ 1@l
1. Montrer que f * g est mesurable et que
LF = glle = (112 llgll1-

2. Montrer que la définition de f * g s’étend pour presque tout z au f,g € L'(R,d\) et que
f*ge€ LY(R,d)).
3. Montrer que pour f, g, h toutes mesurables positives ou toutes intégrables, alors

Frlgxh)=(frg)xh.

7.3 Théoréme de changement de variables

En pratique, pour calculer une intégrale multiple, on est souvent amené & faire un changement
de variables pour se ramener & un domaine plus simple sur lequel appliquer le théoréme de Fubini.
On énonce le théoréme dans le cadre le plus courant ou les fonctions que I'on peut utiliser pour
faire un changement de variables sont les difféomorphismes de classe C*. On commence notre étude
avec le cas le plus simple de transformations affines linéaires.
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7.3.1 Cas linéaire affine

Une application ¢ : R® — R", z — Az + b, ot A € M,(R) et b € R™ s’appéle application
affine (linéaire). Ici les éléments de R™ sont des colonnes (c.a.d. des matrices n x 1) et Az est
le produit de la matrice A avec la matrice z. L’ensemble des matrices inversibles est noté par
GL,(R). L’application ¢ est un isomorphisme de R" si et seulement si A € GL,(R). Dans ce cas
¢~ (y) = A1y — A='b. (En exercice.)

La caractérisation suivante de la mesure de Lebesgue est essentielle pour la suite.

Théoréme 7.17. (admis) La mesure de Lebesgue sur R"™ est invariante par translation, au sens
ot pour tout M € B(R™) et tout x € R™ on a Ap(x+ M) = X\ (M) avec z+ M :={x+a,a € M}.
Inversement, si u est une mesure sur (R",B(R™)) finie sur les parties bornées et invariante par
translation, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que p = c\,.

Exercice 7.18. Montrer la premiére partie du théoréme que \,(x + M) = A\,(M) pour tous
M € B(R") et € R™. (Indication : on pourra utiliser Théoréme [7.11])

Lemme 7.19. Soit ¢ : R® - R", z — Az + b, o A € M,(R) et b € R, une application affine.
Alors pour tout borélien M de R?, on a :

An(@(M)) = |det(A)|An (M).
Ainsi, si det(A) # 0, la mesure image de \, par ¢ est ¢\, := A\, 0 =1 = |det(A)|71\,.

Exercice 7.20. Si A n’est pas inversible montrer que A(¢(R™)) = 0. (Indication : on pourra
montrer que ¢(R"™) est inclus dans un hyperplan affine, i.e. inclu dans a + L ot a € R™ et L est un
s.e.v. de dimension n — 1.)

Démonstration du lemme. Soit pr = A, o ¢. Alors p est une mesure sur (R", B(R™)) finie sur les
parties bornées et invariante par translation. Par Théoréme [7.17 1 = ¢\, ot ¢ > 0. Il faut montrer
que ¢ = |det(A)|. Comme A, est invariante par translation, on se raméne au cas b = 0.

Si Ap(M) > 0 alors ¢ = W Dong, il suffit de calculer A, (¢(M)) pour un M tel que

An (M) > 0. Considérons quelques cas particuliers pour A. Soit A orthogonale. Si vy, -+ , v, est une
base orthogonale de R™ alors ¢(v1),- -, ¢(vy,) est une base orthogonale de R™ et || v; ||=]| ¢(v:) ||
pour tout i. Soit M = {>°, a;v; : 0 < a; < 1}. Alors M est un parallélépipede droit dans R™ de
volume A\, (M) =|| vy || -+ || vn ||. Notons que A\, (M) = A\, (¢(M)). Mais |det(A)| = 1. Donc, si A
est une matrice orthogonale alors ¢ = |det(A)].

Soit A diagonale de valeurs propres di,--- ,d,. On considére de nouveau le parallélépipéde
droit M = {3, aje; : 0 < a; < 1} ot ey, --- , e, est la base orthonormée canonique de R™. Alors

(M) =1 et \y(p(M)) = |dy---dn| = |det(A)| - M\, (M). Donc, si A est une matrice diagonale
alors ¢ = |det(A)|.

Maintenant soit A € GL,(R) quelconque. Par la décomposition polaire, A = O-S ot O est une
matrice orthogonale et S est une matrice symétrique définie positive. On sait que S se diagonalise
dans une base orthonormée, i.e. S =0O’-D-0O'~! ot O’ est une matrice orthogonale et D est une
matrice diagonale. Donc, A = O1 - D - Oy ot O7 et Oy sont des matrices orthogonales. Avec M
comme ci-dessus,

An(@(M)) = An(01(DO2(M))) = An(D(O2(M))) = |det(D)] - An(O2(M)) = [det(A)[ - A (M).
(On utilise que | det A| = |det D|.) Donc, ¢ = | det(A)]. O

Remarque 7.21. Dans la preuve ci-dessus nous avons démontré que chaque A € GL,(R) s’écrit
sous la forme A = O; - D - O ot O1 et Oy sont des matrices orthogonales et D est une matrice
diagonale. La décomposition A = O; - D - Oy est trés importante et s’appéle décomposition de
Cartan.
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Théoréme 7.22 (Théoréme de changement de variables linéaires). Soient ¢ : R” — R™ x —
Az + b, un isomorphisme de R"™, U un ouvert de R™ et V = ¢(U). Si la fonction f :V — R est
intégrable alors fo ¢ : U — R est intégrable et

/f(y)dkn(y) =/(f0¢)(x)|det(z4)ld>\n(w)o
14 U

Démonstration. L’application ¢ étant un isomorphisme de R™, V est un ouvert de R™ et det(A) # 0.
L’application (U, B(U), A\n) — (V,B(V)),x — ¢(x), est une application mesurable. Par le théoréme
de transfert (Théoréme [6.27) :

[ roo@arn = [ rwae.a)

D’aprés Lemme [7.19]) .\, = |det(A)| = \,,. Do,

/ F@)A(bA) (y) = |det(A)] ! / ) ().
\% %

Donc,

/ F(0)dAn(y) = | det(4) / (f 0 @) (@)dAn () = / (f 0 0)()| det(A)|dAn (z).
% U U
O

Exemple 25. Soit ¢ : R? — R? (2,y) — (v + y,7 — y). C’est un isomorphisme linéaire de
réciproque ¢! : R? — R?, (s,t) — ( s s=b) et |det(¢)| = 2. Soit U =]0,1[% et V = ¢(U). Alors
V={(1):0<s+t<20<s —t < 2}. Soit f : V — R une fonction intégrable. Alors en

utilisant Théoréme [7.22] d’abord et le théoréme de Fubini apres, on obtient :

/V F(s,E)dAa(s.t) = /U (f 0 &) )| det(@)|dhalz y) = 2 /

10,1

</]o 1[(f o ¢)($»y)d)\1(x))d/\1(y)_

En général, le dernier intégrale est beaucoup plus facile & calculer. (1\Lot0ns qu’on utilise souvent
les notations da(z, y) = dxdy et d\(z) := dz.) Remarquons que \y(V \ V') = 0. Par conséquent,
[ f(s,t)dsdt = [, f(s,t)dsdt.

7.3.2 Rappel (de L2) sur les difféomorphismes

Si E,F sont des espaces vectoriels on note par L(F,F) l'espace vectoriel des applications
linéaires de E dans F. Comme d’habitude, | - || est la norme standarde sur R™ (ou RP).

Définition 7.23. Si U est un ouvert de R™, alors f : U — RP est différentiable en x € U s’il
existe un 7' € L(R™ RP), notée df (), telle que

|f(x+h) = f(z) = df (z)(R)]| = o([[R]]), st [|h]| = 0.

La fonction f est Cl-différentiable (ou continuement différentiable) sur U si f est différentiable en
tout x € U et df : U — L(R™,RP), z > df (x), est continue. On note aussi Dy, f(z) := df (x)(h).

Définition 7.24. Soient U C R™ et V C RP des ouverts. Soit f : U — V une application
différentiable. Alors f est un difféomorphisme si f est bijective et f~! est différentiable.
On dit que f est un C'-difféomorphisme si de plus f et f~' sont de classe C'.
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Proposition 7.25. Soit f : U — V un difféomorphisme. Alors Vx € U, df(z) : R™ — RP est un
isomorphisme linéaire (en particulier nécessairement n =p) et on a :

(df (@)~ = df 71 (f(2)).

Remarque 7.26. 1. La proposition montre que la dimension est invariante par difféomor-
phisme. De méme des ouverts de R™ et RP ne peuvent étre homéomorphes que si n = p
mais c’est beaucoup plus dur (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer). Par contre,
il existe des applications continues surjectives de [0, 1] dans [0, 1]?.

2. Le théoréme d’inversion locale va donner des conditions pour la réciproque de la proposition
précédente.

Démonstration. Comme f~!o f(x) = x, en différenciant f=! o f par le théoréme des fonctions
composées en x, on obtient : df ~1(f(x)) o df () = id.

De méme en différenciant f o f~1(y) = y en y = f(x) on obtient : df (x) o df ~(y) = Id. Donc
df (z) et df ~1(f(x)) sont inverses I'une de l’autre, ce qui conclut. O

Définition 7.27. Soient U C R™ un ouvert et f : U — RP ou f(z) = (fi(z),..., fp(x)), une
application différentiable. La matrice de I’application linéaire df (z) dans les bases canoniques de
R™ et RP est appelée, matrice jacobienne de f et notée J(f)(z) :

Ofi

DN = (5,

().
Remarque 7.28. Le théoréme de dérivation des fonctions composées donne donc :

J(g o f)(x) = J(g)(f () (f)(x),

et le résultat pour les inverses de la proposition précédente s’écrit :

ouy = f(x).

Le théoréme suivant (admis) avec k = 1 permettra de vérifier I’hypothése du théoréme de
changement de variables ci-dessous (Théoréme [7.31)).

Théoréme 7.29. (d’inversion globale) Soit f : U — R™ une application de classe C*, injective
et telle que pour tout x € U, df(z) : R® — R"™ est un isomorphisme linéaire. Alors f(U) est un
owvert de R™ et f: U — f(U) est un C*-difféomorphisme.

Remarque 7.30. Notons que df (z) est un isomorphisme si et seulement si det((J f)(x)) # 0.

7.3.3 Cas général (admis)
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de changement de variables.

Théoréme 7.31 (Théoréme de changement de variables). Soient U,V deux ouverts de R™, et
@: U =V un difféomorphisme de classe C'. Rappelons qu’on note )\, la mesure de Lebesgue sur
R™. Alors on a :

1. Pour toute partie B borélienne de U, \,(¢p(B)) = / | det(J(x))|dAn ().
B

2. Si f: V —[0,400] est borélienne, alors

/ F () dAn(y) = / £ o ()| det(Jip(z))|dAn(z)
\% U
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3. Si f: V — R est intégrable, alors x — f o @(x)|det(Jp(z))| est intégrable sur U et on a

/ F()dAn(y) = / £ 0 ()| det(Jip(x))|dAn(z)
1% U

Remarque 7.32. Théoréme est un cas trés particulier du Théoréme [7.31]

Exemple 26 (changement de variables en polaires). On considére 'application ¢ : U =]0, +00[x]0, 27[—

R? définie par ¢(r,0) = (rcos 6,7 sin 6).

cosf —rsinf

sinf  rcosf
De plus, ¢ est injective et ¢(U) = R? \ [0, +oo[= V.
D’aprés Théoréme ¢ est un C'-diffeomorphisme de U sur V. Comme M\o(R?\ V) = 0,

c’est-a-dire R? \ V est négligeable, il n’est pas génant que ¢ ne soit pas un difféomorphisme de U

sur R? tout entier. Donc, si f : R? — R est intégrable, on a

Alors, la matrice jacobienne de ¢ est ( ), de déterminant r > 0.

+oo G002

/ flz,y)dzdy = //f(rcos@,rsin&)rdrdt‘): //f(rcos@,rsinQ)rdrd&.
R2
0 Zn 00

Exemple 27. Calculons
I= / (z +y)?dzdy, ot D = {(z,y): 2> +¢* < 1}.
D

En utilisant le théoréme de changement de variables avec les coordonnées polaires (et le théoréme
de Fubini), on obtient ¢~1(D) =]0, 1[x]0, 27| et

oo

Exemple 28. Montrons que I'(3) = /7. Rappelons que I'(z) = [t*~le~!dt. Donc, I'(3) =
0

o

[t71/2e tat.
0

En faisant le changement de variable u? = t, dt = 2udu, et en utilisant le théoréme de Fubini-
Tonelli on obtient

1 +o0 +o00 +o00 +o00 1/2 1/2
I(;)=2 / e du = / e du = / e do / eVdy) = / eV dN(zy) ) .
2 0 —o0 —00 — 00 R2

Puis en utilisant le changement de variables en polaires, on conclut

1 2r +00 ) 1/2
(=)= / d9/ e " rdr = /.
2 0 0
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Chapitre 8

Convexité

8.1 Ensemles convexes

Dans ce chapitre F est un espace vectoriel normé (e.v.n.) sur R de dimension finie ou infinie.
Définition 8.1. Soit x,y € E. Alors
[z,y]={1-Nz+Ay:0< A< 1}
est un segment d’extrémités x et y.
Les intervales finies et fermés sur R sont des segements.

Définition 8.2. Un ensemble C' C F est dit conveze siV z, y, [x,y] C C. Donc, C = () est convexe
aussi.

Exercice 8.3. Si F est un espace vectoriel normé (e.v.n.) alors les boules (ouvertes et fermées)
sont des connexes.

Le resultat suivant est laissé en exercice.

Proposition 8.4. 1. Soit E un e.v.n. et C un sous-ensemble conveze de E. L’adhérence C et
Uintérieur 8’ de C' sont convezxes.
2. L’intersection (finie ou infinie) d’ensembles converes est convexe.
3. SiCy C Ey et Cy C Es (o4 Eq et Ey sont des espaces vectoriels sur R) alors Cy; x Co est

conveze dans Ei X Es.

Rappel 8.5. SiA,BCFE,CCRetxe Falors A+ B={a+b:ac A beB},CA={ca:ce
ChacA},A—rv={a—z:acA}etx+A={a+z:ac A}. Aussi, R} ={z>0:2¢cR}.

Définition 8.6. Le cone tangent du convere S C E au point = € S est

uUu—2x

Ts(z) ={ cu€ S, seRL} =R (S —x).

Soit E un espace euclidien (par exemple, E = R™ avec le produit scalaire < - > habituel). Le cone
normal du convexe S C E au point x € S est le polaire de Ts(z), c.a.d. le cone convexe fermé
définit par

Ng(z)={ye E:Vue S, <yu—ax><0}={ye FE:VveTs(x),<y,v><0}

(Dessins en CM.)
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Exercice 8.7. Montrer que le cone normal Ng(x) est fermé.
La proposition suivante permet de se ramener & des cas plus simples.

Proposition 8.8. Soient A, B des convezes de E.
1. SiAC B etxc Aalors Ta(x) C Tp(x).

2. Siae ;1, Ta(a)=E.
3. Pourxz € A, ACx+Ta(x).
(Dessins en CM.)

Démonstration. (1) Ry (A—2x) C Ry (B—x). Par la monotomie de ’adhérence on obtient Ty (x) C

Tp(x).
( () Il ex1ste un r > 0 tel que B(a,r) C A. Par (1), Ta(a) D Tp(a,r(a) D Ry(B(a,r) —a) =

r) =
(3) Ona:c—i—TA( J)=z4+Ri(A—2z) D+ (A—2z)=A
O

Exercice 8.9. Avec les notations de (3) montrer que AN (z+ Na(z)) = {x} et Na(x)NTa(x){0}.

8.2 Fonctions convexes

On commence par la définition générale d’une fonction convexe f. Nous verrons plus tard des
caractérisations plus simples dans le cas ou f est différentiable ou doublement différentiable.

Soient C' un sous-ensemble convexe de F et f : E — R. Les propriétés que ’on considére vont
étre déterminées par ’ensemble des valeurs au dessus du graphe de f appelé épigraphe de f :

Bpi(f) = {(z.0) € C x R : f(z) < A}.
(Dessin en CM.)

Définition 8.10. Soient C' un ensemble convexe et f: C' — R.

1. La fonction f est convexe si pour tous z,y € C et tout A € [0, 1]
S =Nz +Ay) < (1= Nf(x) + Af(y)-

2. La fonction f est strictement convexe si pour tous z,y € C,x # y, et tout A €]0, 1]
S =Nz + Ay) < (1= Nf(x) + Af(y)-

3. La fonction f est concave (respectivement, strictement concave) si —f est convexe
(respectivement, strictement convexe).

(Dessins en CM.)
Exemples 2. La fonction f : R — R,z ~— 22, est strictement convexe. La fonction affine f :
R™ - R, (x1, - ,Zp) — a121 + - - + anTy + b, est & la fois convexe et concave. Une norme sur £
est convexe. (En exercice.)
Proposition 8.11. Soit C' un ensemble conveze.

1. f:C = R est convexe si et seulement si Epi(f) est conveze;

2. Sipu>0,v>0etf etg sont des fonctions convezes (respectivement, une des fonctions f
ou g est strictement conveze) sur C alors pf + vg est conveze (respectivement, strictement
convexe) sur C.
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3. Si fi,i € 1, est une famille de fonctions convezxes sur C alors f(x) = supf;(x) est convexe.
iel

4. Si f est strictement convexe alors f a au plus un minimum sur C.
Démonstration. 1. Soit (z,t1), (y,t2) € Epi(f). Done, f(x) < t; et f(y) < ta et (1 —N)f(x) +
Af(y) < (1—=A)t1 + Atg pour tout A € [0,1]. Si f est convexe alors f((1—N)z+Ay) < (1—=X)f(z)+
AM(y) < (1= Nt1 + Mg et (1 —N)(x,t1) + My, t2) € Epi(f) qui montre la convexité de Epi(f).

Reciproquement, soit Epi(f) convexe. Si z,y € C alors (z, f(x)), (y, f(y)) € Epi(f) et, par la
convesité de Epi(f), (1—\)(w, £(2)+ Ay, £(3)) = (1 N+ g, (1= A F(2) + Af(3) € Epi(f)
P =Xz + Ag) < (1— () + Af(y):

2. Les fonctions uf et vg sont evidement convexes. Donc,
(nf +vg)((1 =Nz + Ay) <
(L= Npf(@) +Auf(y)) + (1 = Nvg(z) + dvg(y)) =
(L =N (f +vg)(@) + Muf +vg)(y)

qui prouve la convexité. La preuve de la convexité stricte est analogique.
3. Vient de la partie 1 de la proposition, de 1’égalité _ﬁIEpi( fi) = Epi(f) et de la stabilité des
1€
ensembles convexes par intersection.
4. Si x # y sont deux points atteignant le minima alors f (%) < w contredisant la
minimalité. [
La proposition suivante caractérise les fonctions convexes en terme d’accroissements. Cette
proposition sera utiliser & plusieurs reprises plus tard.

Proposition 8.12. Soit f : C — R ou C est convexe. Alors f est conveze si et seulement si pour
tous x,y € C la fonction de ]0,1] dans R définie par \ — f(”)‘(yj\””))*f(””)(: f((lf)‘)“’i)‘y)’f(x))
est croissante.

Démonstration. =) Soit 0 < A < X < 1. La convexité de f imlique

Flo+Aly =) = fGoy(e+ Xy =) + (1= 5)a) <
ST+ Ny - ) + (L— ) (z).

Apres la soustraction de f(z) de deux cotés de I'inégalité ci-dessus et sa division par A, on obtient

fl@+ Ay =) = flz) _ flz+ Ny —2)) - f(z)
A - N '

La nécessité est démontrée.
<) Soit 0 < A < ) = 1. Par 'hyphothése,
fl@+ Ay — =) — fz)
A
L’inégalité ci-dessus est équivalente & la suivante :
S =Nz +dy) < (1= A)f(x) + Af(y)

Donc, f est convexe. O

< f(y) — f(z).

Corollaire 8.13. Soient f : C — R une fonction convexe et x € C. Soit encore h € E, h # 0, tel
que x + h € C. Alors la dérivée directionnelle existe au sens ou la limite suivante existe et vaut :

fle+th) - f(z) _ fla +th) - flz)

Dy f(z) := lim = inf

nf (@) t—0+ t 1>t>0 t

Démonstration. Par Proposition , g(t) = w est une fonction croissante donc admet
une limite pour ¢t — 0T qui coincide avec I'infimum. (Dessin en CM.) O
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8.3 Fonctions convexes sur R

Dans cette section I est un intervalle de R.

Les inégalités de la propossition suivantes (appelées des inégalités de pentes) caractérisent les
fonctions convexes sur I.

Proposition 8.14. Une fonction f: I — R est conveze si et seulement si

f®) = fla) _ fle) = fla) _ fle) = f(b)

b—a - c—a - c—b

Va,b,ce I,a<b<c=

Démonstration. =) Si z,y € I et 0 < A < 1, la Proposition implique
fl@+ ANy — =) — fz)

3 < fly) - f(=).
Pour obtenir la prmiére inégalité de la formulation on pose x = a, y = cet A = lc’:—g et pour la
deuxiéme on pose z =c¢, y =a et A\ = f:s

<) Il suffit de montrer que si z,y € I, x < yet 0 < A < 1 alors f((1 — Nz + Ay) <
(I =X f(x)+ Af(y). (L’inégalité est triviale siz =y ou A=0ou A = 1.)
Onposea=z,c=yet b= (1—Nax+ Ay. Alors, a <b < cet
f®) = fla) _ f(A =Nz +Ay) = f(x) _ f(e) = fla) _ fly) = f(2)

b—a Ay — x) - c¢—a y—x
Dlon, F((1— N+ M) < (1 - N f(x) + Af(y). o

Exercice 8.15. Montrer que si f est strictement convexe alors les inégalités dans la formulation
de la proposition ci-dessus sont strictes.

Rappelons que pour une fonction f : I — R et a € I le taux d’accroissement de f en a, noté
A, f, est définie par A, f(z) = W pour tout « € I'\ {a}. Ci-dessous une autre caractérisation
de la convexité en termes de A, f.

Proposition 8.16. Une fonction f : I — R est convere si et seulement si pour tout a € I
la fonction A,f est croissante sur I\ {a} c.a.d. Ayf(x) < Auf(y) si z,y et © < y. En plus,
Af(z) < Auf(y) six <y et f est strictement conveze.

Démonstration. La proposition est un corollaire facile de la Proposition (Détails en exercice.)
O

Théoréme 8.17. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction convexe. Alors
pour tout a € I, f admet des dérivées a droite et a4 gauche en a. On a pour tout x € I : f(x) >
fila)(x —a) + f(a) et f(x) > fi(a)(x — a) + f(a). En particulier, il existe une fonction affine
g(x) telle que g(a) = f(a) et g(x) < f(x) pour tout x € I. De plus, si a < b sont dans I, on a
fola) < fia) < fi(b). Si f est strictement convexe alors fj(a) < f (D).

Démonstration. Soient €1 > 0,9 > 0 tels que a — €1 et a + 5 € I. Par 'inégalité de pentes

fla—e1)— f(a) < f(a+52)—f(a)'

—€1 €2

Si g1 — 0 et 2 — 0 on obtient f;(a) < fj(a).
Soit a < b. Choisissons €1 > 0 et €5 > 0 tels que a + €1 < b — g5. Par l'inégalité de pentes de

nouveau
flater)—fla) _ flat+er)— fb—e2) _ f(b) — f(b—e2)

< < .
&1 a—b+el—e €9

64



Sie; — 0 et eg — 0 on obtient fj(a) < f;(b). Si f est strictement convexe alors les inégalités ci-

flater) f(0)—f(b—e2)
€2

dessus sont, strictes, =1 gécroit quand €; — 0 et

fala) < f4(b).

Soit a < z,x € I, et € > 0 tel que a + & < x. Alors

flate) = fla) _ f(z) ~ fla)

€ - xr—a

croit quand €2 — 0. Donc,

Sie — 0, on obtient f(x) > fi(a)(x —a)+ f(a) pour tout z > a. De maniére analogique on montre
que f(z) > fy(a)(z —a) + f(a) pour tout = < a.
Puisque f;(a) < fj(a), si © < a on obtient

fola)(x —a) > fila)(z —a) siz < a.

Dot f(x) > fi(a)(x —a) + f(a) > fi(a)(z — a) + f(a) si z < a. Ainsi, nous avons demontré

que f(z) > fi(a)(z —a) + f(a) pour tout x € I. De maniére analogique on montre que f(x) >

fo(a)(x —a) + f(a) pour tout = € I. (Dessins en CM.) O
Le fait que f;(a) et fj(a) € R implique :

Corollaire 8.18. Si f: I — R est une fonction convexe alors f est continue.

Démonstration. L'existence de f; (resp. f,) entraine la continuité de f & droite (resp. & gauche).
D’ott la continuité de f. O

On obtient facilement le critére suivant pour les fonctions dérvable sur R :

Corollaire 8.19. Si f : I — R est une fonction dérivable alors f est convexe (respectivement,
stictement convexe) si et seulement si f’ est croissante (respectivement, stictement croissante). En
particulier, si f est deux fois dérivable alors f est convexe (respectivement, stictement convexe) si
f"" est positive (respectivement, stictement positive).

Démonstration. =) Notons que f' = fj = f,. Soit a, b € I et a < b. Le Théoréme implique
que f'(a) < f'(b) si f est convexe et f'(a) < f'(b) si f est strictement convexe.

<) Soient a,b € I, a < bet 0 < A < 1. Par Iégalité des accroissements finis, ils existent
&1 €la,a+ MNb—a)[ et & €la+ A(b—a),b] tels que

fla+Ab—a)) = f(a)

f() — fla+ A(b—a))
Ab—a) '

(1=X(b-a)

f'(&) = et f'(&) =

Mais f’ est croissante (resp. strictement croissannte). Donc,

fla+Ab—a)) = fla) _ f(b) = fla+A(b—a))
Ab—a) R G T ()

ot " <" est remplacé par "<” si f est strictement croissante. Un calcul simple montre que la
denniére inégalité est équivalente &

F((L=Na+20) < (1 - N f(a) + Af(B)
ot ” <" devient ”<” si f est strictement croissante. O
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8.4 Propriétés différentielles des fonctions convexes

8.4.1 Rappels

Si E, F sont des e.v.n. alors ’ensemble L(E, F') des applications linéaires continues est un e.v.n.

avec la norme |||f||| := sup ||f(2)||F.
[lz][ =1

Définition 8.20. Si U est un ouvert de F, alors f : U — F est différentiable en x € U s’il existe
un T € L(E, F), notée df (z), telle que

1 (z +h) = f(2) = df (@)(h)|| = o([[R]]), st [[h]] = 0.

La fonction f est Cl-différentiable (ou continuement différentiable) sur U si f est différentiable en
tout x € U et df : U — L(E, F),z — df (x), est continue. On note aussi Dy, f(z) := df (z)(h).
La fonction f est C2-différentiable si f et df sont C*-différentiables. Onad?®f : U — L(E, L(E, F)),x
d? f(x). Facile a voir que L(E, L(E, F)) = L?>(Ex E, F) (= I’ensemble des applications bi-linéaires).
On note d?f(z)(h, k) = Dig(Dnf) ().

Dans le cas le plus fréquent pour nous oit E =R"” et F =R, si f est C! elle admet des dérivées

partielles g—wfi(a) en a € U, le gradient de f en a est noté V f(a) = (%(a), e ,%(a)) et
of
df (a)(h) =< Vf(a),h >= B (a)h;.

Si f est C? alors

2100 =Y 50 (@

’ o — 8:}528% v

Donc, d?f(a) est une forme bilinéaire qui est positive (c.a.d. d®f(a)(h,h) > 0 pour tout h € E)
ssi son hessienne H f(a) := (Qf;fzj (a)) est positive (c.a.d. les mineurs principaux dominants de la

matrice H f(a) sont tous positifs.)

8.4.2 Caratérisations différentielles des fonctions convexes pour dim(E) <
00

Théoréme 8.21. Soient U un ouvert convexe de E =R™ et f : U — R une fonction différentiable
en tout point de U.

1. f est conveze si et seulement si pour tous u,v € U :

fw) = f(v) = df (v)(u—0).
2. f est convexe si et seulement si pour tous u,v € U :

(df (u) = df (v))(u = v) = 0.

3. Si, en plus, f est C?, f est convexe si et seulement si la forme bilinéaire symétrique d* f(z)
est positive pour tout x € U. De plus, si d*f(x) est strictement positive (c.a.d. d*f(x)(h,h) >
0 si h #0) alors f est strictement conveze.

Démonstration. 1. Si f est convexe, par Corollaire appliqué pour h =u — v, on a

dF(0)(u — v) = df (v)(h) = inf L0 = ()

1>t>0 t

< flo+h) = fv) = fu) = f(v).

66



Reciproquement, si z = (1 — t)v 4+ tuw o 0 < ¢ < 1, on obtient que z € U et

fv) = f(z) 2 df (z)(v — 2) et f(u) — f(z) = df (2)(u— 2).
D’ou
(L=t)f(v) +tf(u) = f(z) 2 df (2)(1 = t)(v — 2) + t(u — 2)) = df (2)(0) =0

qui donne 'inégalité de convexité.
2. Si f est convexe, la partie 1 du théoréme donne

df () (v —u) = f(v) = f(u) et df (u)(u—v) = f(u) = f(v).
>

En sommant, on obtient I'inégalité voulue (df (u) — df (v))(u — v) > 0.
Pour montrer la réciproque, il suffit de justifier que la fonction p(t) = f((1—t)u+tv), t € [0,1],
est convexe. On a

O'(t) =df (1 — t)u + tv) (v — u).
Or,sit<s
¢'(s) = ' (t) = (df (1 = s)u+ sv) = df (1 = )u + tv)) (v — u)
i(df(u +s(v—u))—df(ut+tlv—u))(u+s(v—u)— (u+t(v—u))) >0.

Donc, ¢’ est croissante et par Corollaire ¢ est convexe.

3. Soient f convexe, x € U et h € E. Puisque U est ouvert, il existe € > 0 tel que x — €h et
x +¢eh € U. La fonction ¢ :] — 1,1[— R,t — f(x + teh), est convexe et deux fois dérivable. Par
Corollaire g"(t) > 0. Mais

g"(t) = (d*f)(@)(teh, teh) = (te)*(d* f)(x)(h, h) = 0.

Donc, (d%f)(z)(h,h) > 0 pour tout h € E.

Réciproquement, 'inégalité (df)(z)(h,h) > 0 implique (en vertu du Corollaire que la
restriction de f sur chaque segment [u, v] ot u,v € U, est convexe. Donc, f est convexe. Il est facile
a voir que si (d>f)(x)(h,h) > 0, h # 0, alors f est strictement convexe (laissé en exercice.) O

Remarque 8.22. Dans les preuves des parties 1 et 2 du théoréme nous n’avons pas utilisé que
dim F < oco. Donc, elles restent valables pour un e.v.n. quelconque.

8.5 Critére d’extremum global des fonctions convexes

Proposition 8.23. Si f est une fonction convexe de class C' sur un ouvert convere U C E alors
a € U est un point critique de f (c.a.d. df (a) = 0) si et seulement si a est un minimum global de

f.

Démonstration. Soit df (a) = 0. Par Théoréme 1), f(u) — f(a) > 0. Donc, f(u) > f(a) pour
tout u € U et a est un minimum glogal de f.

Réciproquement, soit ¢ un minimum glogal de f. Supposons par absurd que df(a) # 0. 1l
existe u € U tel que df(a)(u —a) > 0. Mais f est de class C'. Donc, il existe b € U tel que
df (b)(b — a) > 0. Par Corolaire [3.13]

0 < df(b)(b—a) = inf f(b+t(a—1b)) — f(b)

0<t<1 t

< fla) = £(b).
D’ou, f(b) < f(a). Absurd. O
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Théoréme 8.24. Soit C un convexre de R™ avec C C U ou U est un ouvert de R™. Soit f : U — R
une fonction de classe C', convexe sur C. Alors a € C est un minimum glabal de f sur C si et
seulement st

Ve e C,df(a)(c—a) =< v f(a),c—a>>0.

Démonstration. Si a est un minimum global sur le convexe C, f(a) < f((c — a)t + a) pour tous
ce Cettel0,1]. Donc,

f(c—a)t+a)— f(a)

t—0+ t

Réciproquement, si df (a)(c — a) > 0 pour tout ¢ € C, en vertu du Corollaire [8.13]

0<df(a)e—a) = it TEZOTDZTO iy o)

D’ou, f(¢) > f(a) pour tout c € C. O

=df(a)(c—a) > 0.

Exemple 29. Soient U = R", u € R" et f(z) =| u —x [|?, z € R™. Alors v f(z) = —2(u — z)
et le hessienne H f(z) est deux fois la matrice identité. En vertu du Théoréme (3), f est
strictement convexe. Si C' est un convexe de R™ alors la restriction de f sur C' (notée aussi par
f) est strictement convexe. Théoréme imlique que le point a dans sa formulation minimise la
distance de u & C' si et seulement si :

Vee C,<u—a,c—a><0.

Le théoréme suivant montre l’existence et 'unicité d’un tel point a. Le théoréme analogique
(mais avec une démonstration différente) est valable dans le cadre plus général des espaces Hilbert
(e.v.n. qu’on va introduire plus tard).

Théoréme 8.25. (théoréme de projection sur un conveze fermé de R"™) Soit C C R™ un convezxe
fermé non-vide et || - || la norme euclidienne. Pour tout v € R™ il existe un unique a € C, noté
Po(u) et appelé projection de u sur C, tel que

[u—al=inf|u—c].
ceC

C’est l'unique vecteur a € C' tel que
VeeC,<u—a,c—a><0.
De plus, pour tout b € C, b+ N.(b) = Pgl(b) et b+ N.(b),b € C, forment une partition de R™.

Démonstration. Comme C' est non-vide r = ing | u—c|< oo. Soit D := C N B(u,r + 1), o
ce

B(u,r + 1) est la boule fermée de rayon r + 1 centrée dans u. Alors D est fermé et borné, donc
c’est un compact de R". Evidemment, D N C # () et D contient les éléments ¢ € C tels que
| c—u||<r+1. Donc,
r=inf [u—c]| .
ceD

Or ¢ || u—c || est continue sur le compact D, donc atteint son infimum en a € D. Par croissance
du carré, c’est aussi le point oul || u — ¢ ||? atteint son minimum. La hessienne de z || x — u ||?
est deux fois 'indentité, donc cette application est strictement convexe. Donc le minimum a est
unique par Proposition 4).

En fin,

Plb)={u€ EVee C;,<u—bc—b><0}={u€ Elu—bec No(b)} =b+ No(b).

Le fait que Po : E — C est une application surjective (vu que Po(c) = ¢ pour tout ¢ € C) implique
le rélultat de partition. O
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8.6 Inégalités de convexité

La convexité (ou la concavité) est souvent utilisée pour établir des inégalités. Citons un exemple
important et relativement simple.

Proposition 8.26. Soit f: [0, +oo[— [0, +oo[ une fonction concave. Alors pour tout x,y > 0 on
a f(x+y) < fz)+ f(y)-

Démonstration. Fixons y > 0 et considérons la fonction g: [0, 4+o0o[— R définie par g(z) = f(z) +

f(y) = flz+y).

Alors, pour tous a,b € [0,+00[,a < b, on a

g(b) —g(a) _ f(b) = f(a) flbty) - flaty)

b—a b—a b—a
Puisque Fb+ yl)) : (]::(a ) = fgllj I z; : {éi@;j) est le taux d’accroissement de f entre (b+ y)

et (a+1y) et f est concave, I'inégalité des pentes nous donne donc que > 0, autrement

g(b) — g(a)
b

dit g est croissante.
Par conséquent, on a pour tout = que g(z) > g(0) = f(0), et donc f(z) + f(y) — f(z +y) >
f(0) >0, ce qu’on voulait démontrer. O

Voyons maintenant l'inégalité la plus importante de notre cours.

Théoréme 8.27 (Inégalité de Jensen). Soit (X, A, u) un espace de probabilité, g une fonction
w-intégrable a valeurs dans un intervalle (quelconque) I, et v: I — R une fonction convexe. Alors

Jxgdp el et
w(/ gdu)é/wogdu-
X X

(L’intégrale de droite peut étre égale a +oo!)

Démonstration. Par Corollaire [8.18]la fonction ¢ est continue sur I, donc borélienne sur I, donc
la composée ¢ o g est borélienne aussi.

Posons m = [, gdu. (Rappelons que m € R.) Soit m ¢ I. Alors il existe € > 0 tel que soit
m > g(x)+¢e pour tout & € X soit m < g(x) — e pour tout € X. En utilisant que u(X) = 1, dans
le premier cas m > fX gdu + € = m + € et dans le deuxiéme m < fX gdu —e = m — . Absurd.
Donc, m € I. Soit m le minimum de I. Alors on a fX(g—m)du =0etg—m>0,doncg—m=20
p-p.p. Mais Im(g) C I. Donc, m € I. En plus, on a

/Xsoogdu=/xsa(m)dﬂzgp(m):w(/ng/O .

Le cas oit m est le maximum de I est traité de facon similaire.
Finalement, le cas qui nous reste est celui ou m appartient & 'intérieur de 1.
Le Théoréme donne que

vtel, o(t)—e@(m)>alt—m)

ot @ = ¢y(m) ou wy(m). Mais im(g) C I. En particulier, pour tout = € X on a p(g(z)) >
e(m) + a(g(z) — m). La fonction a droite est intégrable. Donc, 'inégalité est conservée aprés
I’intégration et on obtient

/Xsoogduz/Xso<m>du+a/X<g—m>du:so(mwa(/ngu—m):so<m>.
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Une analyse de la preuve ci-dessus permet de préciser et renforcer le Théoreme [8.27] dans
certains cas.

Proposition 8.28. Avec les notations et les hypothéses du Théoréme[8.27, supposons en plus que

p est strictement conveze. Alors
w(/ gdu) =/ ¢ ogdu
X X

si et seulement si g est constant p-p.p.
Démonstration. <) Si g = m € R p-p.p. alors [y gdu = m et p o g(x) = ¢p(m) p-p.p. Donc,
Jx pogdu=p(m) = ([ gdp).

=) Au cours de la preuve du Théoréme nous avons établi que m = [, gdu € I et, par la
convexité de ¢, que
Viel, o) —e(m)>alt—m)

oit v = @ (m) ou p;(m). En particulier,
vz e X, pog(z) —¢(m) —algz) —m) 2 0.
En intégrant cette inégalité (et en utilisant linéarité de I'intégrale de fonctions intégrables et I’hy-

pothése ¢(m) = [y ¢ o gdu ), on obtient que

/ (00 g(z) — @(m) — alg(z) — m))du = 0.
X

Do, ¢ o g(z) — p(m) = a(g(x) — m) p-p.p. Supposons que g n’est pas égal & m p-p.p. Soit
X' = {x € X|g(z) # m}. Alors u(X’) > 0. Supposons que g(x) = m’ pour tout z € X'. Alors,
m = [y gdp = p(X")m' + (1 — p(X'))m = m+ p(X’)(m’ —m) # m. Absurd. Il reste a considerer
le cas quand X’ contient des éléments x; et z2 tels que g(z1) > g(z2), ¢ o g(z1) — ¢(m) =

a(g(z1) —m) et o g(z2) — p(m) = a(g(z2) — m). Donc, “"°i,((211))__“f,fm) = “"O_gq((”;“;))__ﬁgm)- Mais
@ est strictement convexe et g(x1) > g(xz2). En vertu de la Proposition , % >
gog(wa)—e(m) - Apgyrd, O

g(z2)—m

Proposition 8.29. Avec les notations et les hypothéses du Théoréeme[8-27, supposons en plus qu’il
eviste Y € A tel que 0 < pu(Y) < 1. Alors ¢ ( [y gdp) = [ ¢ o gdu pour toute fonction g sur X,
p-intégrable et a valeurs dans I si et seulement si p est linéaire, i.e. p(x) = azx+ S ot o, € R.

Démonstration. <) Sip(x) = ax+p alors o( [y gdp) = a [y gdu+5 = [ (ag+B)du = [y pogdpu.

=) Soit A = pu(Y'). Pour a et b € I, a < b, on définit la fonction g, = alye + bly. La fonction
Ja.b €St p-intégrable, & valeurs dans I et fX Ja.pdpt = (L1=X)a+Ab. Alors pog,p = p(a)lye+p(b)ly
et, donc,

[ €0 gundn = (1= )p(a) + 2e0) = ¢ ( /. ga,bdu) — (1= Na+ ).

Les inégalités de pentes (8.14) impliquent que la restriction de ¢ sur [a,b] est linéaire pour tous a
et b € I. (Faites un dessin.) Donc, ¢ est linéaire sur I, i.e. p(z) = azx + S ou «, 5 € R. O

Le corollaire suivant est un cas trés particulier de I'inégalité de Jensen, qui peut se montrer
facielment sans théorie de la mesure en utilisant la définition d’une fonction convexe.
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Corollaire 8.30. Soit I un intervalle de R, a1, ..., a, des réels positifs tels que Y, a; =1, et
o une fonction convexe sur I. Alors, pour tout z1,...,2, € I on a

P <Z 0@%‘) < Zais@(xi) .

Démonstration. On considére ’espace de probabilité (X, P(X),pu) ou X = {z1,...,2,} et p =
Yo, @by, ou &y, désigne la mesure de Dirac en z;. Pour toute fonction g: X — R on a

/ gdp = aig(w;) .
X i=1

n
En considérant pour ¢ la fonction identité, on a donc / pogdy = Zaigo(xi), et / gdp =
X =1 X
n

g a;x;. L'inégalité de Jensen nous donne comme attendu

i=1

n n
® <Z aﬂi) < Zaz‘@(%‘) -
i=1 i=1
0

Remarque 8.31. Dans le corollaire ci-dessus, le cas n = 2 correspond exactement & la définition
de la convexité. En particulier, une application ¢ qui satisfait l'inégalité de Jensen pour toute
fonction intégrable sur un espace de probabilité, est nécessairement convexe.

Exercice 8.32. Donner une démonstration du corollaire ci-dessus qui n’utilise que la définition
d’une fonction convexe (et le principe de récurrence).

Le corollaire [8:30 permet d’établir plusieurs inégalités classiques, comme par exemples celles de
I’exercice suivant.

Exercice 8.33. 1. Montrer que la fonction  — —In(z) est strictement convexe sur |0, +o0.
En déduire I’inégalité arithmético-géométrique : pour tout x1,...,x, positifs on a

(H a?i) < - in .
=1 n i=1

2. Montrer que pour p > 1 la fonction z — 2P est convexe sur [0, 400[ et en déduire que pour
tout x1,..., T, positifs on a

1

1 — 1 — i

=Y < =) 2P )

= (i)
(Indication : Pour montrer que x — zP est convexe sur [0,+oo[, on peut montrer qu’elle
est convexe sur |0, +oo][ et continue sur [0, +o00[, conditions qui impliquent la convexité sur
[0, 4+00[.)

3. Que peut-on dire si 7 <” dans les parties 1 et 2 de I’exercice est remplacé par ” =" 7

Proposition 8.34. Supposons que 0 < p < g < +0oo et que (X, A, 1) est un espace de probabilité.
Alors, pour toute fonction positive mesurable f, on a

(fora) < ([ rm)
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Démonstration. Posons r = 4 et g = fP. Comme x — 2" est convexe sur [0, +oo], I'inégalité de
Jensen nous dit que quand g est intégrable on a

() <o

p
Alors < / f”du) < / fidu, et cette inégalité est équivalente a celle qu’on souhaitait établir.
X X

Reste & traiter le cas ou g n’est pas intégrable; dans ce cas, on peut par exemple poser f, =
min(f,n), et noter que les suites (f?) et (fZ) sont croissantes vers fP et f? respectivement; on
peut donc appliquer le théoréme de convergence monotone pour conclure que

P — 1 P q — 1 q
[ =i [ gran et [ prap= i [ g

Comme chaque f? est intégrable, la premiére étape de notre raisonnement nous donne < / fﬁdu) <
X

=

1

( / fﬁd,u) , et 'inégalité souhaitée s’en déduit par passage a la limite. O
X

Notation. Si (X, A, 1) est un espace mesuré, f est une fonction mesurable sur X et 1 < p < +o0,

on notera .
1= ([ )
X

Remarque 8.35. La notation ||f||, est introduite uniquement dans le cas p > 1. Dans ce cas
est valable I'inégalité de Minkowski démontrée dans le chapitre suivant qui entraine que ’ensemble
de fonctions avec || f]|, < co constitue un espace vectoriel normé.

La Proposition [8:34] consiste a dire que, sur un espace de probabilité, on a pour toutes fonctions
f, g mesurables positives I'inégalité ||f|l, < ||f|lq dés que 1 < p < ¢ < +o0.

Définition 8.36. Soit p,q € [1,+0o0]. On dit que p et ¢ sont des exposants conjugués si on a

1 1
— + — = 1. On dit qu’alors ¢ est I’exposant conjugué de p.
p q

Notons que, si g est ’exposant conjugué de p, alors p est I’exposant conjugué de ¢; 1 est
I’exposant conjugué de +oo, tandis que ’exposant conjugué de 2 est 2.
Cette notion est importante en grande partie & cause de I'inégalité suivante.

Théoréme 8.37 (Inégalité de Holder). Soit (X, A, u) un espace mesuré, p,q €)1, +oo[ deuz ex-
posants conjugués et f,g deux fonctions mesurables a valeurs réelles telles que |f|P et |g|? sont
intégrables. Alors le produit fg est intégrable, et on a

| sl < (/X|f”du>'l’(/x |g|qom>é |

De maniére plus condensée : || fglli < ||fllpllgllq-

Démonstration. Comme seules les valeurs absolues de f, ¢ interviennent dans 1’énoncé, on peut
supposer f,g & valeurs positives. Notons ensuite que, si f ou g est nulle presque partout alors il
en va de méme du produit fg et 'inégalité désirée est vraie. On peut donc supposer que g n’est
pas nulle presque partout, auquel cas |/g||q > 0. Considérons ’espace mesurable (X, .A4) muni de la
gq

= ———du. C’est un espace de probabilité.
A Jx 99du

mesure & densité v définie par v(A)
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Considérons la fonction h = fg'~9. Alors en utilisant la Proposition et le fait que, comme
p et g sont conjugués, on a p(1 — q) + ¢ = 0, on obtient :

o = (o) ()

IN

= lallqll Al -
O

L’inégalité de Holder est une des inégalités fondamentales concernant les espaces LP, qui consti-
tuent la matiére du chapitre suivant. Dans le cas particulier oi p = ¢ = 2, on retrouve [’inégalité
de Cauchy-Schwarz, valable dés que f? et g? sont intégrables :

| Vsl < ( /. deu)é ( /. deuf
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Chapitre 9

Introduction aux espaces LF

Dans ce chapitre, (2, T, ) désignera un espace mesuré. Il est facile & voir que la rélation f =g
1-p-p- est une rélation d’équivalence. Par la suite chaque fonction mesurable sera idintifiée avec sa
classe d’équivalence. Autrement dit, on va travailler en identifiant les fonctions si elles coincident
w-presque partout et on écrira [ = g quand p({z: f(z) # g(x)}) = 0. En particulier, f = 0
signifiera que f vaut 0 presque partout. Par exemple, si f est la fonction caractéristique de Q, on
pourra écrire f = 0.

9.1 L’espace L™

Définition 9.1. Soit f: Q — [0, 4+o0] une fonction mesurable. On dit que M € [0, +oo] est un
magorant essentiel de f si u({z: f(z) > M}) = 0, autrement dit, si f < M presque partout. On
dit que +o00 est un majorant essentiel de f si u({z: f(x) > M}) > 0 pour tout M € R*.

Si f: Q — R est une fonction mesurable, on définit || f||o comme le plus petit majorant essentiel

de ||

Notation. Si désigne par L (2, T, u), ou simplement L>=(Q2) quand il n’y a pas de risque de
confusion, I’ensemble formé par toutes les fonctions f telles que || f|oo < +oo

Proposition 9.2. (L*(Q),] - |le) est un e.v.n. (espace vectoriel normé).

Démonstration. Commencons par vérifier I’axiome de séparation : || f||cc = 0 est équivalent a dire
que p({z: |f(z)] > 0}) = 0, autrement dit que f = 0 (presque partout).

Ensuite, notons que si a € R, alors M est un majorant essentiel de f € L>°(Q) si et seulement
si |a|M est un majorant essentiel de af. Il suit que af € L>=(2) et |laf|loco = |a||lf]co-

Veérifions l'inégalité triangulaire : soit f,g € L>(Q2). Alors on a

u{z: |f(@)] > [[flleo ou |g(x)] > llgllsc}) =0

puisque cet ensemble est la réunion de deux ensembles de mesure nulle. Soit |f(z) + g(x)| >
[[fllso + llglloc- Mais [ f ()] + [g(x) = [f(x) + g(x)|. Donc, [f(x)] > || f]le or [g(x)] > [|g]lec- D 01,

p{z: |f(@) + 9(@)] > [flloo + [lgllc}) = 0.

On vient de montrer que ||f||cc + [|g]jcc €St un majorant essentiel de f + g, ce qui revient a dire
que f+g € L®(Q) et [|f + glloc < [flloc + llglloo- En particulier, si f et g € L>(Q) alors

f+geL>(Q). O

i. Répétons pour la derniére fois que deux fonctions sont identifiées si elles coincident presque partout ; notons
que si f = g presque partout alors || f|lcc = ||g|lcc-
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Rappel 9.3. Rappelons quelques notations et resultats de la sous-section 7.6.

1. Si (2, A, 1) est un espace mesuré, f est une fonction mesurable sur Q et 1 < p < +o00, on

note )
_ pay )
151 = ([ 167an)

2. La Proposition [8.34 montre que, sur un espace de probabilité, on a pour toute fonction f
mesurable I'inégalité || f||, < || fllq dés que 1 < p < ¢ < +o0.

1 1
3. Soit p,q € [1,+0o0]. On dit que p et ¢ sont des exposants conjugués si on a — + — = 1. On
dit qu’alors ¢ est I’exposant conjugué de p (ou que p est ’exposant conjugué de q).

4. L’inégalité de Holder (voir Théoréme [8.37) dit que si (2,4, i) est un espace mesuré, p,q €
J1,400[ sont deux exposants conjugués et f,g deux fonctions mesurables a valeurs réelles
telles que |f|? et |g|? sont intégrables alors le produit fg est intégrable, et on a

gl < I fllpllgllq-

La proposition suivante montre que l'inégalité de Holder reste vraie pour les exposants conjugués
1 et +o0.

Proposition 9.4. Si f, g sont mesurables, || f||1 < +00 et |||l < +00, alors fg est intégrable et

1Fglly < N[ flll1glloo-

Démonstration. 1l suffit de noter que, pu-presque partout, on a |g(z)| < ||g|leo, €t donc | f(z)g(z)| <
|7 (@)||lg]loo- En intégrant cette inégalité et en utilisant la Proposition on obtient bien

gl = /Q |f(x)g(x)|dp < /Q [f(@)llglloodp = [ fll1llglloo -

9.2 Les espaces LP({2)

La notation L (), T, ) introduite plus haut se généralise naturellement comme suit :

Notation. Sip € [1,+o0] alors LP(Q, T, u), noté LP (€, u) ou encore LP(2) quand il n’y a pas de
risque de confusion, est ’ensemble des fonctions f telles que || f||, < +oc.

On voudrait montrer que (LP(Q), ] - ||p) est un e.v.n. L’axiome de séparation n’est pas difficile
a montrer : on a bien ||0]|, = 0; et réciproquement, si [|f||, = 0 alors [, |f(z)[Pdu = 0, ce qui
n’est possible (comme |f(x)|P > 0 pour tout x) que si |f(x)|P = 0 u-presque partout, c’est-a-dire
si f =0 (presque partout). (Voir Corollaire [6.7])

L’axiome d’homogénéité se vérifie également trés facilement : pour f € LP(Q2) et A € R,

1

oty = ( [ fas@ran)” = (lar [ If(w)I”du); ~ lallf1,

Pour completer la preuve que (LP(Q),] - ||) est un e.v.n. il suffit de démontrer 'inégalité
triangulaire établit par le théoréme suivant.

Théoréme 9.5 (Inégalité de Minkowski). Soit p € [1,+o0] et f,g € LP(Q). Alors f + g € LP()
et |f +glly < I fllp + llgllp-
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Démonstration. On a déja traité le cas p = +o0 (Proposition et le cas p = 1 s’ensuit simplement
de l'inégalité triangulaire habituelle. Supposons donc p €]1, +oo[ et f,g € LP(Q).

Commencgons par montrer que || f + ng < 4o00. Comme la fonction x +— 2P est convexe, on a
pour tout z que

p

S H(@) + 59(2)

IN

‘1 Ll <;|f(x>|+;g<x>)p

En intégrant cette inégalité, on obtient que

(15 +Ngliz) -

N =

1
p
S+ gllp <

Ceci nous prouve que || f + g, < +oc.

Maintenant, notons que ¢ = P . est Pexposant conjugué de p. Notons que (f + ¢)P~D4 =

(f +g)P. Donc, (f +g)P~t € L1(Q). Ci-dessous, on utilisera I'inégalité de Holder pour la paire de
fonctions f et (f + g)P~ ! et, aussi, pour la paire de fonctions g et (f + g)?~!. On a

/ 4 glPdu
Q
/Q (1] + g1 + gl du

If+9lip

IN

L1815+ ot [ fall7 + gl
1Al 1+ 9, + gl - [+ 97,
— (Ul + gl - [+ 97,

(Il + gl + gllz

Si || f+gll, = 0 onn’arien a démontrer. Sinon, en divisant les deux cotés par || f +g[[5~! on obtient
1+ gllp < 17 1lp + llgllp- O

On se pose la question naturelle comment les espaces LP(Q, T, 1), p > 1, sont liés entre eux.

Proposition 9.6. Si u(2) < oo et 1 <p < q alors LI(Q, T, p) C LP(Q, T, ).

Premiére preuve. Si f € LY(Q, T, ) et p < qalors [, |f|Pdu = i |fIPdp+ S/ |fIPdp <
{zweQ:|f(2)|<1} {ze:|f(2)|>1}
u() + Jo | fl9dp < o0 O
Deuziéme preuve. Rien & démontrer si p(2) = 0. Soit u(Q) > 0et v = ﬁ Alors LP(Q, T, p) =
LP(Q,T,v) et LY(Q,T,pn) = LYQ, T,v). Puisque (Q, T,v) est un espace de probabilité, la Propo-
sition implique que L4(Q,T,v) C LP(Q, T,v). O

Exemple 30. On a L'(]0,1[) 2 L?(]0, 1[) parce que la fonction ]0,1[— R, z — ﬁ, appartient a

L(]0,1]) mais pas a L2(]0, 1[). (Vérification en exercice.) Donc, en général, si p < g et u(Q) < oo
alors L4(Q, T, 1) G LP(Q, T, ).

Exemple 31. Lorsque 7 = P(Q2) et u est la mesure de comptage sur €2, on note () au lieu
de LP(2,P(Q), ). En particulier, si & = N, [P(N) est I’espace des suites de puissance p-iéme
sommable, c.a.d. (a,) € IP(N) ssi > |an|? < oo.

neN

Proposition 9.7. Sip < q alors, 19(N) D IP(N).
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Démonstration. Si f € IP(N) alors > |un|P < o0 oit uy, := f(n). Donc la suite (u,) tend vers 0.

n>0
Par suite, si p < g on a |uy|? = O(Jun|P). D'ott, > |u,|? < oo par comparaison. Ceci montre que
n>0
f € l9(N). O
Exemple 32. L’inclusions dans la Propositionest stricte. Par exemple, f : n — %_H, appartient

4 [2(N) mais pas a [}(N). (Vérification en exercice.)

Exemple 33. Si f: R" = R, z — =, alors f € L*(R")\ L'(R"). (Vérification en exercice.)

D’autre part, si g : RT — R,z 1]0,1[(13)%, ’exemple [30| nous montre que g € L'(RT) \ L?(R™T).

Remarque 9.8. Les exemples et les propositions ci-dessus montrent que, en général, il n’y a pas
d’ordre entre les e.v.n. LP(£2, T, ) mais pour certain classes des espaces mesurés (Q,7,u) des
ordres existent. Donc, il faut faire beaucoup d’attention en travaillant avec les e.v.n. LP(Q, T, u).

Si0<p<g<+4ooet u(Q) =1 selon la Proposition on a pour toute fonction mesurable
positive f linégalité || f|, < ||fllq- I est trés facile a voir que ||f|l; < [|f]lco- (En exercice.) La
proposition suivante nous dit encore plus.

Proposition 9.9. Soit (2,7, 1) un espace de probabilité et f: Q — R une fonction mesurable.
Alors

£lloo = tim_ 171

Démonstration. Commencons par remarquer que ’on a toujours

Il = / FPdp < | FIE () = £ -

Par conséquent, lim,, o || fllp < ||f]]oo-
Pour voir la réciproque, notons que pour ¢ < || f||o fixé, 'ensemble A; = {x: |f(z)| > t} est de
mesure strictement positive. Par conséquent

1 1 1
1fllp = (P u(Ay))r = tu(Ay)? et p(A)? — 1 quand p — 400 .
Donc, limy, oo [| fllp = £ 81 ¢ < [[floc- D70, [|f]loc = limp— 400 ([ f]p- =
Rappelons la définition suivante.

Définition 9.10. Une suite (u,) dans un e.v.n. (E, | -||) est une suite de Cauchy si quelque soit
€ > 0 il existe un N > 0 tel que pour tous n,m € N, n > N et m > N, on a ||u, — un| < e.

Définition 9.11. Une.v.n. (E, ||-||) est un espace de Banach si toute suite de Cauchy dans (E, ||-||)
est convergente.

Remarque 9.12. Il est facile & voir que chaque e.v.n. de dimension finie est un espace de Banach.
Par contre, en dimension infinie il y a des e.v.n. qui ne sont pas Banach. (Voir I’exemple 34 du
chapitre suivant ou la feuille TD.)

Le théoréme suivant est admis.
Théoréme 9.13. (de Riesz-Fisher) Pour tout p € [1,+00], LP(Q, T, 1) est un espace de Banach.

Définition 9.14. Soit (2, T, 1) un espace de probabilité, et (f,,) une suite de fonctions mesurables.
On dit que f,, converge en probabilité vers une fonction mesurable f si, pour tout € > 0, on a

lim p({e: | fulz) - (@) > }) =0.

n—-+oo
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Théoréme 9.15. Soitp € [1,+0o0], (Q, T, 1) un espace de probabilité, et (f,) une suite de fonctions
telles que f, € LP(Q) pour tout n et la suite (f,) converge vers f dans LP(). Alors (fy) converge
vers [ en probabilité.

Démonstration. Si p = +o0 le résultat est immeédiat puisque quel que soit € > 0, pour n suffisam-
ment grand on a ||f, — flleo < & et donc p({z: |fu(x) — f(x)] > e}) = 0.

Supposons donc p < 400, fixons € > 0 et considérons l'ensemble A4,, = {z: |fn(z) — f(x)| > €}
Sur A, on a |f, — f|P > €P, et donc

Pu(Ay) < /Q o — fIPd

e
Autrement dit, p(A4,) < M, et le terme de droite tend vers 0 quand n tend vers +oo
€

puisque || f,, — fl|, tend vers 0. O

On pourrait aussi se demander quel est le rapport entre convergence LP et convergence presque
partout. La proposition suivante est une conséquence facile du théoréme de convergence dominée.

Proposition 9.16. Soit (Q, T, ) un espace mesuré, p € [1,+o0[, et (f,) une suite de fonctions
mesurables telles que f,(x) converge simplement vers une limite f(x) (presque partout), et suppo-
sons qu’il existe une fonction g € LP(Q) telle que pour tout n on ait |f,(x)| < g(z) presque partout.
Alors f € LP(Q) et ||fn — fllp = 0 quand n tend vers +o0.

Démonstration. En écartant un sous-ensemble de mesure 0 on se raméne au cas f,(x) — f(z) et
| fn(x)] < g(z) pour tout z. La fonction f(x) est mesurable comme limit de fonctions mesurables
et |f(z)] < g(x). Donc, |f(x)|P < g(x)P pour tout z. Par le théoréme de convergence dominée,
J1f@)Pdi < [ g@)Pdp et, donc, f € LP(Q). En plus, |£(z) — fu(2)] < 20(z) et |f() — fo ()P <
2Pg(x)P. Puique g est intégrable, le théoréme de convergence dominée implique que [ |f(z) —
fn(z)|Pdp — 0. Ainsi, nous avons demontré que ||f, — f|l, = 0 quand n tend vers +oo.

Réciproquement, on a le résultat suivant, qu’on se contente de mentionner ici sans démonstra-
tion.

Théoréme 9.17. Soit (Q, T, 1) un espace mesuré, p € [1,4+00[, et (f,) une suite d’éléments de
LP(Q) telle que || fr, — fllp = 0 quand n tend vers +oo. Alors il existe une suite extraite (fy,) telle
que (fn,(z)) tend vers f(x) presque partout.

Exercice 9.18. Soit (€2,7,u) un espace mesuré, et (f,) une suite d’éléments de L°(£) qui
converge vers f dans (L>=(Q), || - ||o)-
1. Montrer que (f,(z)) converge vers f(x) presque partout.

2. Montrer que la réciproque est fausse.
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Chapitre 10

Espaces de Hilbert ; bases
hilbertiennes

Dans tout ce chapitre, £ désignera un R-espace vectoriel de dimension quelconque. On com-
mence par des rappels.

10.1 Quelques résultats sur les espaces euclidiens

Définition 10.1. 1. Un produit scalaire sur E est une application (-,-) : E x F — R qui est :
— symétrique, c’est-a~dire que pour tout z,y € F on a (z,y) = (y, ) ;
— bilinéaire, c’est-a-dire que pour tout z,y,z € E et tout A € R on a (A + y,2) =
M, z) + (y, z) (et donc aussi (x, \y + z) = Mz, y) + (y, z) par symétrie) ;
— définie positive, c’est-a-dire que pour tout z € E on a (z,z) > 0et (x,2) =0 z =0g.
2. Si E est mune d’un produit scalaire alors E est un espace euclidien.

Exercice 10.2. Montrer que, si (X, .A, 1) est un espace mesuré, alors (-, -) défini par

(f,9) = /X fgdu

est un produit scalaire sur L?(X), donc, L?(X) est un espace euclidien et méme complet par le
théoréme de Riesz-Fisher.

Dans la suite, E désigne un espace euclidien avec produit scalaire (-,-).

Notons qu’ici on travaillera avec des espaces vectoriels réels; on peut aussi définir un produit
scalaire pour des espaces vectoriels complexes mais dans ce cas-1a on doit demander qu’il soit
sesquilinéaire plutdt que bilinéaire.

Pour nous habituer aux calculs avec les produits scalaires, notons deux conséquences faciles.
La premiére est qu’on connait les valeurs de (x,y) pour tout z,y dés qu’on connait la valeur de
(x,x) pour tout x € E.

Proposition 10.3 (Identité de polarisation). Pour tout x,y € E on a
Démonstration. Par bilinéarité et symétrie, on a
(z+y,zt+y) = (Bz+y+yzt+y)
= (z,2) +(2,9) + (y,2) + (v v)
= (z,2)+(y,y) +2(z,y) .
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Un calcul similaire (ou le résultat précédent appliqué a y' = —y) donne
(r—y,x—y) = (z,2) + (y,y) — 2(z,y)

d’ou le résultat. O
Proposition 10.4 (Identité du parallélogramme). Pour tout x,y € E on a

(zt+y,z+ty) +{z—yz—y) =2z,2)+2(y,y) .

La preuve est laissée en exercice.
Théoréme 10.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tout x,y € E on a
(z,9)* < (z,2)(y,y)

avec égalité si et seulement si x et y sont liés, c.a.d- x € Ry ouy € Rz

Avant de donner la preuve de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, notons tout de suite une consé-
quence fondamentale.

Corollaire 10.6. L’application © — /{(x, ) est une norme sur E qu’on notera dans la suite ||z||.
Donc, E est un e.v.n.

Démonstration. L’axiome de séparation se déduit immeédiatement du fait que le produit scalaire est
défini positif. Celui d’homogénéité suit de sa bilinéarité. Il reste & vérifier 'inégalité triangulaire :
soit ¢,y € E. On a

(#+y,z+y) = (z,2)+(yy) +2(z,y)
<Az, x) + (y,y) + 2/ {x, )/ {y,y) (Cauchy-Schwarz)

= (VEa +Virw)

Comme toutes les quantités en jeu sont positives, on peut passer a la racine carrée de chaque
coté de I'inégalité et obtenir comme espéré

Viet+yz+y) <o)+ ) .

O
Remarque 10.7. En utilisant la notation ||z|| = \/(x, x) I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit
[z, )] < [lz]l - llyll

et les identités de polarisation et du parallélogramme s’écrivent ainsi :
Vo,y € B 4ax,y) = |z +yl]* — ||z —yl? (polarisation)
Vo€ B 2lal?+2lyl? = =+ yll + = — yll? (parallélogramme)

Preuve de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Fixons z,y € E, et considérons I'application définie sur
R par

ts (x+ty, x +ty) = (x,z) 4+ 2t{z,y) + t2(y, ).
1l s’agit d’une application polynomiale, de degré 2, & valeurs positives. Le polyndme en question
ne peut avoir qu’une racine réelle au plus (sans quoi il changerait de signe) : son discriminant doit
donc étre négatif ou nul. Autrement dit, on doit avoir

Az, y)* — Az, 2)(y,y) <0 & [z.y)] < llz]| - [ly]-

Il est facile & voir que si « et y sont liés alors |(z, y)| = ||z||-||y||. Supposons que [(z,y)| = ||z|-||y|| #
0. Alors t = —% # 0 est la seule racine du polynome ci-dessus. Donc, (x + ty,z + ty) = 0 et
x+ty=0,i.e. x ety dont liés. O
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Corollaire 10.8. Si a € E alors l'application E — R, z — (a, ), est continue.

Démonstration. Soit z; — = dans F, c.a.d. ||x; — z|| — 0. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(a2 — z3)| < la] - [ — zi]].

D’o,
((a,z — z;)| = [(a, ) — (@, z:)| = 0.

Définition 10.9. Soit A un sous-ensemble de ’espace euclidien E. On définit
At ={z € E:Vac A (a,2) =0} .
On appelle AL 'orthogonal de A.

Exercice 10.10. Montrer que, pour A C E :
1. Al est un sous-espace vectoriel de E.
2. At est fermé dans E.
3. At = (A)*.
Définition 10.11. Une famille (a;);c; de vecteurs non nuls de I’espace euclidien F est dite ortho-

gonale si pour tout ¢ # j on a (a;,a;) = 0.
La famille est dite orthonormale si elle est orthogonale et de plus ||a;|| = 1 pour tout i € I.

Proposition 10.12. Toute famille orthogonale est une famille libre.

n
Démonstration. Soit (a;);es une famille orthogonale et a;,,...,a;, , A\1,..., A\, tels que Z Ak, =

k=1
0.
Observons que pour tout j € {1,...,n} on a

<Z)\kaikaaij> = Z)\k<aik7aij>
k=1 k=1

= > Melain,ai,) + Ajllai, |?
2
= Njllag |I?

On en déduit que \j||a;, | = 0 pour tout j puis, puisque tous les a;, sont non nuls, que A\; = 0
pour tout j : la famille est bien libre. O

Exercice 10.13. Montrer que, si (a;);cr est une famille orthogonale de vecteurs de E on a pour
tout Aq,..., A, € R et tout iy,...,4, € 1

n n
k=1 k=1

Exercice 10.14. On se place dans I'espace L%([0, 1], B([0, 1]), A) muni du produit scalaire (f, g) =
1

f(z)g(z)dz. On considére la famille (uy)x>1 définie par uy(z) = sin(kwz) pour tout x € [0, 1]

0
et tout £ > 1. Montrer que c’est une famille orthogonale.

83



10.2 Espaces métriques complets

La notion d’une suite de Cauchy, déja introduite dans le cadre des e.v.n. (Définition [9.10)), se
généralise naturellement pour les espaces métriques.

Définition 10.15. Soit (X, d) un espace métrique, et (x,) une suite d’éléments de X. On dit que
(z,,) est une suite de Cauchy si la propriété suivante est vérifiée :

Ve > 03N e NVn,m > N d(xp,zm,) <c€.

Autrement dit : & partir d’un certain rang, les termes de la suite deviennent arbitrairement
proches les uns des autres.

Exercice 10.16. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que toute suite convergente est de
Cauchy, et que la réciproque est fausse en général (on pourra par exemple considérer la suite
définie par x,, = 27" dans 'espace X =|0, +o0o[ muni de sa distance usuelle).

Exercice 10.17. Soit (X,d) un espace métrique, et (z,,) une suite de Cauchy d’éléments de X.
Montrer que () est bornée.

Définition 10.18. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est complet si toute suite de
Cauchy d’éléments de X est convergente.

Remarque 10.19. D’aprés la Définition un espace de Banach (F, || - ||) muni de la distance
induite par la norme || - || est un espace métrique complet.

Proposition 10.20. Soit (X,d) un espace métrique complet et F C X un sous-ensemble. Alors
F est fermé dans X si et seulement si (F,d) est complet.

Démonstration. Supposons que F est fermé. Soit (x,,) une suite de Cauchy d’éléments de F. C’est
en particulier une suite de Cauchy d’éléments de X, elle converge donc vers un certain x € X
puisque (X, d) est complet. Comme F est fermé dans X, on doit avoir z € F. On vient de montrer
que toute suite de Cauchy d’éléments de F' converge dans F' : (F,d) est complet.

Montrons la réciproque, i.e. on supposons que (F,d) est complet. Soit (z,,) une suite d’éléments
de F' qui converge vers z € X. Alors (x,) est de Cauchy puisque toute suite convergente est de
Cauchy ; comme F est complet (z,,) converge dans F', ce qui montre que = € F. O

Proposition 10.21. Soit (X, d) un espace métrique, et (x,) une suite de Cauchy d’éléments de
X telle que (x,) admette une sous-suite (x,,) convergente. Alors (x,) converge.

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy d’éléments de X, et z € X tel qu’il existe une sous-
suite (x,, ) qui converge vers z. Fixons ¢ > 0. Alors on sait qu’il existe N tel que d(z,,z;,) < €
pour tout n,m > N. De plus, il existe aussi K tel que d(x,, ,x) < e pour tout k¥ > K. Comme ny
tend vers +o0, on peut trouver ko tel qu’on ait a la fois kg > K et ng, > N. Par conséquent, pour
tout n > N on a a la fois d(zn, Tn,, ) < € et d(zy, ,x) < ¢, donc aussi d(z,,z) < 2e. Ceci prouve
que (z,) converge vers x. O

Corollaire 10.22. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique compact, et (x,) une suite de Cauchy d’éléments
de X. Par définition de la compacité, on peut extraire une sous-suite de (x,) qui converge vers
x € X. La proposition précédente nous permet donc de conclure que (z,) converge vers x. O

Ceci nous fournit des exemples simples d’espaces complets.

Théoréme 10.23. Soit n € N* et || - | une norme sur R™. Alors (R", |- ||) est complet.
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Démonstration. Soit (z,) une suite de Cauchy d’élements de (R™,||-||). Alors (x,,) doit étre bornée
et, donc, 'adhérence {z, : n € N} est compact. Le corollaire |10.22| implique la convergence de
(zn)- O

Exercice 10.24. Soit (E, || -||) un R-espace vectoriel, et F' C E un sous-espace de dimension finie.
Montrer que F' est fermé dans E.

Définition 10.25. Un espace euclidien complet s’appelle espace de Hilbert.

Remarque 10.26. Par le théoréme de Riesz-Fisher (Théoréme si (X, A, p) est un espace
mesuré et p € [1,400] alors l’espace LP(X) est un espace de Banach, donc, un espace métrique
complet. Si p = 2 alors L?(X) est, en plus, un espace euclidien. (Voir l'inégalité de Holder et
'exercice [10.2}) Les espaces L?(X) procurent des exemples trés importants d’espaces de Hilbert.

Remarque 10.27. On sait qu’un espace euclidien de dimension fini et toujours complet. La notion
d’espace de Hilbert fait de sens dans le cas des espaces euclidiens de dimension infini (souvent des
espaces de fonctions) qui sont rarement complets.

Exemple 34. Donons un exemple d’espace euclidien de dimension infini qui n’est pas complet,
donc, n’est pas un espace de Hilbert. Soit C'([—1, 1]) ’ensemble des fonctions continues sur [—1, 1].
Alors C([—1,1]) est un sous-espace de L?([—1, 1], B(R), A1) (noté aussi par L?([—1,1])) et le produit
scalaire sur L?([—1, 1]) induit un produit scalaire sur C([—1,1]). Par conséquant, C'([—1,1]) est un
espace euclidien de dimension infinie. Il reste de montrer que C'([—1,1]) n’est pas complet.

On considéres la suite de fonctions

-1 si —1<t< =

()= mt si=t<t<d

C’est une suite de Cauchy dans C([—1, 1]) parce que

2
min(n,m)’

b — Suall3 = [ (6u(0) — 60 <

Supposons par absurd que ¢, — f ou f € C(]—1,1]). Soit ¢ la fonction discontinue égale & —1
si —1 <t<0etégalea +1 si 0 <t < 1. Par I'inégalité de Minkowski (valable dans L?([—1,1]))

1f =¥l < If = Snll2 + l¢n — P2

Par la continuité de f et la discontinuité de 1, || f —||2 > 0. On voit facilement que ||¢, —2[|2 — 0
et, par Uhyphotheése, ||¢, — f|l2 = 0. D’ou, ||f — ¢||2 = 0. Absurd.

Remarque 10.28. Selon I'exercice 1 de la feuille d’exercices VIII chaque sous-espace de dimension
finie d’un e.v.n. est fermé. Par contre, ’exemple ci-dessus montre que le sous espace C([—1,1]) de
L3([-1,1], B(R), A1) n’est pas fermé.

10.3 Projection sur un convexe fermé

On désigne par E un espace euclidien. Rappelons que F est un espace de Hilbert si E est
complet.

Définition 10.29. Soit A une partie non vide de E et x € E. On dit que ag € A est une projection
de x sur A sion a
|z — ao|| = inf{||z —al|: a € A} .
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Remarque 10.30. Il n’existe pas toujours une projection; et méme quand elle existe, elle n’est
pas nécessairement unique. Les exercices suivants donnent des exemples de ce phénoméne.

Exercice 10.31. Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire possédant une famille

1
orthonormale (e,,),~0. On considére F = {(1 + —)en:in > O}.
n
1. Montrer que Og n’a pas de projection sur F.

1 1

2. Montrer que pour tout n # m, ||(1 + —)e, — (1 + —)ey, || > 1. En déduire que F est fermé.
n m

(Plus précisement, il faut montrer que chaque point de F est fermé c.a.d. que F est discret.)

3. Expliciter un tel exemple pour I'espace d’Hilbert L?(]0, 1]).

Exercice 10.32. On considére un triangle équilatéral dans R?. Montrer que son centre de gravité
a trois projections.

Exercice 10.33. Soit S ! la sphére unité dans R™ centrée dans 0 € R™. Trouver les projections
de 0 sur ™~ L.

Les deux théorémes suivants ont été déja établis pour l’espace euclidien R™ (voir Théoréme
8.29)).

Théoréme 10.34. Soit E un espace de Hilbert, A C E un sous-ensemble conveze et fermé. Alors
tout point x € E admet une unique projection pa(x) sur A.

Démonstration. Fixons z € E, et notons 0 = infseca ||z — a||. On peut trouver une suite (a,)
d’éléments de A tels que || — a,|| converge vers 6. On va prouver que (ay) est une suite de
Cauchy ; alors on pourra conclure (comme FE est complet) que (a,) converge vers a, qui appartient
a A puisque A est fermé. Par continuité de la norme on aura alors ||z —al| = lim, o0 ||z —an|| = 6.
Ceci montrera ’existence d’une projection (mais pas encore son unicité).

Pour justifier que (a,) est de Cauchy, on va utiliser la convexité de A et utiliser le fait que
‘ITH’ € A pour tout a,b € A. En particulier, pour tout a,b € A on doit avoir

a+b
e - 422026

Fixons n,m € N et appliquons l’identité du parallélogramme & x — a, et * — a,, :
(@ = an) + (z = aw) |* + |(z — an) = (z = aw)|* = 2|z — anl® + 2]z — apn|* .

On en déduit

2|z — an”Q + 2|z — amH2 =12z —an — am)H2
o 2
2

llan — am”2

2]z = anll® + 2|z = aml|* — 4]z -

IN

2|z — an||2 + 2|z — amH2 — 452

Fixons € > 0. On sait qu’il existe N tel que pour tous n,m > N on a ||z — a,||* < 62 + ¢ et
|z — aml||? < 62 + ¢, et donc aussi ||a, — an,||?> < 4¢ . On vient de montrer que (a,) est de Cauchy.

Pour montrer que le projeté est unique, considérons a,b € A tels que ||z — al| = ||z — b|| = 4.
Par un calcul similaire que ci-dessus on obtient

la = b2 = 2]z — af]® + 2llz — bl — |22 — (a + b)||* < 45> — 46% = 0.

Ceci n’est possible que si a = b. O
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Théoréme 10.35. Soient E un espace euclidien (de dimension fini ou infini) et A un conveze
fermé de E.

(a) Soit © € E et pa(x) le projeté de x sur A. Alors pa(zx) est l'unique a € A tel que
VoeA (z—ab—a)<0.

(b) Supposons que pa(x) existe pour tout x € E (qui est le cas si E est de dimension finie
ou E est un espace de Hilbert). Alors Uapplication x — pa(x) est 1-lipschitzienne, c.d.d.
Ipa(z) —pal@)] <z —2'.

Premiére preuve de (a). Notons a = pa(z). Pour tout b € A, on a ||z — al|* < ||z — b||? par
définition du projeté. En utilisant la relation

lz=0* = l(@—a)+(a=-"b)?
= o —al?+lla—bl* + 2z — a,a —b),

on en déduit que pour tout b € A
2(x —a,b—a)

lz = al* = llz = b]* + [la - b]]*
la — o] .

IN

Fixons maintenant b € A, différent de a ; pour tout ¢ €]0, 1] on peut appliquer I'inégalité précédente
a by =tb+ (1 —t)a, qui appartient a A, et obtenir en utilisant le fait que by —a = t(b — a)

2z — a,t(b — a)) < b — a %

En divisant des deux cotés par ¢ et en faisant tendre ¢t vers 0, on voit que ceci n’est possible que si
(x —a,b—a) <0, ce qu'on voulait démontrer.

Supposons maintenant qu’on a o’ € A tel que (x —a’,b —a’) < 0 pour tout b € A. Avec un
calcul similaire au précédent, on a

lz —d'|]* = |lz = al® + 2(z —d’,a — d) — la—d'|]*.

Puisque (z —a’,a — a’) < 0 par hypothése sur @/, on a donc que ||z —a’||? < ||z — a||?, ce qui n’est
possible que si a = a’ par définition d’un projeté. O

Deuziéme preuve de (a). Comme ci-dessus, a = p4(z). Supposons par la contraposée qu’il existe
b e A tel que (x —a,b—a) > 0. Soit V le sous espace de F engendré par z — a et b — a. Le produit
scalaire sur F induit un produit scalaire sur V. D’ou1, V' est un plan euclidien qu’on peut identifié
au plan R2. On considére le triangle de sommets 0,z —a, b — a. L’angle entre z —a et b—a est < 3
car (z —a,b—a) > 0. Soit 0 < A < 1. Alors si A est suffisament proche de 0, a + A(b —a) € A et
|z —al > |z — (a + A(b — a))||. Contradiction.

Sia € A et tel que (x —a',b—da') < 0 pour tout b € A alors (x —a',a —a’) < 0 et
(r —a,a’ —a)=(—x+a,a—a’)<0.Dou, {a—ad,a—ad)=|la—d||*<0eta=ad. O

Preuve de (b). Montrons que x — pa(x) est 1-lipschitzienne. Soit z, 2’ € X. D’apreés (a), on a :

(z=pa(@),pa(a’)=pa(@)) = (—e+pa(@),pa(®)—pa(a)) <0 et (z'=pa(a’), pa(z)—pa(a’) <0.
Notons r =z — 2’ + pa(2’) — pa(x). En sommant les deux inégalités précédentes on obtient que
(pa(z) —pa(@), 2" — 2z +pa(z) —pa(a’)) <0,
autrement dit, (pa(z) —pa(z’),r) > 0. Finalement,
lz = 2'|* = llpa(z) - pala’) +r|?
lpa(@) = pal@)* + [Ir]* + 2(pa(@) — paa’),r)
Ipa(z) —palz)]* .

Y

On a bien montré que p4 est 1-lipschitzienne. O
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Remarque 10.36. Reprenons les notations du théoréme précédent, et supposons de plus que
x ¢ A. L'ensemble H = {z € E: (x —a,z —a) = 0} est un sous-espace affine de E (égal a
a + (Vect(x — a))t), qui admet un supplémentaire de dimension 1 (la droite de vecteur directeur
x —a); on dit que H est un hyperplan (affine). L’hyperplan H “coupe” E en deux demi-espaces :
I'ensemble H~des z tels que (x — a,z —a) < 0 et 'ensemble H des z tels que (x —a,z — a) > 0.
Le théoréme ci-dessus nous dit que A est entiérement contenu dans H —, tandis que x appartient a
H™. On dit alors que H sépare x et A. L’existence d’un hyperplan séparant un point d’un convexe
fermé est une conséquence importante du théoréme de projection. Par exemple, elle nous permet
de voir que tout convexe fermé dans un espace de Hilbert est une intersection de demi-espaces
fermés.

Un cas particulier trés important est celui de la projection sur un sous-espace vectoriel fermé
de E.

Théoréme 10.37. Soit E un espace de Hilbert et F' C E un sous-espace vectoriel fermé. Alors,
pour tout x € E, le projeté pr(x) est l'unique élément de F tel que x — pr(x) soit orthogonal a F'.
On le nomme projeté orthogonal de x sur F.

La projection orthogonale sur F est une application linéaire continue.

Démonstration. Soit x € E. Par définition, pr(z) appartient & F', et on a vu que pr(x) est 'unique
élément de F' tel que (x —pp(x), f —pr(x)) <0 pour tout f € F. Mais comme f +pp(x) € F, on
en déduit que (x — pr(z), f) < 0 pour tout f € F et, donc, (x — pr(z), f) = 0 pour tout f € F.
Réciproquement, si a € F est tel que (x — a, f) = 0 pour tout f € F, alors on a en particulier
(x —a,a) =0 et donc (x — a, f —a) = 0 pour tout f € F, et d’aprés le théoréme précédent cette
propriété impose que a = pp(x).
Reste & montrer que pr est linéaire (on sait déja qu’elle est continue puisqu’elle est 1-lipschitzienne).

Considérons z,y € E et A € R. Alors pour tout f € F on a

(x+ Ay —pr(x) —Apr(y), f) = (z—pr(),f)+ Ay —Aor(y), f)
= <$_pF(x)7f>+)‘<y_pF(y)’f>
= 0

Par conséquent, x + Ay — (pr(z) + Apr(y)) est orthogonal & tous les éléments de F, ce qui montre
que pr(z + Ay) = pp(z) + Apr(y). [

Corollaire 10.38. Soit £ un espace de Hilbert, et F' un sous-espace vectoriel fermé. Alors on a
E = F @ Ft. De plus, F* est fermé et c’est 'unique supplémentaire de F orthogonal a F c.a.d.
si E=F @G et G est orthogonal & F alors G = F*.

Démonstration. On sait déja que F+ est un sous-espace vectoriel (fermé) de E; de plus, si © €
F N Ft alors ||z]|> = (z,2) = 0. Enfin, pour tout € E on a x = (z — pr(x)) + pr(z), ce qui
prouve que x € F+ 4+ F.

Soit G' un supplémentaire de F' orthogonal & F, c’est-a-dire E = F ® G et G C F~*. Prenons
r€Ft Alors,z=f+gavec fec Fetge G,dot f=x—gc FNF*+ ={0g} et donc z € G.
Le fait que F'* est fermé se déduit facilement du Corollaire (en exercice). O

Exercice 10.39. Montrer qu’un sous-espace vectoriel F' de E est dense dans F si, et seulement
Si, FJ‘ = {OE}

Exercice 10.40. Soit (a;);c; une famille de vecteurs de E. Montrer que le sous-espace vectoriel
engendré par les (a;);cs est dense dans E si, et seulement si,

Vee E (Miel (z,a;)=0)<z=0g.

Exercice 10.41. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que (F*+)+ = F.
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Remarque 10.42. Soit a € E ou E est un espace euclidien. Par le Corollaire [I0.8] 'application
E — R,z —< a,z >, est une forme linéaire continue. Lr théoréme suivant montre que dans le cas
d’espaces de Hilbert chaque forme linéaire continue est de ce type. Rappelons que dans le cas des
espaces normés de dimension infinie ils existent de formes linéaires non-continues. (Voir I’Exercice

10.45| ci-dessous.)

Théoréme 10.43. Soit E un espace de Hilbert et ¢ : E — R une forme linéaire continue. Alors
il existe un unique a € E tel que ¢p(z) =< a,x > pour tour x € E. De plus, ||¢| = ||al|.

Démonstration. Montrons D'existance de a. Si ¢ = 0 on prend a = 0. Soit ¢ # 0 et F = {z €
E|é(x) = 0}. Alors F est un sous-espace fermé, E = F @ F+ et F+ # (0). Donc, il existe v € F+
tel que ¢(v) # 0. Montrons que F' + Rv = E. En effet, si « € E alors ¢(z — o(z) v) = 0, i.e.

¢(v)
T — ﬁgi; -v € F' qui montre que F'+ Rv = E.

On pose a = <f)(f;)> -v. Alors ¢(v) =< a,v > et ¢(x) =< a,x >=0si z € F. Donc, ¢(r) =<
a,x > pour tour x € F.
Pour montrer 'unicité de a, supposons que < a,z >=< a’,z > pour tous z € E. Alors
<a—d,x>=<a—-d,a—ad >=0,le. [Ja—d|=0et a=d
Rappelons que ||¢]| = sup ¢(v). Dong, ||¢|| = sup < a,v >.Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1

llvll= [vfl=1
(Théoréme ) si |lv]] =1 alors | < a,v > | < ||la|| avec égalité si v = Tar- Do, loll = |lef]. O
Définition 10.44. Soit (a;);c; une famille de vecteurs de I’espace de Hilbert E. On dit que (a;)ier
est une base hilbertienne de E si la famille (a;);c; est orthonormale et engendre un sous-espace
vectoriel dense.

On rappelle que la famille (a;);c; engendre un sous-espace vectoriel dense si, et seulement si
le seul vecteur qui est orthogonal & chacun des a; est le vecteur nul. Attention, une base hilber-
tienne d’un espace de Hilbert E n’est pas nécessairement une base algébrique! Donc, un espace de
Hilbert pourrait contenir un sous-espace propre et dense. Par contre, dans un espace euclidien F
de dimension finie aucun sous-espace vectoriel propre n’est dense dans E (ceci suit du fait qu’en
dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé).

Exercice 10.45. 1. Soit E un espace euclidien de dimension finie et soit ¢ : £ — R une
application linéaire. Montrer que ¢ est continue.

2. Soit F un espace de Hilbert. Supposons que E contient un sous-espace vectoriel qui est
a la fois propre et dense. (Par exemple, si E = L?([—1,1],B(R), ;) alors un théoréme
classique de Weierstrass implique que le sous espace des fonctions polynomiales & coefficients
rationnels est propre et dense.) En déduire qu’il existe une application linéaire ¢ : £ — R
qui n’est pas continue.

10.4 Procédé de Gram-Schmidt, inégalité de Bessel, identités
de Parseval

Notons tout d’abord que la projection d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel F' de dimension
finie se calcule facilement a I’aide d’une base orthonormale de F' (preuve laissée en exercice) :

Proposition 10.46. Soit E un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie
avec (e1,...,e,) une base orthonormale de F. Alors pour tout x € E, on a

n

pr(z) = Z(x, €;)€;.

=1
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Rappelons que le procédé de Gram-Schmidt permet de calculer une base orthonormale d’un
espace euclidien & partir d’une base donnée :

Proposition 10.47 (Procédé de Gram-Schmidt). Soit E un espace euclidien de dimension finie et
(e1,...,en) une base de E. Pour chaque 0 < i < n, notons F; le sous-espace vectoriel Vec(eq, . .., e;)
engendré par e, ...,e;. Alors, la famille (e),...,el,) définie de la maniére suivante est une base

orthonormale de E :

el = 671
! llexl]
i—1
@) ei =Y (eiel)el
ei — pr._ (e -
e = i PR G k_ll pour 1 <i<n
Tei = prs @)l S
lles = (ei i)kl
k=1

Exercice 10.48. Vérifier que les vecteurs e; = (1,1,1), e2 = (1,1, —1) et e3 = (0, 1,2) forment une
base de R3. Utiliser le procédé de Gram-Schmidt sur cette base pour obtenir une base orthonormale.

Maintenant, étant donnée une base orthonormale d’un espace euclidien, on a les identités sui-
vantes (& vérifier en exercice) :

Proposition 10.49. Soit E un espace euclidien de dimension finie et (e1,...,ey) une base ortho-
normale de E. Alors pour tous x, y de E, on a :

n

r = Z<xaei>eia
i=1
n

<1‘,y> = Z<xvei><yaei>7
ol = e

Plus loin dans cette partie (voir Théoréme [10.55)), nous allons voir que ces identités se généra-
lisent aux espaces de Hilbert ayant une base hilbertienne dénombrable.

Définition 10.50. Un espace métrique est dit séparable s’il contient une partie dénombrable dense.

Exercice 10.51. Un théoréme d’approximation de Weierstrass montre que toute fonction réelle
définie et continue sur [—1, 1] est limite uniforme de fonctions polynomiales & coefficients rationnels.
Notons que I’ensemble des fonctions polynomiales & coefficients rationnels est dénombrable. En
déduire que I’espace de Hilbert L?([—1,1],B(R), \;) (noté souvant par L?([—1,1])) est séparable.

Proposition 10.52. Un espace de Hilbert séparable posséde une base hilbertienne dénombrable
(€i)ien-

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. Indication : on considére une énumération (a,)nen
d’une partie dénombrable A dense, puis on en extrait une base du sous-espace vectoriel engendré
par A, et enfin, en utilisant le procédé de Gram-Schmidt, on construit (par récurrence) une base
orthonormale de ce sous-espace vectoriel. O

Exercice 10.53 (Polynomes de Legendre). On se place dans 'espace de Hilbert L2([—1,1]).
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1. En utilisant I'exercice précédent et le procédé de Gram-Schmidt, montrer qu’il existe une
base hilbertienne (p,)nen, telle que pour chaque n € N, la fonction p,, est une fonction
polynomiale de degré n.

2. Pour n € N, on considére la fonction polynomiale I,, définie par [,,(t)

pour t € [—1,1] (polynomes de Legendre).

(a) Montrer que la famille (I,,),en est une famille orthogonale.

(b) Déterminer le degré de [,, pour chaque n.

ln

2]
Théoréme 10.54 (Inégalité de Bessel). Soit E un espace de Hilbert et (e;)ien une famille ortho-
normale. Alors pour tout x € F,

(c) En déduire que pour chaque n on a p, =

—+oo
2 2
> wien)? <l
i=0
Démonstration. Soit n > 0. La projection de x sur I’espace vectoriel engendré par eg, ..., e, est

égale & Y 1" (x,e;)e; et est orthogonale & x — Y1 (z, e;)e;.
Cette orthogonalité entraine que :

2

Iz = | (@ eei| + ||z = (mee| =D (men?+|lz =) (mede| >D (v,e)
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
On conclut en passant a la limite. O

Théoréme 10.55 (Identités de Parseval). Soit E un espace de Hilbert possédant une base hilber-
tienne dénombrable (e;);en. Alors, pour tous x, y de E, on a :

+oo
x = Z(m,ei)ei7
=0
+o0o
ol = > (@e)?,
i=0
+oo
<x,y> = Z<x76i><y76i>'

=0

Démonstration. Notons F' le sous-espace vectoriel engendré par la famille (e;);en et pour chaque
n, notons F,, le sous-espace vectoriel engendré par eg, ..., e,. Donc, F' = UF,,. Comme F est dense
n

dans E, il existe une suite (x,,) d’éléments de F' convergeant vers z. Quitte & passer a sous-suite,
A ajouter de termes nuls et a répéter des termes, on peut supposer que pour chaque n, le terme
z,, appartient & F,,. Comme Y. (z,e;)e; est la projection de z sur F,, et z,, coincide avec sa
projection sur F,, on obtient ainsi I’inégalité

n

lz = > (z,eieill < llz —

i=0
n n

ce qui entraine que ||z — g (x,e;)e;|| converge vers 0 et, par conséquant, E (x, e;)e; converge vers
i=0 i=0

z. Dott, z = 355 (. e:)e;.
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En passant a la limite dans 1’égalité

2 2 2

n

Z<x7 €i>ei

=0

n

T — Z(z,@)ei

=0

]| = +

=3l e +

1=0

T — Z(a:,eﬁei

=0

on obtient la seconde identité du théoréme.

Notons que par bilinéarité du produit scalaire on a,

<Z<xaei>ei7 <yvei>ei> = Z(w,ei><y7ei).
=0 i=0

=0 i

Par continuité du produit scalaire, le terme de gauche converge vers (x,y) ce qui donne la derniére
identité.
O

Remarque 10.56. Le théoréme ci-dessus est valide quel que soit 'ordre de I’énumération de la
base de Hilbert et donc indépendamment de ’ordre avec lequel ’on somme les séries.

Les identités de Parseval permettent de montrer réciproquement que si un espace de Hilbert a
une base hilbertienne dénombrable alors il est séparable.

Exercice 10.57. Soit F un espace de Hilbert possédant une base hilbertienne dénombrable (e;);en.
On consideére la partie A des combinaisons linéaires finies de (e;);cn & coefficients rationnels. Notons
que A est dénombrable. Montrer que A est dense dans E

Terminons cette partie en montrant 'unicité du développement en série dans le théoréme[10.55
On étudiera un exemple important dans la partie suivante, les séries de Fourier.

Proposition 10.58 (unicité du développement). Soit (e;);en une base hilbertienne d’un espace
de Hilbert E. Soient x € E et (\;)ien une famille de scalaires dans R tels que la série Z;Og i€
converge vers x. Alors pour tout i € N, on a \; = (x,e;). On appellera ces scalaires, les coefficients
de x dans la base (e;)ieN-

Démonstration. Pour chaque n, posons x, = Z?:o Aie;. Par hypothése, on a (z,) qui converge
vers z. Notons que pour ¢ < n, on a (T,,e;) = A; et par continuité du produit scalaire (Corollaire
10.8), (x,,e;) converge vers (x,e;) On obtient (z,e;) = A;.

O

10.5 Une application : les séries de Fourier

On munit 'espace L?([—,]) du produit scalaire défini par

(f.9) = ;ﬂ/{_ ]fgdA-

Pour nous simplifier un peu les notations ci-dessous, notons s, (t) = sin(nt) pour n > 1, et ¢, (t) =
cos(nt) pour n > 0 (en particulier ¢ est la fonction constante égale a 1). On a déja vu (Exercice
10.14) que les fonctions (s,) forment une famille orthogonale; de plus le changement de variable
u = 5 — x permet de voir que pour n > 1 on a ||s,|| = [|c,|| (la norme étant celle associée & notre

produit scalaire : la constante multiplicative est 1a pour que ||1|| = 1), et comme s2 + ¢2 = 1, on
T

déduit que pour n > 1 on a / s2dy =, et donc ||s,|| = g, et de méme pour c¢,.

—T
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Le méme type de calculs que ceux effectués pour la famille (s, ) permet de voir que la famille
(¢m) est orthogonale, et aussi que pour tout n,m on a (s,,¢,) = 0. A titre d’exemple, montrons
cette derniére égalité : pourn > 1let m >0 on a

sin((n + m)t) + sin((n — m)t)
5 .

sin(nt) cos(mt) =

™ ™
De plus, / sin(kt) = 0 pour tout k, ce qui prouve que / sin(nt) cos(mt)dt = 0 pour tout n, m.

—T —T
Il ressort des calculs précédents que la famille de fonctions ((s5)n>1; (¢m)m>0 est une famille
orthogonale ; cette famille n’est pas orthonormale mais le serait si pour n > 1 on remplagait
(sn) par v/2s, et ¢, par v/2c,. L’espace vectoriel engendré par cette famille est appelé I’'ensemble
des polynomes trigonométriques. Les formules de linéarisation nous permettent de vérifier qu’un
produit de polynomes trigonométriques est encore un polynéme trigonométrique.

Théoréme 10.59. L’espace des polynomes trigonométriques est dense dans L*([—m, 7).

Démonstration. On doit montrer que, si f € L?([—m, 7] est telle que (f,c,) = 0 pour tout n > 0
et (f,s,) =0 pour tout n > 1 alors f est la fonction nulle.

Commencons par supposer que f est une fonction continue et non nulle; on souhaite montrer
que f n’est pas orthogonale & tous les polyndémes trigonométriques. Pour simplifier les notations,
on va se contenter de traiter le cas ou il existe h > 0 tel que f(z) > 0 pour tout = €] — h,h[. (En
remplagant f par a + f pour un o € R bien choisi, la preuve ci-dessous s’adapte facilement au cas
général.) Considérons alors le polynome trigonométrique

P,: x+— (14 cos(z) — cos(h))" .

Pour z €] — h, h[ on a que P,(x) croit (& = fixé) vers +00 quand n — +oo car cos(z) — cos(h) > 0,
tandis que pour x € [—m, —h[U]h, [ on a P,(z) — 0 et |P,(x)| < 1. Mais alors :

— Sur | — h,h[, on peut appliquer le théoréme de convergence monotone pour conclure que

fPpdX tend vers +oo.
]7h7h[
— Sur | —7, —h[U]h, 7r[, on peut utiliser le fait que |f(z)P,(z)| < |f(x)| < || f]lc pour conclure,

a I’aide du théoréme de convergence dominée, que fPrdX tend vers 0.
|=m,—h[Ulh,7]

Tout ceci nous dit que / fPndX tend vers +00; en particulier on ne peut pas avoir (f, P,) =0
]_ﬂ'vﬂ—l
pour tout n, par conséquent f n’est pas orthogonale & I’espace des polynémes trigonométriques.

Si maintenant on ne suppose plus f continue, mais seulement L2, et que f est orthogonale
aux polynomes trigonométriques, remarquons d’abord que z — F(z) = ffw fdX\ est bien définie
(d’aprés Holder, f est intégrable puisque la fonction constante 1 appartient & L?([x, 7]) et continue :

pour tout x,y € [—m, 7] on a
/’ fd)\' < \// de)\\// 102 < [|fllov5 =7 .
y y y

Soit maintenant P un polynéme trigonométrique, et @ une primitive de P (qui est de nouveau un

|F(z) — F(y)| =
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polynéme trigonométrique). Alors

(F,P)

= 0.

Ci-dessus, ’application de Fubini est justifiée par le fait que f(¢t)P(z) est intégrable sur I’ensemble
compact {(z,t) € [~m m]?: t < z}; et la derniére égalité vient du fait que f est supposée or-
thogonale & tous les polynomes trigonométriques. Comme F' est continue, la premiére partie de
notre raisonnement nous permet de conclure que F = 0. On vient donc de conclure que, pour
toute fonction f € L?([—m,7]) qui est orthogonale aux polynémes trigonométriques, on a pour

tout z,y € [—m, 7] que fdX = 0. 1l reste de déduire que f = 0 A-p.p. Soit C le clan engendré
[z,y]
par les intervalles [z, y]. Alors fA fdX = 0 pour tout A € C. On sait que la tribue borélienne est

engendrée par C. En vertu de l'exercice [6.21], f = 0 A-p.p.
O

Une autre fagon d’énoncer le théoréme précédent est de dire que la famille (co = 1, (v28,)n>1, (V265 )n>1)
est une base hilbertienne de L?([—n, 7]). Pour f € L?([—m,7]), introduisons ses coefficients de Fou-
rier :

wf)=then =g [ i
Yn > 1, an(f) = 2fen) = + /[ @) cos(m)iN)

Vi > 1, ba(f) = 2f,5) = /[ F(t)sin(nt)a(t)

7]

Puisque la famille (co, (v28n)n>1, (V2¢4)n>1) est une base hilbertienne, on sait (Théoréme
10.55)) que pour tout f € [—m, 7] on peut écrire :

f={frco)+ > ((f: V2e) V200 + (f,V250)V25,)

n>1
Hf||2 f,CO +Z f7 fcn (<f7 \/§Sn>)2
n>1

En termes de coefficients de Fourier, on a donc, pour toute fonction f € L?([—m,]) et presque
tout t € [—m, 7]

1. f(¢t) +Zan cos(nt) + b, (f) sin(nt) ;

n>1
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1 T 1
2. o | frdd=ao(f)’+5 D (@n(H))* + (bul(f))*

T ) 2

n>1
La série apparaissant dans la premiére égalité ci-dessus est appelée série de Fourier de f. Remar-
quons que, méme si f est continue, on n’a justifié la premiére égalité ci-dessus que presque partout
(c’est une égalité au sens des fonctions L?) : il peut a priori y avoir des points oli on n’a pas égalité
entre la fonction et sa série de Fourier ; effectivement, on a besoin d’hypothéses supplémentaires
(par exemple, si f est C' par morceaux) pour conclure que la série de Fourier de f converge en
tout point vers f.
La deuxiéme égalité ci-dessus, souvent appelée égalité de Parseval, est exactement la deuxiéme

identité du Théoréme [10.551

Exercice 10.60. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f définie sur [—m, 7] par f(x) =
x. A laide de 'égalité de Parseval, en déduire I’égalité :

+001 2
> E
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