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Chapitre 1

Rappels et premiéres définitions

1.1 Limites, sous-ensembles, dénombrabilité

. . . . = d
Dans la théorie on introduit les "nombres" —oc et 0o sur la droite réelle étandue R < R U {—00, 00} et/ou

sur la demi-droite réelle étandu RT YRty {oc}. Siz € R alors —oo < x < 00 et —00 < co. La somme = +y
avec x,y € R est définie a ’exception du cas ou x = £0o et y = —x. Le produit tx, t € R,z € R est défini sauf
sit=0et x=+c0.

Notations. Si ) # A C R alors
supA def le plus petit majorant M de A,

infA “ 1 plus grand minorant m de A.
Si 2,y € R alors on écrit souvent
xVy def max{x,y},
TAY = min{x, y}.
Définition 1.1. 1. Un ensemble A est dénombrable s’il est en correspondance bijective avec N, autrement
dit, s’il existe une application bijective x : N — A qui permet d’énumérer A (i.e. A = {z,,n € N}.)

2. Un ensemble est au plus dénombrables (a.p.d.) s’il est soit fini soit dénombrable.

Définition 1.2. Soit (u,) une suite de E. On appelle suite extraite ou sous-suite une suite de la forme v, =
Ug(n), Pour ¢ : N — N une application strictement croissante.

Définition 1.3. On appelle valeur d’adhérence d’une suite réelle (u,) toute limite d’une suite extraite conver-
gente.

Vuen L1 :

Proposition 1.4. Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite. (Autrement dit,
toute suite convergente n’a qu’une seule valeur d’adhérence, sa limite.) Réciproqguement, une suite réelle converge
si et seulement si elle n’a qu’une seule valeur d’adhérence.

Définition 1.5. Si (z,) C R, alors limsupx,, = lim supay et liminfz,, = lim inf zy.
n—=00p >y, n—ook>n

Il est facile & voir que
liminf 2z, = — limsup —z,,.

n—00 n—oo

Proposition 1.6. On a toujours, pour toute valeur d’adhérence I de (x,,) :

limsup z,, > [ > liminf x,,.
n—o00 n—oo

La suite (x,,) converge si et seulement si :

limsup x,, = liminf z,,.
n—oo n—o0



Preuve:

Le deuxiéme point est une conséquence du premier point et de la Proposition 1.4. En passant & la
suite des opposées il faut prouver que limsupz,, > [. La preuve est facile si | = co. Supposons que

n—oo
I € R. Si (z4(n)) est extraite de (x,,) de limite /, on a

SUp Tk > SUp Tg(k)
k>n k>n

car ¢(k) > k et {¢(k) : k > n} C {k > n} pour chaque n. En passant a la limite, on obtient :

lim sup z,, > imsup zy(y)-
n—roo n—roo

Dongc, il suffit de montrer que si { = lim z,, alors [ = lim supz,,. Pour chaque ¢ > 0 il existe n(e) > 0
n—0o0 n—00

tel que | — e < z,, <1+ e€sin>n(e). Donc,

l—e< sup z, <1+ e€pour tous m >n(e) = | —e <limsupz, <l +e

n>m n—oo

Par conséquence, [ = lim supx,,. O
n—oo

Pour des fonctions réelles f,, on définit les limsup et liminf ponctuellement

(limsup f,)(x) = limsup f, (¢),

n—0o0 n—oo

(liminf f,)(z) = liminf f, (x).

n—00 n—oo

Notations. 1. P(§2) désigne ’ensemble de toutes les parties d’un ensemble Q.
2. AAB = (A\ B)U(B\ A) est la difference symétrique de A, B € P(Q).
3. Si A C Qalors A° = Q\ A est le complément de A (dans Q).

Rappel 1.7. On rappelle que ¢ = Q,Q° =0, (A°)* = A, AU A° =Q, AN A° = (). Pour une famille (A4;);cs €
P(2) ona:
(U Ai) ()45, (1.1)
iel i€l
U 45 (1.2)

0
el iel

Rappel 1.8. Soit f: 2 — F une application. On rappelle les propriétés des images réciproques :

(f7H(B) = 1B,

I (UB) =U s, (13)

iel i€l
f_l(ﬂ Bi) = () F1(By).
iel iel

Exercice 1.9. Soit A, B,C € P(2). Montrer que
1. AAB=(AUB)\ (AN B);
2. (AAB)NC =(ANC)A(BNCO).

Définition 1.10. Une suite (A4,) € P(£2) est
1. croissante (dans P(2)) si A, C A,41 pour tout n;
2. décroissante (dans P(Q)) si A, D A,4+1 pour tout n;

3. la suite (A,,) est une suite d.d.d. (acronyme pour "deux & deux disjointes") si A,, N A,, = 0 pour n # m.
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Notations. 1. A, 7 A signifie que la suite (A,) est croissante et A = UA,,;
2. A, N\ A signifie que la suite (A,) est décroissante et A = NA, ;

3. si (B;)ier est une famille d’ensembles d.d.d. on utilisera souvant la notation Ll;c;B; au lieu de U;crB;.

Exercice 1.11. 1. Soit Al et A2 S P(Q) Alors Al U A2 = (Al N Ag) U (AlAAQ) et A1 U A2 = (Al \AQ) U

(A2 \ Ay).
2. Soit Aj,Ag,--- A, € P(Q),n > 2. Alors A; U---UA, = By U---U B, et chaque A; est union de
sous-ensembles parmi les {B1,- -, B, }. (Indication : recurrence sur n.)

Définition 1.12. Soient n > 1, 4; € P(£2;),1 <i <mn. Alors A; x --- x A,, est un pavé dans 2y x -+ x Q.

Exercice 1.13. 1. L’union de deux pavés dans 2; X €25 est égale a I'union d’au plus 5 pavés d.d.d.

2. Soit Py et P; des pavés dans 1 x Q3. Alors chacun des ensembles Pf, Py N Pa, P \ P2, Py AP, est union
de pavés d.d.d.

3. L’union d’un nombre fini de pavés dans 1 x 25 est égale & I'union d’un nombre fini de pavés d.d.d.
(Indication : recurrence sur le nombre de pavés.)

4. Généraliser 2 et 3 pour les pavés dans 21 X --- X Q,,n > 2.

5. Soit ©; = R pour tous i. Le pavé A; X .-+ x A, est dite conneze si chaque A; est un interval (fermé,
ouvert ou semi-ouvert) dans R. Alors 'union d’un nombre fini de pavés connexes dans R™ est égale a
I'union d’un nombre fini de pavés connexes d.d.d. (Rappelons que R" =R x --- x R.)

Notation. Soit A C Q. La fonction indicatrice 14 est définie par

1 sized
La(w) = {O sinon

Exercice 1.14. Soit (4,) € P(Q). On pose

liminf A, < | J () Ax, (1.4)
n k>n

limsup 4, = ﬂ U Ag. (1.5)
n k>n

1. Montrer que
liminf A, = {w € Q: w € A4,, pour n assez grand},

limsup 4, = {w € Q@ : w € A,, pour un nombre infini de n}.

2. Montrer que la limite supérieur des fonctions indicatrices de A,, est donnée par la fonction indicatrice de
la limite supérieur des ensembles A,, :

limsupla, = Liimsup A4, - (1.6)

n

3. De méme, montrer que :
lim inf 1An = 1lim inf A, - (17)
n

1.2 Compléments (facultatifs) sur les ensembles dénombrables (non
vus en cours, extrait d’un cours de L2 mathématique)

1.2.1 Ensembles finis et infinis
On va définir les ensembles finis comme les ensembles en bijection avec une partie de la forme
[I,n] :={keN:1<k<n}

pour n € N. On remarquera que pour n =0, on a [1,n] = 0.
On rappelle que G,, est ensemble des bijections de [1,n] dans lui-méme.
On commence par une proposition qui dit que ces ensembles ne sont pas en bijection.
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Proposition 1.15. Soient m,n € N. Si [1,n] est en bijection avec [1,m] alors m = n.

Preuve:

On montre la propriété par récurrence sur n. Pour n = 0, ’énoncé est vrai car ’ensemble vide n’est
en bijection qu’avec ’ensemble vide.

Supposons le résultat vrai au rang n > 0. Soit h : [1,n + 1] — [1, m] une bijection (donc forcément
m > 1 comme le premier ensemble n’est pas vide). On distingue 2 cas :

Le cas simple est le cas h(n + 1) = m, alors on définit g : [1,n] — [1,m — 1] par g(k) = h(k). g
est bien défini car h est une bijection donc pour k # n + 1, h(k) # h(n + 1) = m, donc h(k) < m.
g est injective car la restriction d’une application injective est encore injective. Soit [ € [1,m — 1]
il existe k € [1,n + 1] tel que h(k) = [ par surjectivité de h. Mais [ # n + 1 par injectivité comme
ci-dessus, donc k € [1,n] et donc g(k) = . Cela montre la surjectivité de g. Donc, par 'hypothése
de récurrence, n = m — 1 et donc m =n + 1.

Le second cas est le cas h(n + 1) < m. On a vu au premier semestre 'existence de la transposition
7= (h(n+1),m) de sorte que 7 o h est encore une bijection par composée de bijection et elle vérifie
le premier cas. D’oul I’étape suivante de la récurrence dans tous les cas. O

Définition 1.16. On dit qu'un ensemble A est fini s’il existe un entier n € N, qui est alors unique (par le
lemme précédent), et une bijection f : [1,n] — A. On écrit alors Card(A) = n ou |A| = n. Un ensemble qui
n’est pas fini est dit infini.

1.2.2 Ensembles au plus dénombrables

On peut représenter les éléments d’un ensemble dénombrable A & l'aide d’une suite infinie en écrivant
A={xy;n>1}.

Proposition 1.17. Les ensembles au plus dénombrables sont soit finis, soit dénombrables. De plus, pour une
partie infinie P C N, il existe une bijection strictement croissante et une seule de N — P.

Preuve:

Les ensembles au plus dénombrables sont par définition en bijection avec les parties de N. Dans le cas
infini, il suffit de voir le second point pour obtenir la bijection avec N. On définit par récurrence la
bijection f : N — P. Plus précisément, on construit par récurrence sur n une application strictement
croissante f, : [1,n] — P telle que pour tout x € I'm(f,),y € P —Im(fn), v <y et fulp iy = fo-
Comme P, infini, il est non-vide donc admet un élément ag = min(P) On pose fo(0) = ag d’ou
I'initialisation.

On suppose construit f,, et on prend a,y; = min(P — Im(f,)) qui existe car cette partie est
infinie de N donc non vide (si elle n’était pas infinie, P serait finie comme union finie de parties
finies). On pose fni1(k) = fu(k),k < n, fne1(n + 1) = a,+1 de sorte que par 'hyp de rec sur f,,
ant1 > fn(k), k < n ce qui donne la stricte croissance de f,11 en combinant avec celle de f,. Enfin,
siy € P—Im(fny1) C P—1Im(f,) on a par hyp derecy > f,(k)k <mn ety > ap41 car c’est le min
donc > et on a y # a,41 par construction. Donc la relation demandée a I’étape suivante est vérifiée.
On obtient f strictement croissante donc injective en rassemblant les valeurs des f,, qui s’accordent

(f(n) = fn(n) = fm(n)am 2 n)

Pour voir que f bijective, par 'absurde, sinon il existe b € P — I'm(f) mais par stricte croissance
d’entiers f(n) — oo donc il existe n minimal tel que b < f(n) = f,(n) ce qui impose par minimalité
b> f(n—1) et contredit f,(n) = Min(P —Im(fn—1)) vu b€ P —Im(fn_1).

Pour 'unicité, si ¢ est une autre telle bijection g~! o f est une bijection strictement croissante de
N — N ainsi que sa réciproque et le lemme suivant donne donc g=to f(n) > n, f~1og(n) > n. Do
par croissance de g, f appliquée encore & ces relations : f = g. [

Proposition 1.18. Une application strictement croissante f : N — N (resp. f : [0,n] — N) vérifie f(p) > p
pour tout p dans son domaine.

Preuve:



11 suffit de voir le deuxiéme cas (en restreignant aux segments initiaux), on le montre par récurrence
surn. Sin =10, f(0) € N donc c¢’est évident. En supposant ’hypothése vraie au rang n, on considére
f:[0,n+ 1] — N, la restriction & [0, n] vérifie 'hypothése de récurrence, donc f(p) > p pour p < n
et f(n+1) > f(n) > n mais dans N cela implique f(n+1) > n+1 et conclut 'étape d’induction. [

On trouve I’équivalence avec la définition vu a la section 1.
Proposition 1.19. Un ensemble P est au plus dénombrable si et seulement si il existe un surjection f : N — P.

Preuve:

Pour I'implication directe, si P est dénombrable, la bijection de la définition convient, si P est fini,
en bijection avec [0,n — 1] alors le reste modulo n donne la surjection N — [0,n — 1] qui composée
4 la bijection donne la surjection cherchée. Réciproquement, 'ensemble f~!(p),p € P est une partie
de N qui a un plus petit élément a, : @ : P — N est I'injection cherchée. O

On va obtenir des exemples d’ensembles dénombrables les plus courants. Pour cela on a besoin de quelques
méthodes de constructions.

Proposition 1.20. 1. La réunion d’une suite (Xp)n>0 d’ensembles finis d.d.d. est au plus dénombrable.

2. Un ensemble X est au plus dénombrable si et seulement si il admet une suite exhaustive de parties finies,
c’est a dire une suite croissante de parties finies dont 'union est X.

3. Le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

Preuve:

1. Soit a,, = Card(X,) et A, = >}_y,ar (A_1 = 0). On a des bijections h,, : [A,—1 + 1, 4,] —
[1,a,] — X, qui induisent une application h : N* — U, X,, dés qu'un nombre infini de X; n’est pas
vide, ou h : [1,A,] = U, X, qui est par construction surjective. L'injectivité des h,, et le fait que
les X,, sont disjoints donne 'injectivité de h.

2. Si X est fini, on prend la suite constante, sinon, pour une bijection h : N — X on prend
X, = h([0,n]) comme suite croissante cherchée. Réciproquement, la suite croissante X,, donne une
suite disjointe Xgo, X,,+1 — X,, de parties finies, donc le point 1. donne que I'union est au plus
dénombrable.

3. Une récurrence triviale raméne au cas du produit de 2 ensembles A, B. Soit h: N — A, g: N— B
des surjections données par la proposition 1.19. f = h x g : N> = A x B est une surjection qui
raméne au cas N? qui admet pour suite exhaustive d’ensembles finis [0, n]?. O

Proposition 1.21. Les ensembles N¥ k € N*;Z et Q,QF sont infinis dénombrables.

Preuve:

On a vu le cas du produit N¥ au lemme précédent. [—n,n] est une suite exhaustive d’ensembles finis
pour Z qui est donc au plus dénombrable par la proposition précédente, il est infini car il contient
N. Enfin (p, ¢) — p/q est une surjection de Z x N* — Q, donc par la proposition 1.19 Q est au plus
dénombrable, et infini car contient N. O

Enfin, on améliore le lemme précédent.

Proposition 1.22. Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénom-
brable.

Preuve:

Soit (X,,)n>0 une suite d’ensembles dénombrables (si la suite est finie, on peut la prolonger en une
suite infinie. ). Soit f,, : N — X, une surjection donnée par la proposition 1.19. (Petite subtilité :
passer de l'existence de chaque surjection & n fixé, & la suite de surjections n’est pas complétement
anodin et utilise 'axiome du choix dénombrable). On considére la fonction f : N* — (J, .y X,
définie par f(n,p) = f.(p) et en composant avec une surjection N — N2, on obtient le résultat par
la réciproque dans la proposition juste citée. [

Les ensembles au plus dénombrables serviront de base aux probabilités discrétes.



1.2.3 Ensembles infinis non dénombrables

Les ensembles qui n’appartiennent pas aux catégories précédentes (finis ou infinis dénombrables) sont dits
infinis non dénombrables. On va voir que par exemple, R et C, [a,b], a < b sont infinis non dénombrables.
Le résultat clé est toujours un argument diagonal :

Proposition 1.23. (Théoréeme de Cantor) Il n'existe pas de surjection h : E — P(E) entre un ensemble E et
l’ensemble de ses parties.

Preuve:

En effet une application h : E — P(E) permet de considérer 'ensemble A = {x € E: x ¢ h(x)}. Il
n’existe pas de y tel que h(y) = A car par 'absurde, si il existait, soit y € A et alors y € h(y) = A
une contradiction, soit y € A et alors y € h(y) = A encore une contradiction. O

Remarque 1.24. En conséquence de ce lemme et de la proposition 1.19, P(N) n’est pas dénombrable (il
est infini & cause de l'injection x + {z} défini sur N), car sinon on aurait une surjection de N — P(N). En
conséquence {0, 1}, en bijection avec la fonction indicatrice n’est pas non-plus dénombrable.

Théoréme 1.25. [0,1] et R ne sont pas dénombrables.

En conséquence un intervalle quelconque [a, b], en bijection avec [0, 1] ne l’est pas non plus. et un intervalle
quelconque contenant au moins deux points (qui contient donc aussi un [a, b]) est aussi non-dénombrable.
Preuve:

On construit une injection ¢ : {0, 1} — [0,1] (le cas R s’en déduit. (I'image de cette injection va
étre 'ensemble triadique de Cantor). On fixe a = (a,) € {0,1} on définit une suite de segments
emboités, on pose Jy = [0,1] et si J, = [z, ys] alors on découpe lintervalle en trois en posant
Up = (22, + yn)/3 et v, = (xy, + 2yn)/3. Si a, =0, on pose Jp41 = [Ty, uy], et si a, = 1, on pose
Jnt+1 = [Un, yn]. On obtient par construction une suite de segments emboités, z,,y, sont des suites
adjacentes et y, —x, < 1/3" (récurrence facile) donc l'intersection est un singleton N, J, = {¢(a)}.
Pour voir que ¢ est injective on note que si a # a’ sont deux suites et n le premier indice avec
an # al,, alors J, NJ,, =0 et les images sont donc distinctes. O

Remarque 1.26. L’ensemble triadique de Cantor a plein de propriétés intéressantes. Topologiquement il est
fermé, totalement disconnecté (les composantes connexes sont les singletons). Il est de longueur nulle (car inclus
dans l'union sur tous les cas possibles des J,, dont la longueur perd un facteur 2/3 a chaque n).

Exemple 1. L’ensemble des nombres irrationnels R \ Q est non-dénombrable, car sinon son union avec Q a
savoir R serait dénombrable, ce qui n’est pas le cas.



Chapitre 2

Espaces mesurables

2.1 Clans, tribus, classes monotonnes, mesures

Rappel 2.1. 1. P(£2) désigne I’ensemble de toutes les parties d’un ensemble €.
2. AAB = (A\ B)U(B\ A) est la difference symétrique de A, B € Q.
3. A=Q\ A

Définition 2.2. Un sous-ensemble C de P(£2) est un clan (ou une algébre ou une algébre de Boole) sur 2 si :
1. Q e,
2. (stabilité par complémentaire) A € C entraine que A° € C,
3. (stabilité par réunion finie) si Ay,--- A, € C alors UY_; A,, € C.

Exercice 2.3. 1. L’ensemble €; des unions finies d’intervales de R est un clan.

2. Rappelons qu’'un pavé connexe de R™ est un ensemble de la forme I7 x --- x I, avec I} intervales de R.
L’ensemble €,, des unions finies de pavés connexes de R™ est un clan.

3. Tout élément de €, est union finie de pavés connexes de R” deux & deux disjoints.

Exercice 2.4. Soit C un clan.
1. Si Ay,--- A, € C alors N;A; € C.
2. Si A,BeCalors A\ BeC.

Pour faire de 'analyse on a besoin aussi d’unions dénombrables, d’ou la définition que ’on utilisera le plus
souvent.

Définition 2.5. Un sous-ensemble 7 de P(£2) est une tribu (ou une o-algébre) sur ) si :
1. QeT,
2. (stabilité par complémentaire) Si A € T alors A° € T .

3. (stabilité par union dénombrable) Pour toute suite (A )nen de parties de T, alors union

UAneT.

neN
Le couple (£2,T) sera appelé un espace mesurable. Les éléments de T sont appelés ensembles mesurables.
Remarque 2.6. Chaque tribu est un clan.
Exercice 2.7. Est-ce que le clan de I'exercice 2.3 une tribu?

Exemple. 1. P(£2) est une tribu;
2. Le sous-ensemble {0), Q} de P(Q) est un clan et une tribu, appelée clan ou tribu triviale.

3. Q =1{0,1,2}, ¢; = {0,{0,1,2},{0},{1,2}} et Co = {0,{0,1,2},{1},{0,2}}. Alors C; et Cy sont des
algébres mais C; U Co n’est pas une algébre (car {0,1} ¢ C; UCa).
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Exercice 2.8. 1. Soit 2 un ensemble infini et C la famille de sous-ensembles de 2 finis ou de compléments
finis. Alors C est un clan qui n’est pas une tribu;

2. Soit © un espace topologique et C 'ensemble des ouverts (resp. des fermés) de Q. Est-ce que C un clan?
une tribu ?

Exercice 2.9. Soit 7 une tribu et (A,) une suite dans 7. Alors N;A; € T.

Rappel 2.10. 1. Une suite (A,) de parties de £ est
(a) croissante (dans P(2)) si A, C A,41 pour tout n;
(b) décroissante (dans P(2)) si A, D Ap41 pour tout n;

(c) la suite (A4,) est une suite d.d.d. (acronyme pour "deux & deux disjointes") si A, N A,,, = ) pour
n # m.

2. A, 7 A signifie que la suite (A,) est croissante et A = UA,, ;
3. A, N\ A signifie que la suite (4,,) est décroissante et A = NA,,;

4. si (B;)ier est une famille d’ensembles d.d.d. on écrit Li;c; B; au lieu de U,y B;.

Définition 2.11. Une famille M dans P(2) est une classe monotonne sur € si :
1. QeM,
2. siA,Be Met BC Aalors A\ Be M,

3. si (A,,) est une suite croissante alors U, A, € M.

Exemple 2. 1. Chaque tribu est une classe monotonne.

. . . d
2. Soit A une tribu (resp. un clan, resp. une classe monotonne) sur €2 et soit X C Q. Alors Ax et {ANX:
A € A} est une tribu (resp.un clan, resp. une classe monotonne) sur X appelé la tribu induite (resp. le
clan induit, resp. la classe monotonne induite) par A sur X.

3.SiXeAdalors Ax ={AcA: AC X}.

Définition 2.12. Soit (€2, 7) un espace mesurable. Une application p : T — R est une mesure (positive) si
les conditions suivantes sont satisfaites :

1. p(@) =o0.
2. (o-additivité) Si (A,)n>1 C T est une suite d.d.d. alors

o0 o0

(U An) =D nlAn).

n=1 n=1

Un triplet (2,7, ) ot p est une mesure sur un espace mesurable (2, 7)) est appelé espace mesuré. Si u(2) =1
on dit que p est une mesure de probabilité ou simplement une probabilité. La mesure p est o-finie s’il existe

une famille dénombrable A,, € T,n € N| telle que Q2 = |J 4, et u(A,) < oo pour tout n.
neN

2.2 Quelques propriétés de base et exemples

Proposition 2.13. Soit T une tribu. On suppose que A, B et A,,n € N, sont des ensembles mesurables.
1. Si A C B alors (B) = p(A) + u(B\ A). En particulier, si A C B alors u(A) < p(B).
2. Si ANB =10, alors u(AU B) = p(A) + u(B). Dans le cas général, si n(AN B) < oo alors

u(AU B) = u(A) + pu(B) — p(AN B).
3. Si (A,) est une suite croissante, alors

p( U Ap) = lim p(Ayn) = sup p(Ay).

n>1 n—o00 n>1



4. Pour une suite (A,,) d’ensembles non nécessairement disjoints :

p( Y, 40) <D n(An).

n>1
5. Si (A,) est une suite décroissante et s’il existe ng tel que u(A,,) < oo, alors
u(nglAn) = lim pu(An).

Démonstration. 1. Par la Définition 2.5(2), A° € T et par lexercice 24 B\ A = BN A° € T. Puisque
B=AU(B\ A), u(B) = pu(4) + u(B\ A).

2. Si AN B = ) on unilise la Définition 2.12(2) avec Ay = A, As = B et A; = 0,i > 2. En général,
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\ A). D’ou

AUB = (u(A\ B) + p(AN B)) + (u(B\ A) + u(AN B)) — u(AN B) = p(A) + u(B) — u(AN B).

3. Soit Ay = By et Bygp1 = Apq1 \ Ag, k> 1. Alors B; N Bj =0 si i # j. Comme

A, = U Bk,
1<k<n
on obtient
UA, = UBy,
n k

et par la o-additivité

pUAR) = u(Bi) = lim > p(Bi) = lim p(An).

n—roo
E>1 1<k<n

4. La suite C), def 1<U< A; est croissante et UA,, = UC,,. En utilisant 1, on obtient par recurrence u(C,,) <
<i<n n n
> u(A;). Par 3,

1<i<n

M(Z_U Ai) =1lim p(Cp) < ) u(4y).

>1
= i>1

5. On peut supposer que p(A;) < co. Soit B; def A\ 4,0 > 1. Alors B; 2 Ay \ NA;, UB; = A1\ NA;, et
Al = Az |—|Bi~ Par 2 et 3,

p(UB;) = p(Ar) = p(0A;) = lim p(By) = lim (p(Ar) — p(Ai)) = p(Ar) —lim p(Aq).

2

Donc,
n(NA;) = lim p(4;).

O

Exemple 3. Si (u,) est une suite de mesures sur l’espace mesurable (§2,7) alors >, est une mesure sur
n
(€, 7).

Exemple 4. (Jeu de dé) Soit Q@ = {1,2,3,4,5,6} les 6 faces possibles d'un dé et soit 7 = P(2). On définie la

probabilité p(A) ! card(A)/6. Alors u(A) représente la probabilité que A survienne c.a.d. ¢’est le nombre de

faces qui provoquent A divisé par le nombre total de faces du dé.

Exemple 5. (Mesure de Dirac) Soit (€2, 7) un espace mesurable quelconque et soit = € €. Pour tout A € T
on pose
1 size A

02(4) = {O sinon

Alors §, est une mesure (en effet, une probabilité). Pour montrer la o-additivité, il suffit de noter que dans une
union disjointe z € A,, pour un seul n, donc si A =||, Ay, 62(A) = 02(A4,) = > 02(Ax).
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Exemple 6. (Mesure de comptage) Pour chaque A € P(2) on pose

_ [Card(A) si A fini
v(d) = { +00 sinon

Alors v est une mesure. Pour montrer la o-additivité, il suffit de observer que si les A,, sont disjoints alors

Card(],, An) =3, Card(Ay). Notons que si Q est dénombrable alors v = ) 4.
€N

Exemple 7. (Mesure sur la tribu induite) Soit (€2, 7, ) un espace mesuré et A € 7. Alors pa(B) =4 w(ANB)

est une mesure sur (€2, 7). On peu bien str remplacer la tribu 7 par la tribu induite T - {ANB:BeT}.

Evidemment, (Q, 7, pua) et (A, Ta, 1a) sont des espaces mesurés.

Exemple 8. Si (Q, 7, ) est un espace mesuré et A € R alors (Au)(A) = Au(A), A € T, définie une mesure
sur 7. En particulier, si 0 < p(A) < oo alors 14 (+)/11(A) est une probabilité (appelée la probabilité conditionnelle
sachant A).

2.2.1 'Tribus engendrées, tribu borélienne

Remarque 2.14. On sait rarement décrire explicitement tous les ensembles d’une tribu. On travaille donc avec
un ensemble plus petit de "générateurs" de la tribu. Ceci est basé sur la proposition suivante.

Proposition 2.15. Si (7;)icr est une famille de tribus (resp. clans, resp. classes monotones) sur Q, alors
Vintersection N;crT; est aussi une tribu (resp. clan, resp. classe monotonne).

Si & C P(Q), alors Uintersection de toutes les tribus (resp. clans, resp. classes monotones) contenant &
est une tribu (resp. clan, resp. classe monotone). C’est la plus petite tribu (resp. clan, resp. classe monotone)
contenant € (pour Uinclusion), appelée tribu (resp. clan, resp. classe monotone) engendrée par E.

Preuve:

On fait la preuve pour les tribus; preuve identique pour les clans et les classes monotones.
Soit {7; : i € I} des tribus sur €.
Comme () € 7; pour tout ¢ € I, on déduit que Q € N;ecrT;. Si A € NierT; alors A € T; pour tout

1 € I donc A€ € T; (car T; est une tribu donc est stable par complémentaire) pour tout i € I donc
A € NierTi. Si Ay, € NierT; pour tout n > 0 alors pour tout ¢ € I et tout n > 0, A, € 7;. Comme

7; est une tribu Up,>0A, € T; et ce pour tout 7. Donc Up>9A, € NicrT;. On en déduit la derniére
stabilité requise, donc N;c;7; est bien une tribu.

On vient de voir que comme intersection de tribus, o(£) est une tribu qui contient clairement &.
Réciproquement, une tribu 7 contenant £ est dans l'indice de l'intersection, donc o(€) C T, donc

c’est bien la plus petite tribu contenant £ (c’est-a-dire elle est contenue dans toute tribu contenant
E). O

Notation. Si & C P(Q) on désigne par T (&) (resp. C(£), resp. M(E)) la tribu (resp. clan, resp. classe mono-
tonne) engendrée par £.

Exercice 2.16. Soient (€2, 7) un espace mesurable et T = T (£). Alors T = T (€°) on &° = {Ac: Ae&}.
Exercice 2.17. Montrer que 7 ({4}) = {0, A, A°,Q}.

Exercice 2.18. Soit & = (A;);cs une partition dénombrable de Q (c’est & dire les A; sont deux a deux disjoints
et leur union est ). Montrer que T (€) = {U;esA4; : J C I}.

Exercice 2.19. Si Q est dénombrable, montrer que 7 ({w} € P(Q)) = P(Q).

Définition 2.20. Soient (;,7;),i = 1,2, deux espaces mesurables. On appelle ensemble élémentaire de Q) =
Q1 X Qs une réunion fini de pavés A1 x Ay avec A; € T;,i = 1,2. La tribu produit 71 ® 7> sur  est la tribu
engendrée par les ensembles élémentaires.

Définition 2.21. Un espace topologique est un couple (E, Q) ot O C P(FE) et
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1. 0et E€O;
2. Pour chaque famille (dénonbrable ou non-dénombrable) (U;);cr,U; € O,ona |JU; € O;
icl
3. Pour chaque famille finie Uy, -+ ,U, € Oona [\ U; € O. (Les éléments de O sont les ouverts et les
1<i<n
élements de {U¢ : U € O} sont les fermés de V'espace topologique (E,O).)
Exemple 9. 1. Si O = P(E) alors (E,O) est un espace topologique avec topologie discréte.
2. Si E =R" ou C" alors O consiste des ouverts dans le sens habituel.

Définition 2.22. Si Q) est une espace topologique (par exemple, si = R" ), on appelle tribu borélienne, noté
B(£), la tribu engendrée par les ouverts de §2. Un borélien est un ensemble appartenant & B(€).

Définition 2.23. 1. Soit © un espace topologique et U une famille dénombrable des ouverts. Alors U est
une base (dénombrable) de Q si chaque ouvert est union d’éléments de ¢. Donc, B(Q2) = T (U).
2. Soient Q7 et Qs deux espaces topologiques avec de bases U; et Us, respectivement. Alors on a une
structure d’espace topologique sur € = 1 x Q9 telle que U def {A1 X Ay : A1 € Uy, Ay € Us} est sa base.
L’espace topologique € est le produit des espaces topologiques Q1 et Q.

Exemple 10. L’espace topologique R? est produit de deux copies de I’espace topologique R. Par recurrence,
R™,n > 3, est produit des espaces topologiques R™ ! et R.

Proposition 2.24. Avec Q, Q; et Q2 comme ci-dessus, B(Q) = B(21) @ B(Qa).

Preuve:

Rappelons que B(2) est engendrée par les ouverts de 2. Mais chaque ouvert de 2 est union des
pavés A; X Ay ou A; € U;. Done, B(f2) est engendrée par les pavés Ay X Ay ou A; € U, ie.
B(Q) = B(Q1) @ B(Qs). O

Corollaire 2.25. La tribu B(R™) est engendrée par les pavés connexes fermés {[ay, b1] X [ag, ba] X -+ X [an, by] :
a; <b} et BR") =BR)®--- @ B(R).

n

Preuve:

Notons que R™ est le produit de n copies de I’espace topologique R et les intervalles ouverts (a, b)
oul a et b € Q constituent une base de R. Par recurrence (en utilisant la proposition précédente),
B(R") = B(R) ®--- ® B(R). Chaque pavé connexe fermé se représente comme intersection d’une

n
suite de pavés connexes ouverts. Donc chaque pavé connexe fermé appartient & B(R™). D’autre part,

chaque pavé connexe ouvert est union d’une suite de pavés connexes fermés. Mais les pavés connexes
ouverts engendrent B(R™). D’ou le résultat. O

Exercice 2.26.
B(R) = T({] - o0,a,a e R}) =T ({[a, +ocl.a € R}).
2.3 Applications mesurables
Rappel 2.27. Si f est une application de §2 dans E et si B € P(E) alors
Y(B)={weQ: flweBleF

est 'image réciproque de B.

Notation. Si B est une famille de parties de F/, on notera
f7HB) ={f"(B): BeB}.
Les formules (1.3) impligent :
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Proposition 2.28. Soient Q un ensemble et (E,B) des espaces mesurables. Pour toute application f:Q — E,
Iensemble f~1(B) est une tribu sur 2 (appelée tribu engendrée par f).

Définition 2.29. 1. Soient (2, 7),(E,B) des espaces mesurables. Une application f :  — FE est dite
mesurable (pour T et B) si f~1(B) C T, c.a.d. f~1(B) € T pour tout B € B.
2. Une application mesurable de (2, 7) dans un espace topologique F muni de sa tribu borélienne B est
dite borélienne. Si (E,B) = (R, B(R)) on parle d’une fonction borélienne.

3. Si f est une application d’un ensemble 2 dans un espace mesurable (F, ), on appelle tribu engendrée
par f, notée T(f), la plus petite tribu (sur Q) qui rend f mesurable; autrement dit, 7(f) = f~1(B).

Remarque 2.30. Etant donnée une application f : (Q,7T) — (E, B), dire que f est mesurable de (2, 7) dans
(E, B) revient a dire que 7(f) C T.

Exercice 2.31. Soit (2, T) un espace mesurable. Vérifier que A C € est mesurable si et seulement si sa fonction
indicatrice 14 est borélienne.

Définition 2.32. Soit (€, 7) un espace mesurable et soit f : & — R. Alors f est dite fonction borélienne (&
valeurs dans R) si f~1(c0), f~1(—o00) et f~1(B), B € B(R), sont tous ensembles mesurables (i.e. appartiennent

AT

2.3.1 Propriétés des applications mesurables

Théoréme 2.33. Soient Q un ensemble, (E, B) un espace mesurable et £ une famille dans B telle que B =T (E).
Soit f: Q — E. Alors T(f) = T(f~Y(€)). En particulier, si (Q,T) est un espace mesurable alors pour qu’une
application f de (Q,T) dans (E,B) soit mesurable il faut et il suffit que f~1(E) soit inclus dans T .

Preuve:

Rappelons que T(f) = f~1(B). Puisque & C Bon a T(f1(€)) C T(f). Pour montrer 'inclusion
réciproque on considére

A={BCE:fY(B)cT( &)}
En utilisant les formules de commutations (1.3) de l'image réciproque avec les réunions et complé-

ments on voit que A est une tribu. Mais & C A. Done, T(£) = B C A. Par la definition de A,
FHA) CT(f1E)). Do, T(f) = f~1(B) C fH(A) C T(f1(E)). O

Corollaire 2.34. Soient X et Y des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes. Alors chaque
application continue F' : X — Y est borélienne. En particulier, chaque application continue f : R® — R™ est
borélienne.

Corollaire 2.35. Si (E,€&), (F,F) et (G,G) sont des espaces mesurables et f: E — F et g : F — G sont des
applications mesurables alors la composée go f : E — G est mesurable.

Preuve:
Pour A C G, on remarque que (go f)~1(A) = f~1(g7*(A)). Donc, si A € G, alors g~1(A) € F et
(go f)~1(A) = f~1(g7'(A)) € €. Ceci conclut la preuve de la mesurabilité de la composée. O

Corollaire 2.36. Soient (£2,7) un espace mesurable et f; : Q@ — R, i =1,---  n. Alors application (f1, ..., fn) :
Q= R" a— (fi(a),..., fn(a)), est borélienne si et seulement si f; est borélienne pour tout i.

Preuve:
Si(f1,.- fn) : © — R™ borélienne, f; = p; o (f1, ..., fn) avec p;(x1,...,x,) = x; la i-éme projection
qui est continue. Donc la composée est mesurable.
Réciproquement, par Théoréme 2.33 et la définition de la tribu B(R™) il suffit de vérifier que
(fisees fn) "H(ITiZ, [@s, bs]) est borélienne.

Mais on a :
n n

(f1y oo fu) ™ ([ Tl o)) = () £ ([, bi)-

i=1 i=1
Donc par intersection finie d’images inverses d’intervalles par des fonctions boréliennes, cet ensemble
est bien mesurable. O
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Corollaire 2.37. L’espace des fonctions boréliennes de (£2,7) dans (R, B(R)) est stable pour les operations
de multiplication par une constante (af)(w) = af(w), d’addition (f + g)(w) = f(w) + g(w), de multiplication
(f9)(w) = f(w)g(w), du maximum (f V g)(w) = f(w) V g(w) et du minimum (f A g)(w) = f(w) A g(w).

Preuve:

La fonction w — af(w) est la composition de la fonction mesurable f et de la fonction continue
x +— ax. De méme, f + g (resp.fg, resp.f V g, resp.f A g) est la composée de la fonction mesurable
w = (f(w),g(w)) (en vertu de la Proposition 2.36) et de la fonction continue (z,y) — x + y
(resp.(z,y) — xy, resp.(x,y) — x V y, resp.(x,y) — z A y). O

Exercice 2.38. Soit (€2, 7) un espace mesurable. f : Q@ — R est borélienne si et seulement si on a l'une des
conditions équivalentes :

1. Pour tout a < b, f~1([a,b]) € T.
2. Pour tout a € R, f~'({y <a}) € T.
3. Pour tout a € R, ft{y >a}) e T.

2.3.2 Suites de fonctions mesurables

Théoréme 2.39. Soit (f,) une suite d’applications mesurables d’un espace mesurable (2, T ) dans R™ muni de
sa tribu borélienne. Si (f,) converge ponctuellement vers une application f de (2, T) dans R™ (i.e. pour tout
we D, lim f(w) = f(w), f(w) €R"™,) alors f est mesurable.

n— o0

Preuve:

Notons que chaque ouvert dans R™ est union de boules ouvertes. Donc, la tribu borélienne sur R™
est engendrée par les boules ouvertes dans R™. Il suffit de montrer que si B est une boule ouverte
alors f~1(B) € T. Soit B la boule ouverte centrée dans a € R" et de rayon r. Pour chaque s € N,
r> %, notons par By la boule ouverte centrée dans a et de rayon r — % Puisque T est fermée pour
les réunions et les intersections dénombrables, il suffit de montrer que

B =J N B

s,mn>m

Size () fi,1(Bs) alors f,(z) € By pour tous n > m qui entraine que f(z) = lim f,(z) € B, C B.

n>m
Dou f~1(B) > U N f,'(Bs). D’autre part, z € f~}(B) & f(z) € B = 3s > 1 tel que f(z) €
s,mn>m
Bs = 3Im t.q. fo(x) € Bs pour Vn >m &z € () fi'(Bs). Done, f72(B)c U N f,1(Bs). O

n>m s,mn>m

Remarque 2.40. R™ est un espace métrigue munie de la distance d(z,y) = \/(z1 —y1)2 + - + (Tn — yn)?
oz = (1, ,%n) et y=(y1, -+ ,yn). Le théoréme reste vrai (avec la méme preuve) si on remplace ’espace
métrique (R™,d) par un espace métrique quelconque.

Rappel 2.41. Si (a,) est une suite dans R alors lim a,, = oo (resp. lim a,, = —00) si pour chaque m € N il
n n

existe no(m) tel que a, > m (resp. a, < —m) si n > ne(m).

Corollaire 2.42. Soit f,, :  — R une suite de fonctions boréliennes et soit f :  — R une fonction. Supposons
que limf,, (w) = f(w) pour tout w € Q. Alors f est aussi borélienne.
n

Preuve:
Pour tous m,! € N* on pose Ay, ; = N ft{y > m}). Alors N(UAm,) = {z € Q : limf, (z) = c}.
n>l m 1 n

Donc, f~!(c0) est mesurable. De maniére analogique on montre que f~!(—o0) est aussi mesurable.
Par Théoréme 2.39 utilisé pour les restrictions de f,, et f sur Q\ (f~!(co)U f~1(—o0)), f Y (B) €T
pour tout B € B(R). Donc, f est messurable. (Voir la Définition 2.32). O

Exercice 2.43. Avec les notations et les hypothéses du Corollaire 2.42, montrer que f~1(—o0) € T.
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Proposition 2.44. Soit (Q,T) un espace mesurable et f, : Q@ — R une suite de fonctions boréliennes. Alors
1. les fonctions sup f, et inf f, sont boréliennes;
n n

2. les fonctions limsup f,, et liminf f, sont boréliennes ;
n n

3. la partie A = {x € Q: la suite (fn(x)) converge} est mesurable ;
4. sih:Q — R est une fonction borélienne alors {x € Q :lim f,(x) = h(z)} est mesurable.

Preuve:

1. La fonction g, = f1 V --- V f,, est borélienne en vertu du Corollaire 2.37. On a g,y1 > g, et
sup fn= hm gn. Do, sup fn est mesurable par Corollaire 2.42. La fonction 1nf fn est borélienne

parce que 1nf fn= —sup ( fn)-
2. Considérons lim inf.
La fonction h, = mf fm est borélienne en vertu de 1. Mais hmmf fn = hm h, = sup hp.

En utilisant 1, on obtlent que hm inf f;,, est borélienne. La fonctlon lim sup f, est borehenne car

limsup f, = —liminf (—f,).
3. A est mesurable en vertu de 2 parce que A = {w € Q : liminf f,(w) =limsup f,(w)}.

4. Notons f = liminf f, et ¢ = limsup f,. Alors {w € Q : lim f,(w) = h(w)} = {w € Q :
(f —9)(w) = (f — h)(w) = 0} est mesurable parce que f, g et h sont des fonctions mesurables. [

2.3.3 Fonctions étagées

Définition 2.45. Soit (€2, 7) un espace mesurable. On appelle fonction étagée (a valeurs dans R) une fonction
de la forme f(w) =3 ;<4 ai 1a,(w) ot 4; € T sont d.d.d. et a; € R.

Théoréme 2.46. Toute fonction borélienne de (Q,T) dans R est limit simple de fonctions étagées. Si f est
positive, la limite peut étre choisie croissante.

Preuve:

Prenons d’abord f positive. Pour tous n, k € N, on définit

— o L < fw) <

Alors les parties A, € T et elles sont d.d.d. La suite

L@ = Y W)

est croissante et converge vers f(w).

Si f est quelconque on peut écrire f = f* — f~ ou f* def fVvoet f™ = (=f) V0 et, puis,
approximer les fonctions positives f et f~ comme ci-dessus. Si limf,;” = f* et limf, = f~ alors
n n

f =t~ f7), =

Corollaire 2.47. Soit f : Q — R une fonction borélienne. Alors f est limit simple de fonctions étagées. Si f
est positive, la limite peut étre choisie croissante.
Preuve:

En utilisant la formule f = f* — f—, le cas général se réduit au cas f > 0. Supposons que f > 0
et soit A = f~!(oc0). Alors A € T. Soit f/ = fio\a- Alors f est borélienne a valeurs dans R*. Soit

(f.) une suite de fonctions étagées positives sur ©\ A (Théoréme 2.46) telle que lirrln fr(w) = f'(w)

pour tous w € 2\ A. Soit
Fulw) = {fT’L(w) siweQ\A

n siwe A
Alors f, est étagée et lim f,, = f. O
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2.3.4 Le théoréme de classes monotones et le théoréme de prolongement
Rappel 2.48. Une tribu est une classe monotone.
Proposition 2.49. Une classe monotone M stable par intersection finie est une tribu.

Preuve:
Soit A, Ay € M. Montrons que A; U A3 € M. Supposons que A; N As = (0. Alors Af D Ay =
Af\ Ay = (A1 UA) e M = A UA; € M . Soit A1, As € © quelconques. Par ’hypothése
A1NAy € Met, done, Ay \ (A1 NAg) € M. Mais A; \ (A1 N As) et As sont disjoints et leur réunion
est A; U As. Par le précédent, A1 U As € M. En générale, si A; est une suite dans M on obtient par
recurrence que B, = |J A; € M. Mais B, C By11 et B, = JA;. Do, [JA; € M, i.e., M est

1<i<n n
une tribu. O

Théoréme 2.50. (des clases monotones) Soit £ une famille de parties de Q0 stable par intersection finie.
Alors M(E) =T(€).
Preuve:

On a M(€) C T(€). Pour démontrer U'inclusion inverse, nous montrons que M(E) est stable par
intersection finie (Proposition 2.49). Soit

Mi={AeM(E):YVBe&, ANB e M(E)}.

Si A1, Ay € My, Ay C Ay et B € € alors (A3 \ A1) N B = (AN B)\ (A1 N B) € M(£). Donc,
As\A; € M;. Encore, si (A,) € M1, A, C Apqi et B € Ealors (U, An)NB =J,,(A,NB) € M(E).
Donc, {J,, An € M. Nous avons démontré que M; est une classe monotone qui contient &£ et est
contenue dans M (). D’ou, My = M(E).

Soit

Moy={BeM(E):VCeM(E),BNnCeM()}.

On montre comme ci-dessus que My est une classe monotone. Par le précédent, My contient £ et,
par définition, My C M(E). Donc, Ma = M(E). Par conséquence, M(E) est stable par intersection
finie. Proposition 2.49 implique que M(&) est une tribu. O

Corollaire 2.51. Soient p et v des mesures sur un espace mesurable (2, 7). Soit C un clan qui engendre 7. Si
w et v coincident sur C et sont finies (c.a.d. u(2) = v(Q) < oo) alors elles sont égales.
Preuve:

Soit M ={A €T :u(A) =v(A)}. 1l est facile & voir que M est une classe monotone contenante
C. Donc, M(C) € M C T. Mais C est stable par intersection finie. Par Théoréme 2.50, M(C) =
T(C)=T.Dou, M=T. O

Exercice 2.52. Est-ce que la preuve du Corollaire 2.51 marche pour les mesures infinies ?
La démonstration du théoréme suivant est admise.

Théoréme 2.53. (de prolongement) Soit u une fonction additive d’ensembles (c.a.d. p(AU B) = p(A) +

w(B)), positive, définie sur un clan C de parties de Q. Si pour toute suite croissante (A,,) d’éléments de C de

réunion A € C, lim p(A,) = u(A), alors p se prolonge a une mesure sur (2,7 (C)). Si p est o-finie sur C (c.a.d.
n—oo

sl existe une suite (B,,) d’éléments de C telle que B, /' Q et u(B,) < oo pour tous n) alors le prolongement

est unique.

Exercice 2.54. En utilisant Corollaire 2.51 démontrer I'unicité de prolongement de y dans la formulation du
Théoréme 2.53.

Théoréme 2.53 implique :

Théoréme 2.55. Soit n > 1 un entier. Il existe une unique mesure sur B(R™), notée A\, (et appeléé mesure
de Lebesque), telle que :

n

)\n([al,bﬂ X [CLQ,bQ] X X [an,bn]) = H(b’ — ai).

i=1
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Preuve:

Soit C le clan engendré par les pavés connexes. Par Corollaire 2.25 la tribu borélienne est engendrée
par ce clan. La fonction A, sur C est additive en vertu de l'execice 2.3. O

Remarque 2.56. Pour n = 1 on retrouve la notion de longueur du segment [a,b], pour n = 2 celle d’aire du
[a,b] X [c,d], etc.

Exercice 2.57. Montrer que \,, est invariante par rapport aux translations.

Exercice 2.58. (Exemple d’un ensemble non-mesurable) Si z,y € [0,1] on écrit z ~y six —y € Q.
1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

Donc, on peut presenter [0, 1] comme union des classes d’équivalence d.d.d. : [0,1] = ‘I_IIC’Z-. Puis, pour
1€

chaque 7 € I on choisit un élément et un seul z; € C; et on pose A = {x; : i € I}. Posons 4, = ¢+ A,
Vge QNn[-1,1].

2. Montrer que A;N A, =0siq#r.

3. Montrer que [0,1] C U A, C[-1,2].
q€QN[-1,1]

4. Soit A la mesure de Lebesque sur R. En supposant A borélien montrer que A(A4,) = A(A4).
5. En déduire que 1 < 0o - A(A) < 3.

6. Conclure que A ne pourrait pas étre borélien.

2.3.5 Ensembles négligeables et propriétés vraies pu-presque partout
On se fixe un espace mesuré (Q, 7T, u).

Définition 2.59. 1. On dit que A € P(Q) est pu-négligeable s'il existe B € T tel que A C B et u(B) = 0.

2. Une fonction mesurable f vérifie une propriété P p-presque partout (p-p.p.) si I'ensemble {x € Q :
f(z) ne vérifie pas P} est p-négligeable.

Exemple 11. 1. On considére 'espace mesuré (£, T, u) avec Q = {0,1,2}, T = P(Q), u({0}) = p({1}) =1
et u({2}) = 0. Soit f : Q@ — R telle que f(0) = f(1) =7 et f(2) = 0. Alors f est constante et égale a 7
[1=D-D-
2. On considére 'espace mesuré (R, B(R),A) o A est la mesure de Lebesque. Soit f : R — R telle que
flxy=1sizeQet f(x) =0siz € R\ Q. Alors f =0 A-p.p.

3. Soit f une fonction borélienne sur (R, B(R), ) telle que f(0) =0, f(x) =1siz > 0et f(r) = —1si
x < 0. Alors f est continue A-p.p.
2.3.6 Mesure image

Définition 2.60. Soit f une application mesurable d’un espace mesuré (2,7, u) dans un espace mesurable
(E,E). On appelle mesure image de p par f la mesure sur (E,£), notée py, définie par

1 (B) = u(f~\(B)), B € £.

Si p est une probabilité, ;i est aussi une probabilité.
La mesure ;1y permettra de ramener une intégrale sur €} & une intégrale sur E.

Exemple 12. Considérons le jeu de dé avec Q = {1,2,3,4,5,6} et u probabilité définie par p(A) = card(A)/6.
Soit f : 2 — {0,1} définie par f(w) =1 si w est pair, et 0 si w est impaire. On voit que

pr({0}) = pp({1}) = 1/2,

i.e. on a une chance sur deux d’obtenir un chiffre pair en jouant au dé. L’exemple montre que le formalisme
utilis¢ dans la définition de py coincide avec I'intuition que ’on peut avoir du hazard.
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Chapitre 3

Integration

3.1 Intégrale de fonctions mesurables positives

Dans ce chapitre on considére des fonctions boréliennes d'un espace mesuré (2,7, i) & valeurs dans R.
Définition 3.1. Soient B € T et f une fonction étagées, positive et borélienne, c.a.d. f(w) = > a;la,(w)

1<i<n
ou a; > 0 et A; sont des ensembles mesurables d.d.d. L%ntégrale de f sur B par rapport & u est défini par

/fdu: Z aip(A;NB) = Z ai/lAl.d,u.
B

1<i<n 1<i<n g
Si B = on parle tout simplement d’intégrale de f par rapport a p.

Exercice 3.2. La valeur de [ fdp ne dépend pas de la décomposition de f en somme d’indicatrices (i.e., en
B
somme de a;14,).

Définition 3.3. Soit f: Q — R une fonction borélienne. La définition de son intégrale par rapport & p sur
I’ensemble mesurable B est donnée par

/fdu = /f(w)du(w) = sup{/gd,u : g étagée positive, g < f}.
B B B

Si B =Q on écrit [ fdu au lieu de [ fdpu.
)

Proposition 3.4. Soient f et g des fonctions boréliennes positives et A, B € T .
1. f<g=0< [fdu< [gdu;
B B
2. ACB= [fdu< [fdu;
A B
3. ¢>0= [efdu=c[fdu;
B B
. f=0= [fdu=0;
: ffdﬂzlefdﬂ;

B
6. [fdp=0=1pf=0 pu—pp.
B

[ B

Preuve:

Idée de la preuve de 1 — 5 : d’abord on montre la proposition pour les fonctions étagées positives et
puis on passe au supremum pour les fonctions mesurables positives.

Montrons 6. Soit C = {x € B : f(x) > 0}. Il faut prouver que p(C) = 0. Pour chaque n € N* soit
Chn={z€B: f(z)>21} AlorsL.1¢, < f.Donc, [L1-1¢,dp=Lp(C,) < [ fdu=0= p(C,) =0.
Mais C,, / C. D’ou u(C) = 0. O
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Exercice 3.5. 1. Montrer les parties 1 — 5 de la proposition ci-dessus.

2. Montrer que la proposition reste vraie si les hypothéses sur f et g ont lieu u-presque partout. (Indication :
D’abord, on peut démontrer que si u(B) = 0 alors [ fdu = 0 pour toute fonction positive.)
B

3.2 Intégrale de fonctions mesurables et les théorémes de convergence

Théoréme 3.6. (convergence monotone) Soit (f,) une suite croissante de fonctions mesurables positives
convergeante ponctuellement vers f. Alors f est mesurable et

lim fndu:/fdu.
n—oo

Preuve:

Par Théoréme 2.39 la fonction f est mesurable. En vertu de la Proposition 3.4(1) la suite [ f,du

est positive, croissante et, donc, converge vers un « € R*. Puisque f, < f, a < [ fdu. Soit g une
fonction positive, étagée, et telle que f > ¢. Fixonsun 0 < ¢ < 1. Soit A, = {x € Q: f,(z) > c-g(x)}.

Alors A, et
/fndqu /cgdu > c/gdu. (3.1)

Il existe m > 0 tel que cg(z) < m pour tout z. Par conséquence, [ cgdp < mu(AS). Mais AS N\, 0.
Az,
Donc, p(AS) — 0, entrainant que [ cgdp — 0. Par la définition de « et la Proposition 3.4(2)
A
a> [ fndu. En passant vers la limite dans (3.1) on obtient

An
a > c/gd,u.

Par la définition de [ fdu, a > ¢ [ fdp pour tout 0 < ¢ < 1. Dot a > [ fdu, i.e. a« = [ fdpu. O

Corollaire 3.7. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives et soit f = >_ f,,. Alors

neN
/fdu= Z/fndu-
neN
Preuve:
On applique Théoréme 3.6 pour la suite g, = > f, qui est croissante et converge vers f. O
0<m<n

Théoréme 3.8. (lemme de Fatou) Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives. Alors
/liminffndu < lim inf/fndu.
n—oo n—oo

Preuve:
Soit g, = ir;f fm- Alors chaque g,, est mesurable (voir Proposition 2.44), la suite (g,,) est croissante
m>n
et lim g, = liminff,du est mesurable aussi (Proposition 2.44). Par Théoréme 3.6, lim f gndp =
n—oo n—oo n—oo

flirginffnd,u. Mais, g, < fn pour tous m > n. Donc [ gndu < iI;f [ fmdp. D’ou
n—00 m>n
/liminffndug lim inf /fmd,u:hminf/fndu.
n—o0 n—oom>n n—o0
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Rappel 3.9. f=fT—f~ou fT=fVv0et f-=(—f)V0O=—(fA0).

Définition 3.10. Soit f une fonction mesurable et B € T. On dit que f est p-intégrable sur B (ou briévement

intégrable sur B si p est implicite) si [|f|du < co. Si f est p-intégrable sur B alors [ fdu e [frdp— [fdu
B B B B

est son intégrale par rapport a p sur B.

Si B =Q, on dit que f est p-intégrable et note souvent [ fdu au lieu de [ fdpu.
Q

Proposition 3.11. Soit f et g intégrables et B € T .
1. Sia,p €R alors

/(af+ﬁg)du= a/fdu+5/gdu-
B B

B
éfdu < /gdu-

B

2. Si f <g alors

Preuve:

La preuve est la méme si B = (). Pour montrer 1, supposons d’abord que f,g > 0 et que «, 8 > 0.
D’aprés Théoréme 2.46 f = limf, et ¢ = limg, ou (f,) et (g,) sont des suites croissantes de
n n

fonctions étagées et positives. Alors la suite (af,, + Bgy) converge en croissant vers af + B¢ et le
resultat se déduit du théoréme de convergence monotone (Théoréme 3.6) et la Proposition 3.4. En

général, on utilise les présentations f = fT — f~ et f = g* — g~ en observant que aft = —(af)~
et af” =—(af)T sia<0.

Sif>galors f—g>0et [(f—g)du > 0 d’apres Proposition 3.4(1). Maintenant, il suffit d’appliquer
la linéarité. O

Exercice 3.12. Montrer la Proposition 3.11 pour f, g, « et 8 quelconques.
Le lemme de Fatou implique :

Corollaire 3.13. Soit g une fonction intégrable et soit (f,,) une suite de fonctions intégrables.
1. Sig < f, alors [liminff,du < liminf [ f,dpu.
n—oo n—oo

2. Si f, < g alors limsup [ f,du < [limsupf,du.

Preuve:

1. D’aprés le lemme de Fatou (Théoréme 3.8), on a

/ lim inf(f,, — g)dp < lim inf / (fn — 9)dp.
n— 00

n—oo

Pour conclure, il suffit d’ajouter [ gdp de deux cotés d’inégalité ci-dessus, d’utiliser la définition de
liminf et d’appliquer la Proposition 3.11.

2. Par le lemme de Fatou

n—oo

/liminf(g — fu)dp < hminf/(g — fn)du.
n— oo
Pour completer la preuve on utilise que liminf(a,,) = —limsup(—a,,) pout chaque suite (a,). O

n—00 n—00

Théoréme 3.14. (de convergence dominée de Lebesque) Soit (f,) une suite de fonctions mesurables telle
que | fn| < g ot g est intégrable et f,, converge vers f. Alors f est intégrable et

lim fndp:/fdu.
n—oo
Preuve:
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La fonction f est mesurable en vertu du Théoréme 2.39 et elle est intégrable parce que |f| < get g
est intégrable. Notons que —g < f < g. Par Corollaire 3.13 et ’hypothése limf,, = f, on obtient
n

hmsup/fndu < /limsupfnd,uz /fdu = /lini}inffndu < lirginf/fnd,u < limsup/fndu.

n— 00 n—o0o n— 00
D’ou,
hmlnf/fndu:hmsup/fndu: lim /fndu:/fdu.
n—00 n—oo
O

Exercice 3.15. Soit f = lgnjo,1]- Alors f est Lebesque intégrable et J fdp = 0 mais f n’est pas Riemann
intégrable.
3.2.1 Intégrales de Riemann et Lebesgue

Dans ce section a < b, I = [a,b] et f : I — R. On suppose que f est bornée, i.e. il existe C' > 0 tel que
—C < f(x) < C pour tous z € I.

Soit o une dwision de I, i.e. 0 = (a =29 < 21 < -+ < &, = b). Alors 6(0) = max{xz; —x;_1, i > 1} est le
pas de 0. On pose m; = inf  f(x)et M; = sup f(z). Rappelons que

z;—1<x<z; z;—1<x<z;

n
= mg(x; — ;1)
i=1
est la somme inférieure de Darboux associée & o et
ST(f,0) =Y M(wi — zi4)

est la somme supérieure de Darboux associée a o. Il est evident que S™(f,0) < ST(f,0). Introduisons les
fonctions étagées suivantes :

B m six xg,T
fo (x) = {mi size (xi,l,exi[} o 21]§ i<,
et M .
51
=0 seeatSimilc,
Alors
/f;d)\: S™(f,0) et /deA=S+(f,0)7 (32)
T I

ou A est la mesure de Lebesgue.

On dit que la division ¢/ = (a = yo < y1 < -+ < Ym = b) est plus petite que la division o = (a = 29 <
xy <--- <xp, =>),onnote o’ <o,si{yo,y1, -, Ym} D {®o, 21, -+ ,xn}. Si (o) est une suite de divisions de
I alors o, — 0 si o > o041 pour tous k et li7IIn d(or) = 0. Etant donnée une telle suite on pose f; = f, et

fiF= [ Alors f7 < Jri1 S f < f,:ﬁrl < f,:r Soit h/lglf’; = f" et liinf]j = fT. Les fonctions f~ et f* sont
boréliennes, intégrables sur I, f~ < f < fT et

[fdA = h}gllf,;dx < hlgnlf,jdA = [f*d)\. (3.3)

Rappelons la définition de l'intégrale de Reimann.

Définition 3.16. On dit que la fonction f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann intégrable) s’il existe
une suite de divisions (oy) telle que o — 0 et klim S (f,oK) = klim S*(f,or). Dans ce cas klirn SE(f, o) est
—00 —00 $—> 00

b
noté par [ f(x)dz est appelé intégrale de Riemann.
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Desormais on suppose que f est Riemann intégrable et (0}) est comme dans la définition ci-dessus. D’aprés

(3.2) et (3.3), on obtient
b
frdx= [ f(x)dz = [ fTd).
[ fri-]

Soit A={zel: fT(z)=f(z)=f(z)}.Ona ft—f~>0et [(f* — f7)d\ =0. Donc,
1

AA) =AI) =b—a.

On peut montrer que chaque o € A est un point de continuité pour f, c.a.d. si (a;) est une suite dans [
convergeante vers « alors (f(«a;)) converge vers f(a). En effet, supposons par 'absurd que (f(c;)) ne converge
pas vers f(«). En remplagant («;) par sa sous-suite on peut supposer que (f(«;)) converge vers S # f(«)
et que soit «; < « pour tous ¢ soit «; > « pour tous ¢. Supposons que «; < « pour tous i et 8 < f(«).
(Les cas restants se traitent de maniére analogique.) Il existe ¢ > 0 tel que § < f(a) — . Pour chaque k
ils existent deux points voisins pi et ¢i de la division oy tels que pr < a < . Donc, il existe ng tel que
Pr < ap < o < g pour tous n > ng. D’ot, f, (a) = f () < inf f(o,) = B < f(a) — € si n > ng. On obtient
que h,infk_(o‘) = f~(a) < f(a) — €. Absurd.

On a démontré le théoréme suivant.
Théoréme 3.17. Soit f Riemann intégrable. Alors f est continue A\-p.p. et il existe une fonction borélienne

b
intégrable g sur I telle que f =g A-p.p. et [ f(x)dz = [gdA.
a I
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Chapitre 4

Espaces métriques

4.1 Distances

La notion de distance a été introduite pour formaliser les propriétés d’une fagon de mesurer ’écart entre des
éléments d’un méme ensemble ; ces propriétés sont modelées sur celles de la longueur d'un vecteur dans R? ou
R3.

Définition 4.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une fonction d: X x X — [0, +oo] satisfaisant les
propriétés suivantes :

1. Ve,ye X d(z,y) =0 x=y.

2. Ve,y e X d(z,y) =d(y, z).

3. Vr,y,z€ X d(x,z) <d(z,y) +d(y, 2).

On dit alors que (X, d) est un espace métrique.

La premiére des trois propriétés ci-dessus est appelée azxiome de séparation : elle dit en particulier que
deux points distincts sont nécessairement & distance strictement positive. La deuxiéme propriété est I’axiome de
symétrie. Enfin, la troisiéme est appelée inégalité triangulaire. C’est peut-étre la moins intuitive ; dans R?, muni

de sa notion usuelle de distance, elle correspond au fait que la longueur d’un c6té d’un triangle est toujours
inférieure a la somme des longueurs des deux autres cotés.

Propriété 4.2. Dans un espace métrique (X, d), pour tout z,y, z € X, on a |d(z, z) —d(y, )| < d(x,y). (Preuve
en exercice.)

L’exemple le plus important d’espace métrique est R muni de la distance d(z, y) = |z —y| ; plus généralement,
presque toutes les distances que nous rencontrerons proviennent d’une norme, dont nous rappelons la définition
maintenant.

Définition 4.3. Soit X un espace vectoriel sur R (resp. sur C). Une norme sur X est une fonction || - |: X —
[0, +00[ satisfaisant les conditions suivantes :

1.VeeX |z|=0&2=0.

2. Vo,y e X lo+yll < [lefl + [lyll-

3. VAER (resp. € C) Yz € X | Az| = |A| - ||z

On dit alors que (X, || - ||) est un espace normé.

Exemple 13. La norme associée au produit scalaire d’un espace euclidien, appelée norme euclidienne.

Exemple 14. Pour z = (x1,...,x,) € R™, on pose
n
lzlls =) lwil et alloo = max(|z1l, ..., |zal).
i=1
Les fonctions || - ||1 et || - ||oo sont des normes sur R™. (Preuve en exercice.)
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Propriété 4.4. Si (X, || -||) est un espace normé, alors la fonction d: X x X — [0, +oo[ définie par d(z,y) =
||z — y|| est une distance sur X. (Preuve en exercice.)

On dira que d définie comme ci-dessus est la distance induite par || - ||. Ce sont les distances avec lesquelles
nous travaillerons principalement ; I’ensemble X ne sera pas forcément un espace vectoriel tout entier, c’est
pourquoi la remarque suivante sera importante : si (X, d) un espace métrique, et A C X, alors la restriction de
d & A munit A d’une structure d’espace métrique.

Exercice 4.5. Soit X un ensemble. On définit une fonction d: X x X — [0, 4+00[ en posant

0 siz=y

Ve,y € X d(z,y) = {1 sinon

Montrer que d est une distance sur X, appelée distance discréte.

Définition 4.6. Soit (X, d) un espace métrique, € X et r > 0. On définit :
— La boule ouverte de centre x et de rayon r par

B(z,r)={y € X: d(z,y) <r}.

— La boule fermée de centre x et de rayon r par

B(z,r)={y € X: d(z,y) <r}.
Montrer que pour R muni de la distance usuelle, B(x,7) =]z —r,z +r[ et B(z,r) =[x —r,z + 7).

Exercice 4.7. Représenter les boules ouvertes/fermées dans R? pour les distances associées aux normes || - [|1,
|- ll2 et || - [l de centre (1,0) et de rayon 1. (Rappelons que |z|2 = /22 + 23 ot & = (21, x2).)

Exercice 4.8. Déterminer les boules ouvertes et les boules fermées d’un ensemble X muni de la distance
discréte.

Proposition 4.9. Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. Alors di et ds définies pour (x1,y1) et
(z2,y2) dans X XY par
di((z1,91)s (22, y2)) = dx (z1,22) + dy (y1,92) et

doo((71,y1), (22,92)) = max(dx (w1, 2), dy (y1, y2))
sont des distances sur X xY. On appellera d la distance produit de dx et dy .
Preuve:

Les applications d; et do, sont a valeurs dans [0, 400 et satisfont de maniére évidente les deux
premiéres propriétés (axiome de séparation et axiome de symétrie).
Vérifions 'inégalité triangulaire : soit (z1,y1), (2,y2) et (z3,ys3) dans X x Y. Alors,

di((z1,91), (z3,¥3)) = dx (x1,23) + dy (y1,y3) < dx(x1,22) +dx(z2,23) + dy (y1,y2) + dy (y1,y3)
= di((z1,91), (x2,y2)) + di((2, y2), (3, ¥3))-

On a

dx(x1,23) < dx(x1,22) + dx (22, 23) < max(dx (21, 22),dy (y1,y2)) + max(dx (z2, x3), dy (Y2, ¥3))

d’on

dx(z1,23) < doo((21, Y1), (T2, ¥2)) + doo (72, y2), (23,Y3))-
De méme,

dy (y1,Y3) < doo((z1,91), (22, Y2)) + doo (22, y2), (73,y3)) -
Ainsi,

dOO((xlayl)v (23,Y3)) = max(dX(xlvx?»)de(yhyB)) < doo(($1,y1)7 (z2,92)) + doo((.%'g,yz), ($3,y3)) :
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4.2 Suites dans un espace métrique

L’intérét principal de la notion de distance, pour nous, est de pouvoir formaliser la notion de suites conver-
gentes : une suite (zp),>0 converge vers z si et seulement si la distance d(x,,, z) tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. Avec des quantificateurs, on obtient la définition suivante.

Définition 4.10. Soit (X, d) un espace métrique, (z,)n>0 une suite d’éléments de X et € X. On dit que la
suite (zn)n>0 converge vers « si :

Ve >03IN e NVn > N d(zp,z) <e,

c’est-a-dire si :
d(xn,z) — 0.

n—-4o0o

Propriété 4.11. Soit (X, d) un espace métrique et (z,) une suite d’éléments de X, qui converge a la fois vers
x et x’. Alors x = «’, autrement dit, la limite d’une suite convergente est unique. (Preuve en exercice.)

Proposition 4.12. Soit (X,dx) et (Y,dy) deur espaces métriqgues. On munit X x Y de la distance produit
doo définie a la Proposition 4.9. Alors une suite (2, Yn)n>0 d’éléments de X xY converge vers (z,y) si, et
seulement si, (Tn)n>0 converge vers x et (Yn)n>0 converge vers y. (Preuve en exercice.)

Ce résultat reste vrai si on remplace dy, par d;. (Preuve en exercice.)

Ainsi, dans R™ muni de la distance induite par [| - ||o, on retrouve le fait qu'une suite est convergente si et
seulement si chaque suite de coordonnées converge.

A priori, la notion de convergence dépend de la distance considérée sur X ; mais il arrive que des distances
différentes aient les mémes suites convergentes.

Définition 4.13. Soit X un espace vectoriel, et || - ||1, || - [|2 deux normes sur X. On dit que || - ||1 et || - ||2 sont
équivalentes s’il existe des constantes m, M strictement positives et telles que :

Voe X mlaly < llolz < Mz -
Exercice 4.14. Montrer que la norme || - ||« et la norme euclidienne sur R™ sont équivalentes.

On reverra plus tard le théoréme, normalement déja connu et qu’il est en tout cas sans doute utile d’avoir
en téte, selon lequel toutes les normes sur R™ sont équivalentes.
Cette définition a un analogue pour les distances :

Définition 4.15. Soit X un ensemble. Deux distances di,ds sur X sont dites équivalentes s’il existe des
constantes m, M strictement positives et telles que :

VI,yGX mdl('ray)SdQ(Ivy)SMdl(I7y) .

Bien siir, si dy, ds sont les distances associées & des normes équivalentes, alors elles sont elles-mémes équiva-
lentes. Cette définition est importante pour nous a cause de la propriété suivante.

Proposition 4.16. Soit X un ensemble et di,ds deux distances sur X. Si dy et dy sont équivalentes, alors une
suite (xn)n>0 converge dans (X, dq) si et seulement si elle converge dans (X, ds).

Autrement dit : deux distances équivalentes ont les mémes suites convergentes.
Preuve:

Soit deux constantes m, M strictement positives telles que :
Ve,y € X mdi(z,y) < ds(z,y) < Mdi(z,y) .
Soit (x,) une suite et z un élément de X. On a alors pour tout n € N,
mdy (xn,x) < do(xn,x) < Mdy(2n,y) ,
ce qui entraine que :

dy(zp, ) o 0 si et seulement si da(zy, ) e 0.
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Définition 4.17. Soit X un ensemble, et (z,)n>0 une suite d’éléments de X. Une suite extraite de (z,,)n>0 est
une sous-suite de la forme (2, )r>0 o0 (ng)r>0 est une suite strictement croissante d’entiers, ou, de maniére
équivalente, de la forme (z,(x))x>0, ot ¢: N — N est une fonction strictement croissante (il suffit de poser pour
k>0, (k) =ng).

Intuitivement : une suite extraite est obtenue en ne gardant que certains termes de la suite (z,)n>0 €t en
oubliant les autres; par exemple, la suite (x2x)k>0 est une suite extraite de la suite (,)n>0-

Propriété 4.18. Soit ¢: N — N une fonction strictement croissante. Alors pour tout k¥ € N on a ¢(k) > k (et
en particulier p(k) tend vers +oo!). (Preuve en exercice.)

Proposition 4.19. Soit (X,d) un espace métrique. Si (x,)n>0 est une suite convergente alors toute suite
extraite (T, () )k>0 est convergente. (Preuve en exercice.)

Exercice 4.20. Soit (X, d) un espace métrique et (z,) une suite d’éléments de X.
Supposons d’abord que les suites (z2y) et (z2r11) convergent vers la méme limite. Montrer que (x,) est
convergente. Ce résultat reste-t-il vrai si 'on ne suppose pas que les limites de (zay) et (22541) sont égales?
Montrer que si (o), (T2r+1) et (x3r) sont toutes les trois convergentes alors (x,,) est convergente.

Proposition 4.21. Toute suite de réels admet une sous-suite monotone.

Preuve:

Soit (z,,) une suite de réels. Pour cette preuve, on dira qu’'un entier n est un pic, si pour tout m > n,
Ty > Ty S’il y a une infinité de pics np < n; < ng < ... < ng < ..., alors la suite extraite (z,, )
est strictement décroissante.

Sinon, il existe un entier N tel qu’aucun entier n > N n’est un pic. On construit alors par récurrence
une suite strictement croissante d’entiers (nj) tel que la sous-suite (x,,) soit croissante : pour
Iinitialisation, on pose ng = IN. Supposons que 'on a choisit N = ng < ny < ... < ng, tel que
ZTny < ... < xp, (condition vide si k = 0). Comme ny > N, nj n’est pas un pic et par conséquent il
existe ngy1 > ng tel que z,, <y, -

4.3 Ouverts et fermés

Si on est intéressé plus par la notion de “proximité” induite par une distance que par les valeurs exactes de
la distance, on est amené a la notion d’ouvert : A C X est ouvert ssi, dés que a € A, tout point suffisamment
proche de a appartient & A. Autrement dit, A contient une petite boule non vide autour de chacun des ses
points.

Définition 4.22. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie A de X est un ouvert si
Va € A3r >0 B(a,r) C A.

Une boule ouverte est bien un ouvert ! L’ensemble X tout entier et 'ensemble vide () sont des ouverts. Dans
R, muni de la distance usuelle, tout intervalle ouvert est un ouvert (intervalles de la forme |a,b[, ] — oo, al,
1b, +00[ et | — 00, +0o0[, avec a,b € R).

Exercice 4.23. Vérifier qu'une partie A d’un espace métrique est un ouvert si et seulement si
Va € A 3n € N* B(a,1/n) C A.
Exercice 4.24. Vérifier qu'une partie A d’un espace métrique est un ouvert si et seulement si
Va € A3r >0 B(a,r) C A.

La notion d’ouvert dépend de la distance sur X ; par contre pour deux distances équivalentes les ouverts
sont les mémes.

Exercice 4.25. 1. Donner un exemple de deux distances sur R qui ne définissent pas les mémes ouverts.

2. Soit X un ensemble et di,ds deux distances équivalentes sur X. Montrer qu'une partie A de X est un
ouvert de (X, dy) si et seulement si elle est un ouvert de (X, ds).
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Théoréme 4.26. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Alors, A est un ouvert si et seulement pour
toute suite (x,) d’éléments de X qui converge vers un élément de A, alors x, appartient & A pour tout n
suffisamment grand.

Preuve:

Supposons A ouvert et considérons une suite (x,) d’éléments de X qui converge vers a € A. Comme
A est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A. La convergence de la suite vers a, entraine qu’il
existe un entier N tel que pour tout n > N, d(x,,a) < r, c’est-a-dire tel que pour tout n > N,
xn € B(a,r) C A.

Réciproquement, si A n’est pas ouvert, il existe a € A tel que pour tout n € N, B(a, n%_l) ¢ A.
On choisit ainsi pour tout n, un élément x,, € B(a, n%_l) \ A. Alors aucun élément de la suite
n’appartient & A mais elle converge vers a qui appartient a A.

Définition 4.27. Une partie A d’un espace métrique est un fermé si son complémentaire X \ A est ouvert.

Une boule fermée est bien un fermé! L’ensemble X tout entier et ’ensemble vide sont des fermés. Dans R,
muni de la distance usuelle, tout intervalle fermé est un fermé.

Les fermés sont caractérisés par la propriété suivante : la limite de toute suite convergente d’éléments d’un
fermé est dans ce fermé. Notons que toute propriété des ouverts se traduit, par passage au complémentaire, en
une propriété des fermés.

Proposition 4.28. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Alors, A est un fermé si et seulement pour
toute suite (z,,) d’éléments de A qui converge vers un élément x de X, alors x appartient a A.

Preuve:

Supposons A fermé. Soit (z,) une suite d’éléments de A qui converge vers un élément z. Comme
aucun x, n’est dans 'ouvert X \ A, (encore moins pour tout n suffisamment grand), d’apres le
théoréme 4.26, x ne peut appartenir a 'ouvert X \ A et donc appartient a A.

Réciproquement, si A n’est pas fermé, c’est-a-dire si X \ A n’est pas ouvert, alors le théoréme 4.26
garantit 'existence d’une suite (x,,) d’éléments n’appartenant pas & X \ A, c’est-a-dire appartenant
a A, qui converge vers un élément de X \ A.

Proposition 4.29. Dans un espace métrique (X, d) donné,

1. $i (0y);er est une famille d’ouwverts, alors |J O; est également un ouvert
i€l
(une union quelconque d’ouverts est un ouvert) ;
2. si O1,...,0, sont des ouverts, alors O1 N...N O, est également un ouvert
(une intersection finie d’ouverts est un ouvert) ;
3. si (F});er est une famille de fermés, alors (| F; est également un fermé
iel
(une intersection quelconque de fermés est un fermé) ;

4. st Fy, ...  F, sont des fermés, alors F} U...UF, est également un fermé
(une union finie de fermés est un fermé).

Preuve:

(1) Soit a € |J Oy, alors il existe ig € I tel que a € O;y. Comme O;, est ouvert, il existe r > 0, tel

i€l
que B(a,r) C O;, € |J Oy, ce qui permet de conclure.
i€l
(2) Soit a € O1N...NO,,, alors pour chaque i € {1,...,n}, onaa € O; qui est un ouvert. Ainsi, pour
chaque @ € {1,...,n}, il existe r; > 0 tel que B(a,r;) C O;. En posant » = min(ry,...,7,), on en

déduit que la boule ouverte B(a, r) est incluse dans chacun des O; et donc que B(a,r) C O1N...NO,,
ce qui permet de conclure.

(3)Ona X\ N F,=U(X\FE), qui est ouvert par (1). Ainsi, [ F; est fermé.

i€l i€l iel
(4)Ona X\ (FLU...UF,) = (X\F1)N...Nn(X\ F,), qui est ouvert par (2), et donc F; U...UF,
est fermé.
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Exercice 4.30. 1. Donner un exemple d’une intersection d’ouverts qui n’est pas un ouvert.
2. Donner un exemple d’une union de fermés qui n’est pas un fermé.

Définition 4.31. Etant donné un espace métrique (X, d), et une partie A C X, I'intérieur de A, dénoté fi, est
la réunion de tous les ouverts contenus dans A, c’est-a-dire

Par définition, A est un ouvert, est contenu dans A, et il contient tous les autres ouverts contenus dans A :
c’est le plus grand ouvert contenu dans A. Attention, A peut tout & fait étre vide méme si A ne 'est pas!

Propriété 4.32. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Alors pour tout € X, on a

z€A < Ir>0tel que B(z,r) C A.
(Preuve en exercice.)

Définition 4.33. Etant donné un espace métrique (X,d), et une partie A C X, 'adhérence de A, notée A, est
I'intersection de tous les fermés contenant A, c’est-a-dire

Cette fois, A est un fermé, contient A, et est contenu dans tous les autres fermés qui contiennent A : c’est
le plus petit de tous les fermés contenant A.

o

— o A J—
Propriété 4.34. Soit (X, d) un espace métrique, et A C X. Ona X \A=X\Adet X\ A= X\ A. (Preuve
en exercice.)

Propriété 4.35. Soit (X,d) un espace métrique, A C X et 2 € X. Il existe une suite d’éléments de A qui
converge vers x si, et seulement si, B(a:, r) N A # () pour tout r > 0. (Preuve en exercice.)

Ceci nous permet d’établir la caractérisation suivante de ’adhérence, qui est fondamentale.

Proposition 4.36. Soit (X, d) un espace métrique, A une partie de X et v € X. Alors x € A si, et seulement
si, il existe une suite d’éléments de A qui converge vers x.
Preuve:

Supposons qu'il existe une suite d’éléments de A qui converge vers z € X. Alors, pour tout fermé F'
contenant A, il existe aussi une suite (la méme!) d’éléments de F' qui converge vers x ; par conséquent,
x appartient & F'. Donc x appartient & tous les fermés qui contiennent A : = € A.

Réciproquement, supposons qu’il n’existe pas de suite d’éléments de A qui converge vers x € X.
Alors, d’aprés la propriété 4.35, il doit exister 7 > 0 tel que B(z,7)NA = (. Autrement dit, X\ B(z,)
est un fermé de X, contenant A, mais auquel x n’appartient pas : x & A.

Exercice 4.37. Déterminer l'intérieur et I’adhérence de @Q,[0,1] N Q,]0,1[NQ (dans R muni de sa distance
usuelle).

Proposition 4.38. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé (on considére E muni de la distance induite par
sa norme). Soit a € E et r > 0.

1. L’intérieur de la boule fermée B(a,r) est la boule ouverte B(a,r).
2. L’adhérence de la boule ouverte B(a,r) est la boule fermée B(a,r) .

(Preuve en exercice.)
Exercice 4.39. Les deux propriétés de la proposition ci-dessus sont elles vraies pour tout espace métrique 7
Définition 4.40. Soit (X, d) un espace métrique, et A C X. On dit que A est dense dans X si A = X.

Par exemple, il est bien connu que Q et R\ Q sont tous les deux denses dans R.
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Chapitre 5

Fonctions continues entre espaces
métriques

5.1 Fonctions continues et uniformément continues

Maintenant qu’on sait ce qu’est une distance, on peut définir la continuité pour des fonctions entre espaces
métriques, plutdt que de R dans R ; c’est essentiellement la méme chose, en remplacant |z — y| (qui n’a apriori
pas de sens dans un espace métrique) par d(z,y).

Définition 5.1. Soit (X, d) et (Y, D) deux espaces métriques, f: X — Y et z € X. On dit que f est continue
en x si:

Ve>036 >0V € X d(z,2') <§ = D(f(x), f(z) <e.

On dit que f est continue sur X si elle est continue en x pour tout = € X, autrement dit :
Ve e XVe>030>0Va € X d(x,2') <§= D(f(z), f(z)) <e.

Ou encore ('ordre dans lequel on écrit les deux V ne change pas le sens de 1’énoncé) :
Ve>0Vre X 36 >0Ve' € X d(z,2') <d = D(f(x), f(z')) <e.

Il faut bien comprendre que, ci-dessus, § dépend de € et du point x ou l'on se place. Une définition plus
forte imposerait que le méme ¢ fonctionne pour tous les € X simultanément ; dans ce cas, on dit que f est
uniformément continue.

Définition 5.2. Soit (X,d) et (Y, D) deux espaces métriques, et f: X — Y. On dit que f est uniformément
continue sur X si

Ve>030>0Vr e X Vo' € X d(z,2') < d = D(f(x), f(z')) <e.

Par rapport a la définition de la continuité, on a remplacé “Vax € X 3§ > 0” par “36 > 0 Vo € X : § dépend
toujours de €, mais ne dépend plus de x. Toute fonction uniformément continue est continue, mais la réciproque
est fausse.

Exercice 5.3. Montrer que la fonction x — x2 n’est pas uniformément continue sur R.

Définition 5.4. Soit (X,d) et (Y, D) deux espaces métriques. On dit que f: X — Y est lipschitzienne s’il
existe K > 0 tel que
Vz,z' € X D(f(z), f(z')) < Kd(x,2') .

Propriété 5.5. Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue. (Preuve en exercice.)

Exercice 5.6. Soit f: R — R une fonction dérivable, et telle qu'’il existe M satisfaisant |f’(z)| < M pour tout
x € R. Montrer que f est lipschitzienne.

Théoréme 5.7. Soit (X,d) et (Y, D) deux espaces métriques, f: X — Y une fonction et x € X. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :
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— f est continue en x.
— Pour toute suite (x,,) d’éléments de X qui converge vers x, la suite (f(x,)) converge vers f(x).

Preuve:

Supposons tout d’abord que f est continue en x, et fixons une suite (z,) qui converge vers x ainsi
que € > 0. D’une part il existe § > 0 tel que D(f(x), f(z')) < e dés que d(z,2’) < §; d’autre part il
existe N € N tel que d(z,,,x) < § pour tout n > N. Alors, pour tout n > N, on a d(f(x,), f(x)) <e,
ce qui prouve que (f(x,)) converge vers f(x).

Réciproquement, supposons que f ne soit pas continue en z :
Je>0V0>03ye X dx,y) <detd(f(x),fly)>c.

Fixons € > 0 comme ci-dessus, et appliquons la propriété pour § = % : ceci nous donne une suite (y,)
telle que d(z,y,) < 1 pour tout n € N* (en particulier, (y,,) converge vers z) mais d(f (yn), f(z)) > ¢
(par conséquent, f(y,) ne converge pas vers f(z)).

Théoréme 5.8. Soit (X,d) et (Y,D) deur espaces métriques et f: X — Y wune fonction. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. f est continue.
2. Pour tout ouvert O de'Y, f~1(O) est un ouvert de X.
3. Pour tout fermé F de Y, f~Y(F) est un fermé de X .

On rappelle que f~1(A) = {x € X: f(z) € A} désigne I'image inverse de A par f.
Preuve:

Supposons que f est continue, et soit O un ouvert de Y. Fixons z € f~1(0), et considérons une suite
(zr,) qui tend vers x. Alors f(z,,) tend vers f(x) puisque f est continue, donc f(x,) appartient & O
pour n suffisamment grand puisque f(z) € O et O est ouvert. Par conséquent, z,, € f~1(O) pour n
suffisamment grand, ce qui nous montre que f~(O) est ouvert, et on a montré que (1) = (2).

Si (2) est vrai et F est fermé dans Y, alors Y \ F est ouvert et par hypothése on obtient que
7YY\ F) =X\ f7Y(F) est ouvert dans X, autrement dit f~'(F) est fermé dans X. Ceci éta-
blit I'implication (2) = (3), et en fait le méme argument de passage au complémentaire donne
limplication réciproque (3) = (2).

Il nous reste a prouver que (2) = (1) ; supposons donc de nouveau que (2) soit vérifié, et considérons
x € X et € > 0. Puisque B(f(z), ) est un ouvert contenant f(x), son image inverse est par hypothése
un ouvert contenant x, par conséquent il existe § > 0 tel que B(z,d) C f~(B(f(x),¢)), c’est-a-dire :

Vo' € X d(z,2') < § — D(f(x), f(z") <e.

On a bien montré que f est continue.

On voit dans cette preuve qu’il vaut mieux étre a l’aise avec les propriétés de I'image inverse par une
fonction... (Ce trés important dans la partie du cours consacrée a la théorie de la mesure.)

Exercice 5.9. Soit X,Y deux ensembles, f: X — Y une fonction. Montrer que, pour tout A,B C Y on a
JTHAUB) = fTHA)U fH(B) et fTHANB) = f~H(A) N fH(B).

Exercice 5.10. Soit I'application de R dans R, f: x — 2.

1. Déterminer les ensembles suivants : f([—3,—1]), f([-2,1]), f([-3,—-1]U[-2,1]) et f([-3,—-1]N[-2,1]).
Les comparer.

2. Mémes questions avec les ensembles f~1(]—o00,2]), f~([1, +o0]), f~1(]—o0, 2]U[1, +o0[) et f~1(]—o0, 2]N[1, +o0]).

Proposition 5.11. Soit (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, ainsi que f: Y — Z et g: X =Y
deuzx fonctions continues. Alors fog: X — Z est continue.

Preuve:
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Fixons € > 0. Comme f est continue, il existe §; > 0 tel que pour tout y,y’ € Y on ait dy (y,y') <
51 = dz(f(y), f(v')) < e. Puis, comme g est continue, il existe ds tel que pour tout z,z’ € X on ait
dx(z,2') < 62 = dy(g9(z),g(z")) < d1. On a alors, pour tout z,z’ € X :

dx (x,2') <02 = dy(g9(x),9(2")) <1 = dz(f(9(x)), f(g(a")) <e .
On vient de prouver que f o g est continue.

Exercice 5.12. On munit R? de la distance induite par | - ||o, et R de sa distance usuelle. Montrer que les
fonctions (x,y) — = +y et (x,y) — xy sont continues.

Exercice 5.13. Soit (X, d) un espace métrique et f,g: X — R deux fonctions continues. Montrer que la somme
f 4+ g et le produit fg sont également des fonctions continues.

Exercice 5.14. Soit (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, ainsi que f: Y — Z et g: X - Y
deux fonctions uniformément continues. Montrer que f o g: X — Z est uniformément continue.

5.2 Suites de fonctions

Tout comme la continuité, les notions de convergence simple/uniforme de suites de fonctions qu’on connait
pour des fonctions de R dans R s’étendent sans difficultés aux fonctions entre espaces métriques.

Définition 5.15. Soit (X, d), (Y, D) deux espaces métriques, et (f,) une suite de fonctions de X dans Y. On
dit que (f,) converge simplement vers une fonction f: X — Y si pour tout x € X la suite (f,(x)) converge
vers f(z); autrement dit :

Ve e X Ve>03IN eNVn>N D(fu(x), f(z)) <e.

Ci-dessus, N dépend a la fois de € et de = ; comme dans la définition de la continuité, on pourrait demander
que N ne dépende que de €, et on obtient ainsi la définition de la convergence uniforme.

Définition 5.16. Soit (X,d), (Y, D) deux espaces métriques, et (f,) une suite de fonctions de X dans Y. On
dit que (f,,) converge uniformément vers une fonction f: X — Y si

Ve >03IN eNVz e X Vn> N D(fu(x), f(z)) <e.

Bien entendu, la convergence uniforme entraine la convergence simple. La réciproque est fausse, comme le
montre I'exercice suivant.

Exercice 5.17. Pour tout n € N*, on définit f,,: [0, 1] — [0, 1] en posant

0 xZ%
fn(x){l—nm i0<z<

Pour n € N*| représenter le graphe de la fonction f,, puis montrer que (f,) converge simplement vers une
fonction f que 'on déterminera. La convergence est-ele uniforme? f est-elle continue ?

<1
n

On voit donc que la convergence simple ne préserve pas la continuité (ce qui est une bonne raison pour
travailler avec des fonctions mesurables plutot que des fonctions continues).

Proposition 5.18. Soit (X,d) et (Y,D) deux espaces métriques, et (f,) une suite de fonctions continues de
X dans Y. Si (fn) converge uniformément vers f: X — Y alors f est continue.

Preuve:

Fixons € > 0 et z € X. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, on ait D(f,(z), f(z)) < e pour
tout x € X.

Fixons un tel N ; comme [y est continue, il existe § > 0 tel que pour tout 2’ € X,
d(z,2") <8 = D(fn(z), [n(2))) <€
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Alors on a, pour tout 2’ € X tel que d(x,2') < ¢ :

D(f(z), f(2")) < D(f(x), fn(@))+ D(fn(2), fn(z")) + D(fn(2'), f(2))
< e4¢e+4¢
3e .

Comme ¢ était quelconque, ceci suffit & démontrer que f est continue en x.

Propriété 5.19. Une limite uniforme de fonctions uniformément continues est uniformément continue. (Preuve
en exercice. )
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Chapitre 6

Compacité

Définition 6.1. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X, d) est compact s’il a la propriété suivante :
pour toute suite (z,,) d’éléments de X, il existe une sous-suite (z,, ) qui converge dans X.

Un exemple fondamental d’espace compact est donné par un intervalle fermé borné (un segment) de R ou,
plus généralement n’importe quelle partie fermée bornée de R. On verra plus loin, Théoréme 6.9 et Corollaire
6.13, qu’en fait les compacts de R™ sont exactement ses parties fermées bornées.

Théoréme 6.2. Toute partie fermée bornée de R, en particulier tout segment, est compacte.

Preuve:

Considérons une suite (x,) d’éléments d’une partie F' fermée bornée de R. Par la proposition 4.21,
il existe une suite extraite (x,, ) qui est monotone. Comme cette sous-suite est bornée et monotone,
elle converge. Sa limite est dans F' car F' est fermé.

Proposition 6.3. Soit (X,d), (Y,D) deux espaces métriques compacts. Alors X XY, muni de la distance
produit, est encore un espace métrique compact.

Preuve:

Soit (2, yn) une suite d’éléments de X x Y. Par compacité de (X, d), on peut extraire une sous-
suite (2, (k) qui converge vers x € X. Et par compacité de (Y, D), on peut extraire de (y,,, (r)) une
nouvelle sous-suite y.,, (4, (1)) qui converge vers y € Y.

Notons 1 = @1 0 3. Alors la suite (z4), yy)) est telle que ;) converge vers x et y,,;) converge
vers y, autrement dit, cette suite est une suite extraite de (z,,y,) qui converge vers (z,y).

Corollaire 6.4. Pour tout n € N* et tout ay,...,an,b1,...,b,, Pensemble [][a;, b;] est un compact de R™
muni de la distance induite par ||+ ||o-

Preuve:

Chacun des espaces [a;, b;] est compact, et par récurrence on montre facilement a partir de la pro-
position précédente qu'un produit fini d’espaces métriques compacts est compact.

Théoréme 6.5. Soit (X, d) un espace métrique, et A un sous-ensemble compact de X (c’est-a-dire que (A,d)
est un espace métrique compact). Alors A est fermé dans X.

Preuve:

Soit (x,,) une suite d’éléments de A qui converge vers 2 € X ; on doit prouver que 2 € A. Comme A
est compact, il existe une sous-suite (z,, ) qui converge vers a € A; et (z,,) converge toujours vers
2. Par unicité de la limite, x = a € A.

Réciproquement, on a le résultat suivant.

Proposition 6.6. Soit (X,d) un espace métriqgue compact et A une partie fermée de X. Alors (A,d) est un
espace métrique compact.
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Preuve:

Soit (ay,) une suite d’éléments de A. Comme X est compact et (a,,) est aussi une suite d’éléments de
X, il existe une sous-suite (a,, ) qui converge vers x € X ; comme A est fermé, x € A, ce qui montre
que (ay) a une sous-suite convergente dans A : (A, d) est compact.

La compacité est importante pour nous en particulier parce que les fonctions continues sur les espaces
compacts ont des propriétés trés fortes.

Théoréme 6.7. Soit (X,d) un espace métrique compact, et f: X — R une fonction continue. Alors f est
bornée et atteint ses bornes.

Preuve:

Montrons que f atteint sa borne supérieure M = sup({f(z): z € X}) (Vargument pour la borne
inférieure est symétrique, ou découle du résultat pour la borne supérieure appliqué a —f). Par
définition d’une borne supérieure, il existe une suite (z,) d’éléments de X telle que f(x,) converge
vers M. Comme (X,d) est compact, (z,) admet une sous-suite convergente (z,,); appelons z sa
limite. Alors f(zy, ) converge a la fois vers M (c’est une sous-suite d’une suite qui converge vers M)
et vers f(x) (par continuité de f). Par conséquent, f(z) = M.

La proposition suivante est une conséquence facile de ce théoréme.

Proposition 6.8. Tout espace métrique compact (X, d) est borné, c’est-a-dire qu’il existe M tel que pour tout
z,2' € X on ait d(xz,a’) < M.
Preuve:

La fonction d: X x X — R est continue lorsqu’on munit X x X de la distance produit D ; en effet,
elle est lipschitzienne :

|d(x1’ ‘r2) - d(‘r/lvxé)‘ = |d($17x2) - d(xla $/2) + d(xlvxé) - d(xllvx/2)|
|d(z1, 22) — d(@1, 25)] + |d(z1, 25) — d(2), 7))
d(z2,xh) + d(z1, x})

2D((.¢L’1,$2)7(.%‘/171‘12)>.

INIA TN

Comme (X x X, D) est compact, la proposition précédente nous permet de conclure que d est bornée,
ce qui revient a dire que (X, d) est un espace métrique borné.

Théoréme 6.9. Dans R™ muni de la distance doo induite par || - ||, les compacts sont les fermés bornés.

Preuve:
Si A C R™ est tel que (A, d) soit compact, alors on sait que (A, d) doit étre fermé dans R™, et borné
d’apreés la proposition précédente.
Réciproquement, si A est fermé borné dans R™, alors il existe M tel que A soit contenu dans
[-M, M]™; on a vu que cet ensemble est compact, et A y est fermé, donc (A, d) est compact.

Théoréme 6.10. Soit (X, d) un espace métrique compact, (Y, D) un espace métrique, et f: X — Y une fonction
continue. Alors f(X) est un sous-ensemble compact de Y.

Notons que, une fois qu’on sait que les sous-ensembles compacts de R sont les fermés bornés, ce résultat
généralise le théoréme 6.7.
Preuve:

Soit (yn) une suite d’éléments de f(X). Pour tout n on peut choisir z, tel que f(x,) = yn, et
ensuite on peut extraire une sous-suite convergente (z,,) de la suite (z,). Par continuité de f, la
suite yn, = f(zn,) converge vers y = f(x).

Théoréme 6.11 (Théoréme de Heine). Soit (X, d) un espace métrique compact, (Y, D) un espace métrique, et
f: X =Y une fonction continue. Alors f est uniformément continue.

Preuve:
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On va montrer la contraposée : si f n’est pas uniformément continue, alors f n’est pas continue.
Supposons donc que f ne soit pas uniformément continue, c’est-a-dire qu’il est faux que

Ve > 030 >0Vr,2' € X d(z,2') <= D(f(z), f(z')) <e.
Autrement dit, notre hypothése est que
Je>0V6>03z,2' € X d(z,z') < et D(f(z), f(z')) >¢.

Fixons € > 0 comme ci-dessus. Pour tout n € N*, on sait qu’il existe x,,z}, tels que d(zy,,z),) <
et D(f(an), f(2)) 2 &

Comme 'espace produit X x X est compact, on peut extraire une sous-suite convergente (2, ,,, )
de la suite (2, z,); la suite x,, converge vers x € X, et la suite x;, converge vers 2’ € X.
Puisque ny — +o0 et d(zy,,z,, ) < nik, on doit avoir = 2’. Mais on a aussi D(f(xy,), f(2], ) > ¢
pour tout k : il est impossible que les deux suites f(xy,) et f(z;, ) convergent vers f(x), par
conséquent f n’est pas continue en .

Théoréme 6.12. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

Preuve:
Soit N une norme sur R™. On va montrer que N est équivalente a || - || ; alors toutes les normes
sont équivalentes & || - ||, donc elles sont toutes équivalentes.
Notons ey, ...,e, la base canonique de R™, et M = max({N(e;): 1 < i < n}). Alors on a, pour
= (x1,...,2p) :
N(z) = N(zie1+...+zne,)

< z1|N(er) 4+ ...+ |zn|N(en)

< M(lz]+-..+ |znl)

< Moz -
Cela nous donne une des deux inégalités nécessaires pour montrer que N est équivalente a || - || ;

cette inégalité implique aussi que N: (R™,dy) — R est lipschitzienne et donc continue :
Vr,z' € R" |N(z)— N(z')| < N(x —2') < Mn|z — 2|0 -
On a vu que les fermés bornés de (R™,d.,) sont compacts ; par conséquent, I’ensemble
S={ze[-1,1]": 3k, z) = £1}

(la sphére unité pour || - ||oo) est compact, et comme N y est continue, elle y atteint son minimum

m ; notons que, comme 0 € S, m > 0. Soit maintenant x € R™ un vecteur non nul ; le vecteur —%
) ) I ) Hx”
oo

appartient & S, et on a donc N(W) > m.

Autrement dit, pour tout z € R™ on a m||z]lc < N(z) (cette inégalité est bien sir aussi vraie pour
x =0), et on a fini de prouver que N et || - ||« sont équivalentes.

Corollaire 6.13. Pour n’importe quelle distance induite par une norme sur R", les compacts de R™ sont les
fermés bornés.

Exercice 6.14. Soit (X,d) un espace métrique, et (z,) une suite d’éléments de X qui converge vers x € X.
Montrer que ensemble {z,,: n € N} U {z} est compact.

Définition 6.15. Soit (X, d), (Y, D) deux espaces métriques. Une fonction f: X — Y est un homéomorphisme
si f est une bijection telle que les fonctions f et f~! soient continues.

Proposition 6.16. Soit (X,d), (Y, D) deux espaces métriques compacts, et f: X — Y une bijection continue.
Alors f~1 est nécessairement continue, autrement dit, f est un homéomorphisme.

Preuve:
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On doit montrer que la fonction g = f~! est continue. Soit F' un fermé de X ; il nous suffit de
montrer que g~ (F) est fermé dans Y. Pour cela, notons que

g (F)={yeY:gly)e F} ={yeY: f'(y) e F} = f(F) .

D’aprés le théoréme 6.10, f(F) est compact; comme les compacts sont fermés, on en déduit bien
que g~ H(F) = f(F) est fermé, ce qu’il fallait démontrer. O

Définition 6.17. Soient X un espace topologique et Y un sous-ensemble de S. Un recouverement (par des

ouverts) de Y est une famille des ouverts {U; : i € I} telle que Y € JU;. SiJ C T et Y C JU; alors
il ieJ

{U; : i € J} est un sous-recouvrement.

Proposition 6.18. (Lemme de Heine-Borel) Soit a,b € R, a < b. Soit {U; : i € I} un recouvrement de

[a,b] 0w chaque U; est un intervale de R de longueur fini. Alors {U; : i € I} contient un sous-recouvrement fini
de [a, b)].

Preuve:

Preuve par absurd. On note E; = [a,b]. Soit £y = E{ U E} ou Ef et E} sont des intervales fermés
de longueur }’_T“. Un des intervales E{ ou Ef n’admet pas un sous-recouverement fini. Notons cet
intervale par E5. Par recurrence, on trouve une suite des intervales fermés £1 D Es D --- D Ep, D - -+
tels que \(E,) = % pour tous n > 1 est aucun de F,, n’admet pas un sous-recouverement fini.
(X désigne la mesure de Lebesgue sur R.) Soit E,, = [an,by,]. Alors li7rlnan = lirrlnbn =ce QEH 11
existe U;,i € I, qui contient c. Soit U; = (o, B) et € = min{c — «, 8 — ¢}. En choisissant n tel que
1’2%“ < € on obtient que F,, C U;. Cotradiction. O

Le théoréme suivant est admis.

Théoréme 6.19. Un espace métrique (X, D) est compact si et seulement si chaque recouvrement de X par des
ouverts contient un sous-recouvrement fini.
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