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CC1 : Topologie et théorie de la mesure
Durée : 1 heure 30 minutes

Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.
Attention : une réponse "Vrai" ou "Faux" correcte sans justification
elle aussi correcte ne donnera lieu 4 aucune attribution de point.

LE SUJET EST RECTO-VERSO!

Donner les définitions :
1. d’une fonction étagée,
2. d’une fonction p-intégrable et de son intégrale,

3. d’une fonction convexe.

Donner les formulations :
1. du théoréeme de convergence dominée de Lebesgue,
2. du théoréme sur la relation entre 'intégrale de Riemann et l'intégrale de Lebesgue,

3. du théoréme de continuité avec condition de domination.

Exercice 1 Soit (2,7, u) un espace mesuré. Démontrer ou réfuter (en proposant des
contre-exemples) les assertions suivantes :

1. Siz € Q est tel que {z} € T alors p({z}) = 0.

2. Si (Ap)nen C T est une suite croissante et A = U A,, alors on a
neN

/ Ladp = sup p(Ay).
Q

neN

3. Si f:Q —[0,00] est une fonction mesurable satisfaisant fQ fdp =0 alors f =0.
4. Si f:Q — [0, 00] est une fonction u-intégrable alors pour tout € > 0

p{ze: f(x) >e}) < +oo.

2
Exercice 2 Calculer // f(z,y)dzdy on f(x,y) = T et D= [—1,1] x [1,2].
D Y



Exercice 3 Soit i une mesure non-nulle sur (Z, P(7Z)) qui soit invariante par translation,
c’est-a-dire satisfaisant pu(p + A) = p(A) pour tout p € Z et tout A C Z.

1.

Montrer qu’il existe ny € Z tel que u({no}) > 0.
Indication : On raisonnera par l’absurde et on trouvera une contradiction concernant
la valeur de u(7Z).

2. Montrer que p({n}) = pu({no}) pour tous n € Z,.

3. En déduire que la mesure p est infinie.
4. Soit f:7Z — R ou Z est muni de la tribu P(Z) et R de celle des boréliens.

(a) Est-ce que la fonction f toujours mesurable ?

(b) Est-ce que la fonction f toujours intégrable ?

Exercice 4 Soient (2,7, 1) un espace mesuré probabilisé (c.a.d. u(2) = 1) et f: Q —
[0, +00[ une fonction borélienne. On pose A_ ={zx € Q: f(z) <1}, Ay={x € Q: f(z) =
1} et Ay ={x € Q: f(x) > 1}. Soit g définie par

g:Q —[0,+00]
r— lim f(z)".

n—-+o0o

Montrer que A_, Ay et A, sont mesurableset Q = A_ L Ay A,.
Montrer que g est mesurable.

Montrer que si u(A4) > 0 alors [ gdp = +oo.
Ay

. Montrer que [ gdp = 0.

A
Indication : se rappeler du théoréme de convergence dominée.

En déduire que si [gdp < +oo alors [gdu = pu(Ao) .
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