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Feuille d'exercices II.
Fonctions continues

. h}u;;l b@(grcice 1. Montrer que la fonction z ~ 2 n’est pas uniformément continue sur R.

v ﬁ{jﬁ -l .Ezfercice 2. Pour chacun des énoncés suivants, déterminer toutes les fonctions f: R — R
i qui le satisfont :
eWN =L 3>0Ve>0VzeRV2' eR |z —2/| <= |f(z) - f(2)| <e.
2. Ve>0VzeRVZ'€eRI>0|z—2'| <d=|f(z) - f(z)| <e.

f’ ot Mice 3. Montrer que toute fonction lipschitzienne est uniformément continue.
2N e ercice 4. Soit f: R — R une fonction dérivable, et telle qu’il existe M satisfaisant

| f'(z)] < M pour tout € R. Montrer que f est lipschitzienne.

C ‘l'\_; ercice 5. Soit X, Y deux ensembles, f: X — Y une fonction. Montrer que, pour tout
;j} Yona fTY(AUB) = f1(A)U f1(B) et f~Y(ANB) = f~1(4)N f~X(B).
TO\ e cercice 6. Soit ’application de R dans R, frz— 22

' V. 1. Déterminer les ensembles suivants : f([-3,—1]), f([-2,1]), f([-3,—-1] U [-2,1])
et f([-3,—1]N[-2,1]). Les comparer.

2. Mémes questions avec les ensembles f~(]—o00, 2]), f~*([1, +00]), f~1(]—o0, 2JU[1, +-00[)
et f~1(]—00,2] N [1,+ool).

{Tl'qr. Exercice 7. Soit f : E — F une application, A,A' C F et B,B' C F.
W implifier £(f1(£(4)) et F(F(F71(B))).

2. Montrer que f(AnN f~(B)) = f(A) N B.

3. A quelle condition sur f a-t-on: VACE, f(E\A)=F\ f(A)?
%rcice 8. On munit R? de la distance induite par || - [|o0, et R de sa distance usuelle.
+1 .\ Montrer que les fonctions (z,y) = = +y et (z,y) — xy sont continues.

TS ,%‘cice 9. Soit (£, || - ||) un espace vectoriel normé, X une partiede E et f,g: X - R
B = ™ deux fonctions continues. Montrer que la somme f + g et le produit fg sont également
des fonctions continues.

e o S
—

@ﬂv \th;rcice 10. Montrer que la composée de deux fonctions uniformément continues est
uniformément continue.

* Exercice 11. Pour tout n € N*, on définit f,: [0,1] — [0, 1] en posant
4 Aord. sl siz>1
)= !
% l-nz si0<z<3
Pour n € N*, représenter le graphe de la fonction f,, puis montrer que ( fn) converge

W simplement vers une fonction f que l'on déterminera. La convergence est#gle uniforme ?
; f est-elle continue ?



Exercice 12. Montrer qu’'une limite uniforme de fonctions uniformément continues est
uniformément continue.
Exercice 13. Soit X une partie non vide de R™. On désigne par E I'espace vectoriel
formé par toutes les fonctions f: X — R qui sont bornées, c’est-a-dire qu'il existe M € R
tel que |f(z)| < M pour tout € X.
Pour f € E, on pose
[ flleo = sup{|f(z)|: = € X} .
1. Vérifier que || - || est une norme sur E.
2. Montrer que pour toute suite (f,) d’éléments de E et f € E, on a 'équivalence

((fn) converge uniformément vers f) < || fn — flleo = 0.

3. Montrer que les fonctions continues appartenant & E forment un fermé de E.

Exercice 14. Soit (E,| - |), (F, | - ||) deux espaces vectoriels normés, et f: &2 — F une
fonction continue.
1. Montrer que pour tout A C E on a f(A4) C F(A). L’inclusion réciproque est-elle
vraie en général 7
2. On suppose de plus que f est surjective. Montrer que si A est dense dans E alors
f(A) est dense dans F.

Exercice 15. (Applications linéaires) Soit (E,| - ||), (F, | - ||) deux espaces vectoriels
normés et f une application linéaire de E vers F. Vérifier que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

-

1. f est continue sur E.

2. f est continue en 0.

3. f est bornée sur la boule unité fermée B(0,1).

4. 3K > 0,Vz € E, || f(2)|| < K|z

5. f est lipschitzienne.

6. f est uniformément continue.
On note L.(E, F) le sous-espace vectoriel des applications linéaires continues. Montrer
que l'application ||| - ||| définie pour f € L.(E, F) par
I£11l = sup{[|f(=)I|: = € B(0,1)}

est une norme sur L.(E, F).
Exercice 16. Soit E ’espace vectoriel normé (C([0, 1], R), | - ||1). On considére I'applica-
tion p : E — E définie par
p(f)(z) :/ f(t)dt pour f € E et z € [0,1].
0

1. Montrer que 4 est bien définie que que 4 est une application linéaire continue.
2. On considére la suite de fonctions (f,)r>1 définie par
fat) =n(l —=t)"* pourn >1lette[0,1]
Pour chaque n > 1, calculer || fl1 et ||(fa)ll1-
3. En déduire la norme de u.
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Semestre d'automne - L3 MathEco
Topologie et Théorie de la mesure

Feuille d’exercices IlI.
Espaces métriques compacts.

Exercice 1. Déterminer si les ensembles suivants sont, ou ne sont pas, compacts :
A={(z,y) eR: ®+y* =1}, B={(z,9) eR* 2 +ay+y> <1},
C={(z,y) e R*: y* = z(1 — 22)} .

Exercice 2. Soit A une partie compacte d’un espace vectoriel normé. On suppose que
A est contenue dans la boule unité ouverte B(0,1). Montrer qu’il existe r < 1 tel que A
soit contenu dans B(0,r).

><]§xercice 3. Soit (X,d) un espace métrique, et (z,) une suite d’éléments de X qui
converge vers x € X. Montrer que I'ensemble {z,: n € N} U {z} est compact.

XExercice 4. Soit (X,d) un espace métrique, et (z,) une suite d’éléments de X. On
dit que ov € X est une valeur d’adhérence de (x,) s'il existe une sous-suite de (z,) qui
CONVErge Vvers a.

Montrer que, si (X, d) est compact, alors (z,) converge vers « si, et seulement si, o est
la seule valeur d’adhérence de (). Ce résultat demeure-t-il vrai si I’on ne suppose plus
X compact ?
Exercice 5.

1. Soit f: R™ — [0, +oo[ une fonction continue telle que f(z) “ “—> +00. Montrer

z||—+4-00
que f admet un minimum.
2. Soit g: R" — R une fonction continue telle que g(z) —

|zl —+o0
(a) Montrer que g est bornée.
(b) La fonction g atteint-elle nécessairement ses deux bornes ?

(c) Montrer que g atteint au moins I'une de ses bornes.

Exercice 6. Soit I un fermé non vide de R™ (pour une distance induite par une norme
| - || sur R®). Pour z € R™ on définit

d(z, F) = inf{d(z,y): y € F} .

1. Montrer que = — d(z, F) est une fonction continue.
2. Montrer que d(z, F) = 0 si et seulement si z appartient & F.
3. Soit K un compact non vide de R". Montrer qu’il existe z € K et y € F tels que

d(z,y) = inf{d(a,b): a € K,b € F} .

Ce résultat est-il encore vrai si I’on suppose simplement X fermé?



Exercice 7. Etant données A, B deux parties de R™, on définit leur somme A + B par
A+B={a+b:a€Abe B}.

1. Montrer que si A et B sont compacts alors A + B est compact.
2. Montrer que si A est compact et B est fermé alors A + B est fermé.

3. Donner un exemple de deux fermés de R"™ dont la somme n’est pas fermée.

Exercice 8. Soit (X, d) un espace métrique, et (K,) une suite de compacts non vides de
X tels que K41 C K, pour tout n € N. On pose K =), K.

1. Montrer que K est compact et non vide.

2. Soit U un ouvert tel que KX C U. Montrer qu’il existe n € N tel que K; C U pour
tout 7 = n.

Exercice 9. Soit (X, d) un espace métrique compact, et f: X — X une fonction continue
telle que

Vz,y € X z #y = d(f(z), f(y)) <d(z,y) .
Montrer qu’il existe a € X tel que f(a) = a (indication : on pourra considérer, apres
avoir justifié son existence, a tel que d(a, f(a)) = min{d(z, f(z)): z € X}).
Ce résultat reste-t-il vrai si 'on suppose seulement que d(f(z), f(y)) < d(z,y) pour tout
x,y"?

Exercice 10. On considére une application f : R® — R continue telle que | f(z)| | ”—>
2j|—-+o00

+c0.

1. Montrer que si K est une partie compacte de R, alors f~'(K) est une partie com-
pacte de R™.

2. En déduire que si F' est un fermé de R™ alors f(F') est une fermé de R.
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Feuille d'exercices IllI.
Parties compactes.

(Ff,(ercice 1. Déterminer si les ensembles suivants sont, ou ne sont pas, compacts dans
R? :
A={(@y) €R:a?+y =1}, B={(z,y) €R> =2} ,
C = {(cost,sint): t € [0,1]} , D = {(cost,sint): t €]0, 1]}.
Exercice 2. On se place dans I'espace vectoriel R[X] muni de la norme || - ||o.. Montrer

que la boule fermée B(0, 1) n’est pas compacte. (Indication : on pourra démontrer que la
suite (X™) n’admet pas de sous-suite convergente.)

Exercice 3. Soit A une partie compacte d’un espace vectoriel normé. On suppose que
A est contenue dans la boule unité ouverte B(0, 1). Montrer qu'il existe r < 1 tel que A
soit contenue dans B(0,r).

Exercice 4. On se place dans R” muni d’une norme || - || et on considére une partie non
vide A de R™. Pour = € R" on définit

d(z,A) = inf{||z — a|]|: a € A} .
1. Montrer que pour tout z,y € R*, d(z, A) < d(y, A) + ||y — z||
2. En déduire que x — d(z, A) est une fonction continue.
3. Soit F' un fermé non vide de R™. Montrer que dans ce cas,

d(z, F') = 0 si et seulement si @ € F.

4. Pour une partie non vide B de R", on définit
d(A,B) =inf{|[b—a|:a€ A,be B} .
Montrer que d(A, B) = inf{d(a, B): a € A}.
5. Soit K un compact non vide de R". Montrer qu’il existe a € K et b € F tels que
d(K,F) = |b-al.

6. Ce dernier résultat est-il encore vrai si ’on suppose simplement K fermé ? (Indica-
tion : on pourra considérer les parties A = {(¢,e'): t € R} et B = {(¢, —¢'): t € R}
de R?.)

Exercice 5. Soit X une partie compacte de (R™, | - ||), et f: X — X une fonction
continue telle que

Ve,y € X x4y = () - FWl < llz—yll .

Montrer qu’il existe a € X tel que f(a) = a (indication : on pourra considérer, aprés
avoir justifié son existence, a tel que || f(a) — a| = min{|| f(z) — z|: z € X}).

Ce résultat reste-t-il vrai si 'on suppose seulement que || f(z) — f(y)|| < ||z — y|| pour
tout x,y 7
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CERTIFICAT DE NON-CONTRINDICATION
A LA PRATIQUE D'UN SPORT

Je soussigné, Docteur PATRICK TERRASSE, certifie avoir examiné
CARRIZOSA PILLONI Joaquin, né le 03/09/2010,
* ef n'avoir pas constaté, a ce jour, de signe clinique apparent contre-indiquant la pratique‘

du ou des sports(s) suivants(s) a l'entrainement et en compétition : judo, tennis.

ALYON

Le 27/06/2017



