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Correction

Donner les définitions : (Cf. Cours Magistral)

1.
2.

d’une fonction étagée,

d’une fonction u-intégrable et de son intégrale,

3. d’une fonction convexe.

Donner les formulations : (Cf. Cours Magistral)

1.
2.

du théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

du théoréme sur la relation entre I'intégrale de Riemann et I'intégrale de Lebesgue,

3. du théoréme de continuité avec condition de domination.

Exercice 1 Soit (2,7, 1) un espace mesuré. Démontrer ou réfuter (en proposant des
contre-exemples) les assertions suivantes :

1.

Siz € Q est tel que {z} € T alors p({z}) = 0.
FAUX. Sip=19, oux e Qet{x} T, alors p({z}) =6, ({z}) =1 #0.

Si (A,)nen C T est une suite croissante et A = U A,, alors on a
neN

/ ladp = sup u(Ay).
Q

neN

VRAIL On a, pour toute suite croissante (Ap)nen C T, d’aprés la propriété de
CTOISSANCE VUE EN COUTS,

jalAdM:=;mf0:=supucAn»

neN

Si f:Q — [0, 00] est une fonction mesurable satisfaisant fQ fdpu =0 alors f =0.
FAUX. Soit Q@ = R, T = B(R) et p = X la mesure de Lebesgue, alors, pour la
fonction f =113 # 0 ot x € R, on obtient

[ 1dr=ata}) =0



4. Si f:Q — [0, 00| est une fonction u-intégrable alors pour tout € > 0
p{ze: f(x) >e}) < +oo.

VRAIL D’aprés 'inégalité de Markov, on obtient, pour tout ¢ > 0,

p{zreQ: flz)>e}) < /fdu<oo

car f est p-intégrable.
DEUXIEME JUSTIFICATION. Soit A ={x € Q: f(x) > €}. Si, par contraposée,
p(A) =400 alors [, fdu > [, fdpu > [, edp = +o0 - e = +00. Absurde.

2
Exercice 2 Calculer // f(z,y)dzdy on f(x,y) = % et D=[-1,1] x [1,2].
D

On remarque que la fonction (z,y) — %1[)(% y) est mesurable comme produit d’une fonc-
tion continue f (cary # 0 sur [1,2]) et de 1p qui est mesurable puisque D est un borélien
de R%. De plus, ¥(z,y) € D, % > 0 et la mesure de Lebesque est o-finie. On peut donc
appliquer le Théoreme de Fubini-Tonellr et on a

[l (] o) o= ([5) U )

Comme on a

1 371
2
oo la] -3
. 3|, 3

2 ln(2)
3

on obtient donc / f(x,y)dxdy =

Exercice 3 Soit ;1 une mesure non-nulle sur (Z, P(Z)) qui soit invariante par translation,
c’est-a-dire satisfaisant pu(p + A) = p(A) pour tout p € Z et tout A C Z.

1. Montrer qu’il existe ng € Z tel que u({no}) > 0.
Par Uabsurde, on suppose que u({n}) = 0 pour tout n € Z, alors on a, par o-

additivité de p,
=> u({n}) =0

neL

Comme  est non-nulle, ¢’est impossible. Ainsi, il existe ng € Z tel que p({np}) >0

2. Montrer que pu({n}) = pu({no}) pour tous n € Z,.
Soitn € Z et p=n — ng. Comme p est invariante par translation, on a

p({no}) = n({no} +p) = n({n}).



3. En déduire que la mesure p est infinie.
On sait que ¥n € Z, p({n}) = p({no}) > 0, donc

w(@) =3 u({n) = 3 pl{ne}) = +oc.

ne”z ne”L

La mesure ju est donc nécessairement infinie.
4. Soit f:7Z — R ou Z est muni de la tribu P(Z) et R de celle des boréliens.

(a) Est-ce que la fonction f toujours mesurable ?
OUI. Comme on a muni Z de la tribu P(Z), il est clair que f est toujours
mesurable car, ayant munit R de n’importe quelle tribu T, on a pour tout B € T,
f~4(B) € P(Z).

(b) Est-ce que la fonction f toujours intégrable ?
NON. La fonction f = 1z vérifie [, fdu = p(Z) = 400 avec p définie comme
dans l’exercice, et n’est donc pas intégrable.

Exercice 4 Soient (2,7, ) un espace mesuré probabilisé (c.a.d. u(Q2) = 1) et f: Q —
[0, +00[ une fonction borélienne. On pose A ={z € Q: f(z) <1}, Ag={z € Q: f(z) =
1} et Ay ={x € Q: f(z) > 1}. Soit g définie par

g:Q — [0, +00]
r— lim f(z)".
n—-+00

1. Montrer que A_, Ay et A, sont mesurables et 2 =A_ U AqU A,.
On remarque que A_ = f~Y[0,1]), Ag = f~*({1}) et AL = (1, +o00[). Comme
f est borélienne et que [0,1[, {1} et |1,+o0[ sont des boréliens de °, on en déduit
que A_, Ay et Ay sont mesurables. De plus, il est clair que ces ensembles sont
disjoints et que x € ) si et seulement si x appartient a un de ces ensembles, donc
Q=A_UAjUA,.

2. Montrer que g est mesurable.
Pour tout n € N, on sait que la fonction f, définie pour tout x € Q par f,(zr) =
f(x)™ est mesurable comme composée de f borélienne et t — t"™ mesurable de R
dans R,. On en déduit que g = lim,, o, f,, est mesurable comme limite de fonctions
mesurables.

3. Montrer que [ gdu = 400 si p(Ay) > 0.

Ay
On raisonne par contraposée et on suppose que fA+ gdp < +oo, c’est-a-dire que gla,
est intégrable. Soit x € Ay, alors f(x) > 1 et donc lim, 1~ f(z)" = g(x) = +o0.
On a donc
Ay C{r e Q:g(x)la, (x) = o0}

On en déduit que p(Ay) < p({z € Q: g(x)la, (x) = +o0}). Or, on sait que l'in-
tégrabilité de gla, implique que i ({x € Q: g(x)1a, (x) = +00}) = 0. On a donc
w(Ay) <0 et done pu(Ay) = 0.
DEUXIEME JUSTIFICATION. En effet, g(x) = +oo pour tout x € A.. Donc,
S s 9dpp = +o0 - w(AT). D'od, [, gdp = +oo si-u(AT) > 0.

3



4. Montrer que [ gdu = 0.
A

On définit la suite de fonction (f, ), par [, (z) := f(z)"14_(x). Pour tout n € N,
f. est mesurable comme produit de fonctions mesurable. On remarque que six € A_
alors f(x) <1 et donc lim,_, o f(z)" =0 et donc

VeeQ, lim f, (x)=0.

n—-+4o00

De plus, on a

VneNVeeQ, |fi(z)]<1la (2)

car f(x) < 1 pour tout v € A_. La fonction 14_ étant intégrable d’intégrale

Jola_dp = p(A) < 1 (c’est une mesure de probabilité), on peut appliquer le
Théoreme de Convergence Dominée de Lebesque et on obtient :

/ gdﬂzngrfoo/gf;duz/()dMZO-

5. En déduire que si [gdp < o0 alors [gdp = p(Ay).
Q Q
Si [gdp < +oo, alors nécessairement fA+ gdp < 400 et ainst u(Ay) = 0 d’apres
Q

la question 3., ce qui implique que fA+ gdp = 0. Comme fA, gdp = 0 d’apres la

question 4., on en déduit que
/ gdp = / gdp.
Q Ao

Six € Ay, alors f(x) =1 par définition et donc lim, . f(z)" =1 = g(z). On a

alors
/gduz/ gd/t:/ dp = p(Ao).
Q Ag Ag



