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EXAMEN : Topologie et théorie de la mesure
CORRECTION

Donner les définitions : Cf. Cours Magistral
1. d’un majorant essentiel,
2. d’un espace de Banach,

3. d’une base hilbertienne.

Donner les formulations : Cf. Cours Magistral
1. de I'inégalité de Minkowski,
2. de l'inégalité de Holder,

3. du théoréme de Riesz-Fischer.

Exercice 1 On considére la fonction polynomiale

f:R* =R
(z,y) — 2% 4+ 2y* — 22y — 2y + 1.

1. Est-ce que f est une fonction (a) convexe, (b) strictement convexe ou (c) ni convexe
ni strictement convexe ?
On calcule les dérivées secondes de [ :

*f

O f
922 (z,y) =2

2 _
\V/(l',y)E]R ) (-T,y)—4 axay

o2 f
o2 (z,y) = —2.

La matrice Hessienne de f en tout point (z,y) € R? est donc

Hessf(x,y) = ( _22 _42 )

Utilisons le critére de Sylvester pour montrer que Hessf(x,y) est définie positive
en montrant que ses mineurs principaur sont strictement positifs. En effet, on a
2 > 0 et det(Hessf(z,y)) = 2 x4 —(=2)> = 4 > 0. La matrice hessienne est
donc définie positive en tout point de R?, et ainsi f est strictement convexe sur R2.
La bonne réponse est (b).

2. Soit Dy =[0,2)% et g1 : D; — R la restriction de f sur Dy, c.a.d. gi(z,y) = f(z,y)
pour tous (z,y) € D;.

(a) Montrer que g; admet un minimum.
L’ensemble Dy est compact comme fermé borné de R?, et g1 est continue comme
restriction d’une fonction polynomiale sur Di. On en déduit que g, atteint ses
bornes et que donc son minimum est atteint.
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(b) Déterminer le minimum de ¢; ainsi que le ou les point(s) (z,y) € D; pour
le(s)quel(s) ce minimum est atteint.
On calcule le gradient de g1 en tout point (x,y) € Dy et on trouve

Vai(z,y) = (22 — 2y, 4y — 2z — 2).

Ainsi, Vg1 (z,y) =0 <= 20 —2y=4y—2x—2=0 <= rz=yet2y—oz—1=
0. On trouwve ainsi que 2z —x — 1 = 0, c’est-a-dire v = 1 = y. Le point (1,1)
appartient & Dy, il s’agit donc du minimum global de g, car g, est de classe C*
et conveze. La valeur minimal de g, est donc min( yep, g1(x,y) = ¢1(1,1) = 0.
3. Soit Dy = [2,3] x [0,1] et gy la restriction de f sur Dy. Trouver les points (s’ils
existent) ol g, atteint son minimum.
Comme le gradient de f ne s’annule qu’au point (1,1) & Do, le minimum de gs, qui
est atteint car go est continue sur le compact Do, est a chercher sur le bord de Ds.
On étudie donc :

Yy € [0,1], 92(2,y) = 2y* — 6y + 5, %jy)zzlywzo@yzg
Vy €10,1], 92(3,y) = 2y* — 8y + 10, %jy)zély—SEO@yzQ
Vx € [2,3], ga(,0) = 2% + 1, W:ZxZ@ x>0

Vo € [2,3],go(w, 1) = 2* — 22 + 1, %:2x—220<:>x21.

On en déduit que
-y — g2(2,y) est décroissante sur [0,1] et son minimum est donc atteint pour
y=1 et vaut g(2,1) = 1.
-y = g2(3,y) est décroissante sur [0,1] et son minimum est donc atteint pour
y=1 et vaut g(3,1) = 4.
-y ga(x,0) est croissante sur [2,3] et son minimum est donc atteint pour v = 2
et vaut g(2,0) = 5.
-y go(x, 1) est croissante sur [2,3] et son minimum est donc atteint pour x = 2
et vaut g(2,1) = 1.
Ainsi, le minimum de gy est atteint au point (2,1).

Deuzieme preuve de 3. Rappelons que si a et b € R? alors [a,b] = {(1 — XN)a + A\b :
A € [0,1]} est le segment avec point initial a et point terminal b. Notons m = (1,1),
p1 = (2,0) et pp = (2,1). Si p € Dy notons par my, le point sur [p,m] N Dy le plus
proche de m. Alors my, € [p1,ps]. (Faire un dessin.) Mais la restriction de f sur [p, m]
décroit strictement car f est strictement convexe et m est le point de minimum de
f. Dot my, est le point de minimum de la restriction de go sur [p,m,]. Donc, le
minimum global de gy est atteint sur le segment [py, pa]. Finalement, 2—5(2, y) = 4y—6

et, donc, (2, %) est le point critique de la restriction de f sur la droite x = 2. Ainsi,
la restriction de go sur [p1,pa] est décroissante et, par conséquant, le minimum de
g2 est atteint au point py = (2,1).

Troisieme preuwve (la plus simple) de 3. Notons que f(x,y) = (v —y)* + (y — 1)~
Soit (x,y) € Dy. On voit que (x —y)*> > 1 et (y —1)> > 0. Donc, si (v —y)> =1 et
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(y — 1) = 0 alors (z,y) est un point de minimum pour go. Mais (z,y) = (2,1) est
la seule solution (dans Do) du systeme (y — 1)> =0, (x —y)?> = 1. D’ou (2,1) est
l'unique point de minimum de gs.

Exercice 2 Dans cet exercice R, et R sont munis de leurs tribus boréliennes et p est
une mesure sur l'espace mesurable (R, B(R)) telle que u(R;) = 1. Soit f: Ry x Ry —
R, (z,t) — cos(zt).

1. Montrer que pour tout x € R, la fonction t — f(x,t) est :

(a) borélienne, et
Pour tout x € Ry, la fonction t — cos(xt) est continue sur Ry, donc mesurable
(borélienne).

(b) p-intégrable.
Pour tout (z,y) € (Ry)?, on a |f(z,t)] = | cos(zt)| < 1g, (¢) et la fonction 1g,
est p-intégrable car [1g,dp = p(Ry) = 1. On en déduit que t — f(x,t) est
p-intégrable.

On pose alors pour x € Ry, F(x) = /f(a:, t)du(t)

2. Montrer que F' est continue sur R,.
On utilise le théoréme de continuité avec hypothése de domination. En effet,

1. Pour tout x € Ry, la fonction t — f(x,t) est mesurable sur Ry ;
2. Pour tout t € R, la fonction x — f(x,t) est continue ;
3. Pour tout (z,y) € (Ry)?, on a |f(x,t)] = |cos(xt)| < 1g, (t) et la fonction 1,
est p-intégrable car [ 1g,dp = p(Ry) = 1.
On en déduit donc que la fonction F est continue sur R .
3. On suppose que la fonction ¢ + t* est p-intégrable sur (R, B(R,), ).
1= Fla) en fonction de /tzd,u(t).

Déterminer lim 5
R+

z—0t x

u?
Indications : On sait bien, et on pourra utiliser sans preuve, que 1 — cos(u) < 5 € et

1—

lim cos(u)
u—0*t u?

On cherche a calculer, comme 1 = fR+ du(t), par linéarité :

1 , .
=3 Se rappeler aussi du théoréeme de convergence dominée.

1= [ cos(at)du(t)
L= F(a) _ R/+ 2 — lim (1_‘3—":’(“)> duf(t).

2 z—0t X z—0t T
Ry

lim
z—0t X

On utilise le Théoréme de Convergence Dominé de Lebesque car, pour tout t > 0,

lim 1 — cos(xt) 2 m 1 — cos(zt) _ ﬁ

z—0t 2 z—0t (l’t)Q 27



et on a ausst

’ 1 — cos(xt) ‘ 1 —cos(xt) -
2 - J—

(xt)> 2
x2 222

T

ou t — % est intégrable par hypothése. On en déduit que

s [ (5 aute) = [ (i 25 o) =[St = ; [ Pauto

Ry R, Ry R,

1-F 1
Ainsi, on a lim 1= Fz) = —/thu(t).

z—0t 2 2

Exercice 3 Soit (2,7, 1) un espace mesuré et f € L*(Q, T, p).
1. Est-ce que f € LY(Q, T, p) si

(a)

() < +o00?

Oui, c’est en effet le cas car quand p(2) < 400, LUQ, T, pu) C LP(Q, T, p) deés
que 1 < p < q < 4o00. En appliquant ce résultat au cas p =1 et ¢ = 2, on obtient
donc que f € L*(0,T,p) = fe LY T,u).

Preuve directe de 1(a). Soit A = {x € Q : |f(x)| > 1}. Alors |f(x)| < |f(x)]?
pour tout x € A. Done, [, |fldp < [, 1fPdp < [, [fPdp < oo. Mais | f(x)] < 1
pour tout x € A® et p(Q) < oo. D'on, [,.|fldu < pu(A°) < co. Par conséquant,
Jo lfldi = [, [fldp+ [, [fldp < oo.

() = +o0?

Non, ce n’est pas toujours le cas. Par exemple si Q = [1,4o0[, T = B(Q) et

1w = X est la mesure de Lebesque, la fonction f : x — — appartient bien a
x

L3, T, p) mais pas a L*(Q, T, ).

2. Supposons que p(2) = 1.

(a)

Soit g: Q2 x Q = R, (z,y) — f(x). Montrer que g € L*(Q x Q, T @ T, u & p).
Par le Théoréme de Fubini-Tonelli, comme f est mesurable, g l’est aussi et on a

/‘g%wmw®mmw= fmwm®M@w=/}%Mmm<+m
QOxQ Q

QxS
car [ du(y) = p(Q) =1 et f e L*(Q,T,p1). On a donc bien g € L*(Qx Q, T ®
T, 1@ p).

Deuzieme preuve de 2(a). La fonction f? étant mesurable il existe une suite de
fonctions étagées positives (hy,) telle que hy(x) 7 f2(x) pour tout x € Q. Soit
hl QO xQ — R (z,y) = ho(z). Alors b, (x,y) 7 ¢*(z,y) pour tout (x,y) €
QxQet [o qhndpn®p) = [ohaduw parce que () = 1. Par le théoreme de
convergence monotone

n

lim hld(p @ p) = lim/ hndp = / fPdu = / g?d(p @ p) < oo.
QxQ noJa Q QxQ



(b)

Montrer que la fonction définie par Q2 x Q — R, (z,y) — f(x) — f(y), appartient
ALPAXQTRT,n®p).
Lespace L*(Q2x Q, TQT, u®pu) est un espace vectoriel, et comme (x,y) > f(z)
et (x,y) — f(y) appartiennent a cet espace, on en déduit qu’il en est de méme
pour leur différence, c’est-a-dire que QxQ — R, (z,y) — f(x)— f(y), appartient
QLA QTRT, 1n® p).

Démontrer 1’égalité suivante en précisant le théoréme principal utilisé dans votre

preuve :
[ @ = 10 s i =2 [ a2 [ fdu)Z-

QxQ

Par la question 3(b), la fonction Q x Q@ — R, (z,y) — (f(x) — f(y))?, est in-
tégrable. En utilisant le Théoréme de Fubini, 'intégrabilité de la fonction f (cf.
question 1(a)) et comme u(2) =1, on obtient

[ 6@ - 1) du e i)

Deuziéme preuve de 3(c). Les fonctions (x,y) — |f(x)| et (z,y) — |f(y)| sont
mesurables. Donc, leur produit (z,y) — |f(x)f(y)| est mesurable aussi. Par le
théoreme de Fubini-Tonelli et en utilisant que u(2) = 1, on obtient

[ 1@ F)ldtu @ wie.y) /(/f y)ldu(z >) du(y)

QxQ

- / (@) () - / F@)lduy) < oo.

D’ou, la fonction (x,y) — f(z)- f(y) est intégrable et par le théoréme de Fubini

/f(w)-f(y) (1@ p)(z,y) /f )dp( /f )dp(y (/f \Eme: )
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Par 2(a), les fonctions (x,y) — f(x)* et (z,y) — f(y)* sont intégrables aussi.
En utilisant la linéarité de l'intégrale de Lebesgue (valable pour les fonctions
intégrables), le théoréme de Fubini et u(2) =1, on obtient

/ () — F) 2 d(n® p)(a.y)

QOxQ

= /f(l’)2d(u®u)($,y)—2/f(x)-f(y)d(u®u)(x,y)+ /f(y)2d(u®u)(x,y)

QxQ 195°39 QxQ

:2/Qf2du—2(/gfdu)2.



