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Théorie de la mesure et Topologie

Feuille d’exercices V.
Correction partielle.

Exercice 1. (Mesure de Dirac) Soit z € €. Montrons que J,, est une mesure de probabilité
sur 2. On a en effet :

e Pour tout A C €2, §,(A) > 0;
e 5,(0)=0carz &0;
e Soit (A,), C T une suite d.d.d., alors

1 sizel ], A,
& (I—l A") o {0 sinon '

Comme | |, A, est 'union disjointe des A,,, on sait que
xe|_|An < 3k eN,z € A

Comme de plus Vn # k, 6,(A,) = 0, on a bien

neN

et 0, est bien o-additive.

Exercice 2. (Mesure de comptage) Montrons que la mesure de comptable v est une
mesure sur (P(£2),P(2)). On a en effet :

e Pour tout A € P(Q2), v(A) > 0;

e () =Card(0) =0;

e Soit (A,), C P(2) une suite d.d.d., alors on a deux cas.
- Sil'un des A,, n’est pas fini, alors

v <|_| An> =400 = Z v(Ay).

- Si tous les A,, sont finis, alors

v <|_| An> = Card <|_| An> = Z Card(A,) = Z v(An),

n

et v est donc o-additive.

Exercice 3. (Mesure sur la tribu induite) Soit A € 7. Montrons que (2,7, i4) est un

espace mesuré. Comme 7 est une tribu, (£2,7) est un espace mesurable et il suffit de
montrer que g4 est une mesure sur (2, 7). C'est le cas car, en effet :



e Pour tout B €T, ua(B) =pu(AN B) >0 car p est une mesure sur 7T ;
e On a pus(0) =p(@nN B) = pu(@) =0 car p est une mesure sur T ;
e Soit (B,), C T une suite d.d.d., alors

MA<|T|BH>—M<Am|_|B) ( AﬂBn)>:zn:u(AﬂBn):zn:uA(B

car la suite (AN B,,), C T est aussi d.d.d. puisque (B,,), l'est, et p est o-additive.
Montrons maintenant que (A, Ty, 14) est un espace mesuré. Il suffit de montrer que Ty
est une tribu car on sait déja que py est une mesure sur 7 et donc aussi sur 74. Il s’agit
bien d’une tribu car :
e A=QONA€eTy,
e Soit BNAe€TyouBeT,alors A\(BNA)=B°NAEcT,ycar B° €T puisque
T est une tribu;
e Soit (B, N A), C Ta une suite ou B, € T pour tout n € N, alors, comme
U, Br€T,o0na
UB.nA)=An B, € Ta.
n

n

Exercice 4. Soit A € Ry et (Q, 7, ) un espace mesuré. Montrons que Au définit une
mesure sur (£2,7). On a en effet :

e Pour tout A € T, Au(A) >0 car A > 0 et p est une mesure;

e On a Au(0) = A x 0 =0 car u est une mesure;

e Soit (A,), C T une suite d.d.d., alors

A <|7|An> =\ X U <|7|An> :)\;u(An) :;)\M(A

car . est o-additive.
Ainsi, soit A € T tel que 0 < p(A) < oo, alors on peut choisir A = ﬁ >0et pal-)/pu(A)
est une mesure sur (A, 74). De plus, on a pa(A)/u(A) =1 et il s’agit bien d’une mesure
de probabilité sur (A, T4).

Exercice 5. Soit (2,7, ;1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

1. Si A e T alors u(Q) = pu(A) + u(A°).
VRAL En effet, AN A° = ) et AU A° = Q, donc par o-additivité on a bien
1($2) = p(AU A) = pu(A) + p(A°).

2. SiA,BeT et un(AUB) = pu(A) + u(B) alors A et B sont disjoints.
FAUX. 11 est tout a fait possible que u(A N B) = 0 sans que AN B = (). Par
exemple, si p = X est la mesure de Lebesgue, A = [1,2] et B = [2,3], alors
w(ANB)=pu([1,3]) =2=1+1= u(A) + u(B) mais AN B = {2} # .

3. Il existe un espace mesuré (2,7, u) tel que {u(A) : Ae T} ={0,1,2}.
VRAL On choisit Q = {x1, 22}, ot 21 # @9, et T = {0, {z1}, {z2},2}. On définit
une fonction p: T — Ry par pu(0) =0, p({z1}) = p({z2}) =1 et u(2) = 2. Ainsi
(1t est bien une mesure sur 7 car :

e Pour tout A€ T, u(A) > 0;



e On a bien u(0) =0;
e La seule union disjointe possible avec des éléments non-vides est A; U Ay avec

Ay ={z1} et Ap={x2} etona

(A1 U Ag) = pu(Q) = 2

I
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donc p est bien o-additive.

4. 11 existe un espace mesuré (2,7, u) tel que {u(A): Ae T} ={0,1,3}.
FAUX. Si tel était le cas, alors on aurait nécessairement p(€2) = 3 et si pu(A) =1
alors (A°) =3 —pu(A)=3—-1=2.0r A°€ T car A € T mais il n’y a pourtant
aucun élément de la tribu de mesure 2, ce qui est impossible.

5. Soient T = T (&) et py et uy des mesures sur T telles que pq(A) = pz(A) pour
tous A € €. Est-ce que pg = o ?
FAUX. II faut que les mesures soient finies. Par exemple si p; est la longueur d’un
intervalle et o = 2py, alors uy et po coincident sur les ensembles de type [a, +00]
pour tout a € R donné (leurs mesures sont infinies) mais on a pas j; = pa sur

T ({[a, +o0[: a € R}) = B(R).
Exercice 6. Soit (€2, 7, u) un espace mesurable. On suppose p(€2) < co. Montrons que
A={AecT:pu(A) =u) ou u(A) = 0} est une tribu.

C’est en effet le cas car :
e ACP(Q);
e () € A de maniére évidente;
e Soit A € A, alors :
- Sip(A) = p(2), on a u(A°) = u(Q2) — u(A) =0, donc A€ € A.
- Si p(A) =0, alors p(A°) = u(Q) — u(A) = u(Q), donc A° € A.
— Soit (A,), C A, alors :
- Siil existe k € N tel que pu(Ag) = p(2), alors p (I, An) > p(Ag) = p(£2). De
plus, comme x(2) > p (U, An) car {J,, A, C €, on en déduit que p (|, 4An) =
©(€2) et donc que |, 4, € A.
- Sipour tout n € N, pu(A,) = 0, alors par sous-additivité de p, on a i (|, An) <
Yo i(Ay) = 0. Comme p(A) > 0 pour tout A € A, on en déduit que
(U, An) =0, et donc que |, 4, € A.

Exercice 7. Soient (2,7, ) un espace mesuré, A, B € T et (A4;)1<i<n une suite finie
d’éléments dans 7.

1. Montrons que si pu(A) < oo alors |u(A) — u(B)| < p(AAB). On rappelle que AAB =
(AUB)\(AN B) = (AN B°) U (BN A°). Supposons, sans perdre de généralité (quitte &
inverser A et B car AAB = BAA), que u(B) < p(A). On a donc

n(AAB) — p(A) + u(B)

(AN B®) + p(B N A°) — n(A) + pu(B)

(
> W((ANB)UB) + (BN A) — u(A4)
= u(A) + (BN A%) — u(A)
= (BN A% >0.



Cela revient a dire que |pu(A) — u(B)| = u(A) — u(B) < u(AAB).
2. Montrons que si pu(A) +p(B) > pu(2) alors ANB # 0 et u(ANB) > 0. On raisonne par
contraposée et suppose que ANB = () ou u(ANB) = 0. Montrons que pu(A)+u(B) < u(Q).
On a en effet :

e SIANB=0,0onau(AUB)=pu(A)+ nB) < u(f2) car AUB C Q.

e Si u(AN B) =0, alors, comme AAB C ,

1(A) + pu(B) < p(AU B) = p(AAB) + (AN B) = p(AAB) < p(9).

3. Montrons que si |JA; = € alors il existe un indice j tel que pu(A4;) > 4 Raisonnons

i=1 "
par l'absurde et supposons que pour tout j € {1,....,n}, pu(4;) < 28 on a alors

Q) = p (U Aj> <D <) %Q) = (%),

ce qui est impossible. Ainsi, il existe j € {1,...,n} tel que p(A4;) < @
Exercice 8. (x) Supposons que la mesure p de Pespace mesuré (2,7, ) est o-finie.
Montrons qu’il existe une suite (A4,) C T d.d.d. telle que p(A,) < oo et 2 = UA,.

En effet, si p est o-finie, il existe une famille dénombrable (B,,)neny C T telle que 2 =
U,, Bn et u(B,) < oo pour tout n € N. On peut construire une famille (A,),en en
définissant

Ag=By, VneN A, =A)\A, , ouA,= |] B

0<k<n
On a ainsi :
e VneN, A, €T car T est une tribu, donc stable par union et passage au complé-
mentaire ;

o ¥n € N, p(Ay) < (AL < Sp_y 1(By) < o0
o U,A,=U, By = car pour tout n € N, A}, C Al . ;
e Pour tout i < joui,j € N* ona

AiVA; = (ANALL) 0 (ANA] )

= B,m( U Bk)cm U Bkm< U Bk>c

0<k<i 0<k<i—1 0<k<j 0<k<j—1

) <ongJgi Bk) : (OSQIBE> n (O gng | Bk) . <OS,QJ.IB’§>
i (U B’“) " (ﬂB) “0

Le méme argument montre que Ao N A; = ) pour tout j > 0.

Exercice 9. (x) Montrons que la mesure de Lebesgue A, sur R™ est invariante par
translation, i.e., Ay(A) = A\, (@ + A) pour tout @ € R" et pour tout A € B(R™).



Il suffit de le montrer pour les pavés connexes fermés [aq, by] X [ag, ba] X ... X [a,, b,] qui
générent les boréliens de RY. En effet, en notant qd = (x1,...,x,), 00 a

>\n(7 -+ [(Il,bl] X [ag,bz] X ... X [an,bn])
= Ao ([a1 + 1,61 + 1] X [ag + 22, ba + 23] X ... X [ay, + 2y, by + x,])

3

(bl +x; — (ai + l’l))

.
I
—

I

(bi — a;)

s
Il
—

Il

An([a1,b1] X [az, ba] X ... X [an, ba))-

Exercice 10. (théoréme du récurrence de Poincaré)(x) On suppose () < oc.
Soit f une application mesurable f : 2 — € qui préserve la mesure u, c’est-a-dire que
W(X) = p(f~1(X)),¥X € T. On pose f1 % fet frt1 % gno fyn > 1.
1. Montrons que f™ préserve p pour tout n > 1.

On raisonne par récurrence sur n > 1. L’initialisation est immédiate car, pour

n=1, f = f! et f préserve la mesure.

Pour démontrer I'hérédité, supposons que la propriété est vraie pour n > 1 et

montrons-la pour n + 1. On a, pour tout X € T,

p (X)) = p (e )HX)) = u (7 ((MM7HX))) -

Comme f est mesurable, alors (f")~'(X) € T et comme f préserve la mesure, on
a donc, pour tout X € T,

p (U)X = w (I THX) €T).

Par hypothése de récurrence, f™ préserve la mesure et on obtient donc

p (X)) = ((MH7HX) €T) = uX),

ce qui montre que ™! préserve la mesure p. Ainsi, par récurrence, on obtient que
pour tout n > 1, f" préserve la mesure p.

2. On fixe un A € T et on désigne F wf {r e A: fr(x) ¢ A,¥n > 1}. (F est
I’ensemble des points de A qui ne retournent pas a A sous l'action de f.) Montrons
que (f")"HF)NF =0,Yn > 1.

Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe 2 € (f")~'(F) N F, alors :
e Commez € Fona:xz € AetVn>1, f"(x) € A;
e Comme z € (f")"!(F), alors f*(z) € F donc f"(z) € A.

Il y a donc une contradiction, ce qui veut dire que (f*) ' (F)NF =0,Yn > 1.

3. Montrer que (f)"Y(F) N (f™)~YF) =0 si m #n.

Encore une fois, on raisonne par I’absurde et on suppose qu’il existe z € (f™*)~1(F)N
(f™~Y(F). On a donc
e v (fY)Y"YF) = f(z) € F, et donc f*(z) € Aet f" (x) ¢ A pour tout
k>1;



oz € (f")"HF)= fm(x) € F, et donc f™(x) € Aet fmtk(x) ¢ A pour tout
k> 1.

Comme on peut supposer sans perdre de généralité que m > n, alors il existe
k € N tel que m = k+n et on a a la fois f™(x) € A (par le deuxiéme point)
et ftk(x) ¢ A (par le premier point), ce qui est impossible. On a donc une
contradiction et (f*)"Y(EF) N (f™)"YF) =0 sim # n.

4. Montrons que pour p-presque tout x € A il existe n = n(z) > 1 tel que f"(x) € A,
c’est-a-dire que pu(F) = 0.
On sait que, pour tout n € N, u(F) = pu((f*)~1(F)). Or on sait que pour tout
m#mn,ona (f*)H(F)N(f™)"(F) =0, ce qui implique que

0= pu(®) = p ((f)E) Q™) HE)) = w ((F)7HE) +u ((F™)7HE)) = 2u(F).
On a donc obtenu que pu(F) = 0.
Exercice 11. (Non-corrigé)

Exercice 12. (Non-corrigé)

Exercice 13. Soit f : (2,7) — (R", B(R")) une fonction mesurable. Rappelons que si
o est une mesure sur l'espace mesurable (€2, 7)) alors pr(A) et u(f~1(A)),VA € B(R"),
est une mesure sur B(R"™) appelée la mesure image de p par f.
1. Soit {a} € T. Déterminons iy si p = d,.
On a, par définition, VA € B(R"), us(A) = 8.(f 7' (A4)) qui vaut 0 si a € f~1(A)
et 1 sinon, c’est-a-dire que ps(A) =0si f(a) € Aet up(A) =1si f(a) € A. On a
donc ny = 5f(a)‘
2. On suppose que p(€2) = 1. Soit n =1 et B € T. Déterminons (.
Par définition, on a : VA € B(R") p1,(A) = 1 (15'(A)). On a donc, pour A €

B(R™) :

o 11,(A)=p@)=0sti An{0,1} =0;

o ino(A) = p(BY) = 1 u(A) si AN {0,1} = {0}
o ima(A) = p(B)si AN{01} = {1}

o 11,(A)=p(Q)=1s1{0,1} C A.

On a donc 1, = u(B)dy + (1 — pu(B))do.
3. On suppose que ;(€2) < +oo et que f(€2) est fini. Déterminons ;.
Encore une fois, par définition : VA € B(R?), ur(A) = u(f~(A)). On a donc
e f(2) fini = f est une fonction étagée, c’est-a-dire qu’il existe une partition finie
(Ag)o<k<n C et des réels (ou)o<k<n tels que Vo € Q, f(x) = > ") oula, ().
o 1;(RY) = pu(f~H(RY) = u(Q) < oo, et donc la mesure iy est finie.
On en déduit que pr =Y 1 p(Ax)0q, -

Exercice 14. Soit U un ouvert de R. Montrons que A(U) = 0 si et seulement si U = ().
Si U = 0, il est évident que A(U) = 0. Montrons la réciproque par contraposée en
supposant que U # () est un ouvert. Alors U contient un intervalle |x — r, x 4 r| centrée
en x € U et de longueur 2r > 0. Ainsi A(U) > A(Jx — r,z + r[) = 2r > 0. On a donc
montré que \(U) =0=U = 0.



Exercice 15. (Non-corrigé)

Exercice 16. Prouver ou réfuter les assertions suivantes :

1. Une partie d’un ensemble négligeable est négligeable.
VRAL En effet, soit A négligeable (c’est-a-dire u(A) = 0) et B C A, alors 0 <
u(B) < pu(A) =0 et donc u(B) = 0.

2. Une union a.p.d. d’ensembles négligeables est négligeable.
VRAL Soit (A;);e; une suite d’ensembles négligeables ot I C N. Alors on a, par

sous-additivité,
0<p (U&-) <> p(A) =0,

iel el
et donc p1 (U,o; Ai) = 0.

3. Une union d’ensembles négligeables est négligeable.
FAUX. On sait que {z} € B(R) est négligeable pour la mesure de Lebesgue, mais
U epo{z} = [0, 1] n’est pas négligeable pour la mesure de Lebesgue.

Exercice 17. (Non-corrigé)

Exercice 18. (Non-corrigé)



