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(QUESTION DE COURS.

Soit (fn)nen une suite de fonctions de R dans R qui converge uniformément vers une
fonction f.

Considérons un réel a.

Montrer que si pour chaque n € N, la fonction f,, est continue en a, alors f est également
continue en a.

Soit € > 0.

Comme (fn)nen converge uniformément vers f, il existe en particulier ng € N tel que
pour tout x € R, on ait |f,,(x) — f(z)| <e.

Par continuité de f,, au point a, il existe d > 0 tel que

Ve eR, |z —al <d=|fn(x) = fr,(a)] <e.
Ainsi, pour x € R tel que |z — a| < §, on a (par inégalité triangulaire)

[f (@) = f(a)] < 1f(@) = fro (@) + [fro(2) = fro(@)] + [ fno(a) — fla)] < 3e.

On en déduit que [ est continue en a.

EXERCICE 1.

Soit f : E'— F une application, A une partie de E et B une partie de F.
Montrer que f(AN f~1(B)) = f(A) N B.

1. Montrons que f(AN f~Y(B)) C f(A)NB. Soity € f(AN f~Y(B)). Alors, il existe
r e AN f~YB) tel quey = f(x). Commez € A, on ay = f(z) € f(A) et comme
f(f~YB)) C B, on en déduit également que y € B, douy € f(A) N B.

2. Montrons que f(A)NB C f(ANf~1(B)). Soity € f(A)NB. Alors, il existe v € A
tel que y = f(z). Commey € B, on ax € f~Y(B) et donc x € AN f~Y(B), puis
y=[f(x) € f(ANfT(B)).

EXERCICE 2.

Dans R? muni de la norme euclidienne, on considére I’ensemble
A= {(x,y) € R*: 2* <siny}.

1. A est-il fermé?
Considérons Uapplication f : (x,y) — x® — siny définie sur R%. Cette application
est continue comme composée de fonctions continues. Alors A= f~1(] —o0,0]) est
un fermé car image réciproque par une application continue d’un fermé.

2. A est-il compact ?
Pour tout k € N, le point (0,kr) appartient o A. L’ensemble A n’est donc pas
borné et en particulier, il ne peut étre compact.



