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EXERCICE.
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e!® est intégrale sur

1. On fixe un réel t < —1. Montrer que la fonction x —
10, +o0l.

X

e’ —1
La fonction x e est positive et continue sur ]0, +00].
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e est prolongeable par continuité en 0.
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dérivée). Ainsi, x —
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e* < e ot comme 14+t < 0, on en déduit

En +o0, pourx > 1, on a
que f1+oo D7 dy < 400,
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Ainsi, fo > em—l e dr < 400 et la fonction positive continue x

intégrale sur |0, +o00].
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Dans la suite de l'exercice, on pose F(t) = / e dx pour tout t €
0 x

] — 00, _1['
2. Montrer que F est de classe C! sur | — oo, —1[ et donner une formule pour la dérivée
de F' qui ne fasse pas intervenir d’intégrale.
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On pose f(x,t) = e pour (t,z) €] — 0o, —1[x]0, +o0].

(a) On a vu dans la question précédente que pour tout t < —1, la fonction x
f(z,t) est intégrable sur |0, +o0].

(b) Notons que comme composée de fonctions de classe C™, la fonction f est C*
sur | — oo, —1[x]0, +00][, et en particulier :
— pour tout x > 0, la fonction t — f(z,t) est C' sur] — oo, —1[;

0
— pour tout t < —1, la fonction x — ——(z,t) est continue donc borélienne

ot

sur |0, 4-o0[.
(c) Soit a < —1. Pour tout t < a et tout x >0, on a

of
E(wv t)

— (e:v . 1)etx < eLet® — e(1+a):p

et comme 1+ a < 0, la fonction x — €197 est intégrale sur 0, 4o0].



Par le théoreme de dérivabilité des intégrales a parametres, on en déduit que F
est C' sur | — oo, al pour tout a < —1 et donc sur | — oo, —1[. De plus, pour tout
t < —1, on a alors

F'(t) :/+<>0(ex_1) e dr = —L%—l.
; 1+t ¢

3. Déterminer la limite de F'(t) quand ¢ tend vers —oo.

(a) Rappelons que pour tout t < —1, la fonction x — f(z,t) est continue donc
borélienne.

(b) Pour tout z > 0, comme e** B 0, on a f(xz,t) B 0.
——00 ——00

(¢) Pour tout t < —2, on a pour tout x > 0, 0 < f(x,t) < f(x,—2) et on a vu

dans la premiére question que x — f(x, —2) est intégrable sur |0, co].
On en déduit par le théoréme de convergence dominée que

+oo +oo +00
lim F(t) = lim f(a:,t)dx:/ tlim f(x,t)da::/ 0dz = 0.
0 0 0

t——o0 t——o0 0

4. Donner une formule exprimant la valeur de F'(t) pour tout ¢ < —1 qui ne fasse pas
intervenir d’intégrale.
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D’apres la question 2, F' est une primitive de la fonction t — — — o1 1l existe
donc une constante C' telle que pour tout t < —1,

F(t) = n(|t]) = n([1 +£]) + C = In (%ﬂ) +C

En passant a la limite en —oo, on en déduit que C' = 0 et donc pour tout t < —1,

F(t)=1In (#) :



