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Chapitre 1

Ensembles et fonctions convexes,
Introduction a 'optimisation

Vous avez vu en L2 qu'une fonction C! f qui atteint un minimum sur un ouvert en z satisfait
une condition nécessaire du premiére ordre Vf(z) = 0 et si f est C? on peut garantir que c’est un
minimum local si sa hessienne est définie positive.

Il reste les questions : comment avoir un minimum global ? comment avoir unicité du minimum ?
Une réponse va étre obtenue en étudiant une notion, qui, dans le cas des fonctions C?, sera équivalente
a une positivité globale de la hessienne. L’avantage est qu’on peut trouver une définition : la notion
de fonction convexe, sans hypothése de dérivabilité et qui va étre robuste et permettre d’obtenir aussi
des critéres d’optimisation du premier ordre, sur des ensembles eux aussi convexes (pas forcément
ouverts).

On suppose donc que E est un espace vectoriel (e.v.) sur IR.

1 Ensembles Convexes
Soit z,y € E, on appelle segment d’extrémité x et y la partie
[z,y] = { Az + (1 = Ay, A € [0,1]}.

On retrouve bien sir la définition usuelle du segment dans IR. (avec la notation inhabituelle
[_17 _2] = [_27 _1]>

Définition 1. Un ensemble C' C E est dit conveze si Vx,y € C,[z,y] C C.

Par convention , C' = () est convexe méme si les convexes intéressants sont les convexes non-vides...
Proposition 1.1. Si E est un e.v.n., les boules (ouvertes et fermés) sont des convezes.
Démonstration. Considérons le cas des boules ouvertes. Soient z,y € B(a,r), 2 = Ax + (1 — Ay,
A€ 0,1].

Par l'inégalité triangulaire et homogénéité, on a :

lz —all = l[AMz —a) + (1 = XN (y = a)|| < M|z —al| + |1 = Allly — al| < [Alr +[1 = Alr =7

Donc z € B(a,r). Le cas des boules fermées est similaire. ]
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Ezemple 1. On pose ||(z,y)|12 = (|z]? + |y[*/?)%. On note B = {(z,y) € R : [|(z,y)||12 < 1}.
On remarque que (1,0),(0,1) € B, (1/4,1/4) € B mais (1/2,1/2) ¢ B donc B n’est pas convexe et
|| - |]1/2 n’est PAS une norme sur IR*.

Ezercice 1. Montrer que les ensembles convexes de IR sont exactement les intervalles.

Le résultat suivant est laissé en exercice.

Proposition 1.2. Si C' est convexe, alors son adhérence C et son intérieur Int(C) sont convexes.
L’intersection (finie ou infinie) d’ensembles convexes est conveze. Si Cy C E,Cy C F sont convezes,
alors C; x Cy est convezre dans E x F.

1.1 Cones tangents et normaux dans IR"

On suppose £ = IR" (ou un espace préhilbertien comme au dernier chapitre pour avoir un produit
scalaire). On rappelle (f,z) =31 | fiz;, pour f,z € E.

Les deux ensembles suivant seront importants pour formuler des conditions pour des problémes
de minimisation sous contrainte. On rappelle que pour A, B C E,C C R,z €¢ E, A+ B={a+b:
ac Abe B}y, CA={ca,ce Ciac A},A—x={a—zv:ac A,z +A={a+x:a€ A}

Définition 2. Le cone tangent (au sens de l'analyse convexe) du convexe S C E e.v.n. au point
x €S est

u—=

Ts(x) :={ s u€ S,s >0} =RL(S —x),

Le cone normal est son polaire, c¢’est a dire le cone convexe fermé :

S

Ng(z) :={f e E:Yue S, (fiu—x) <0} ={f € E:VveTs(x)(f v) <0}

Ezercice 2. Si L est un s.e.v de E (de dimension finie), a € L. Montrer que Ty (a) = L et Np(a) =
L+ ={y € E: (y,a) = 0Vy € L}, est 'orthogonal de L.

En pratique, on peut utiliser le résultat suivant pour se ramener & des cas plus simples :

Proposition 1.3. Soient A, B des convezes de E.
1. Si A C B alors pour tout x € A, Tx(x) C Tp(x) et Na(z) D Np(z).
2. Sia € Int(A), Ta(a) = E et Na(a) = {0}.
3. Siuy, ..., u, € Na(z) alors {d°7 Nug, Ay > 0} C Ny(x).
4. Sia#b alors Ngy(a) = (IR(b — a))* + Ry (a — b)
et pour u € [a,b] — {a,b} Nigp(u) = (R(b—a))*.
5. Pourx € A, AC x+Ta(x) et Tyoypr,a) = Ta(x) et donc Nyjpr,(z) = Na(z).

Démonstration. (1) Ta(x) = IR% (A —x) C Tg(z) est par monotonie de I'adhérence. Si f € Np(z)
alors pour tout y € Tg(z) (en particulier y € Tx(x) on a (f,z) < 0 et donc f € Ny(z). Donc on a
I'inclusion N4(z) D Np(z).

(2) a € Int(A) il existe une boule donc un convexe B(a,r) C A r > 0 et donc par (1) Ta(a) D
Ts(a(a) D Ry (B(a,r) —a) = Ry B(0,7) = E par la définition. Vu E+ = {0} le résultat sur le cone
normal s’en déduit.

(3) C’est la propriété de cone. Par hypothése pour = € T4(x) on a (u;, ) < 0 donc pour A; > 0
O hiug, )y =0 N, ) <0 et done Y, Au; € Na(x).



(4) Comme [a, b] est convexe, on obtient T, ([a,b]) = Rija — u,b — u] et u = Aa + (1 — \)b donc
(a—u) = (1=A)(a—b), b—u = A(b—a) donc T,,([a,b]) = Ry [a—u,b—u] = IR(b—a) d’ot le calcul du
cone normal par 'exo 2] De méme T,([a, b]) = R4 (b—a) donc clairement f € N,([a, b]) se décompose
selon la somme directe orthogonale IR(b—a)® (IR(b—a))* f = A(b—a)+v et on (f,b—a) = \||b—al|?
qui est négatif si et seulement si A < 0. Donc si et seulement si f € (IR(b—a))* + IR, (a —b) comme
annonce.

(5) Par la formule 2+74(z) = 2+IR% (A — ) D o+ (A—2) = A. Par I'inclusion T 41, (») O Ta(x).
Mais © 4+ Ta(z) — x = Ta(x) donc Tyip, @) = IRLTa(x) = Ta(x) car Ty(z) est un cone fermé. On
déduit directement le cas des cones normaux. ]

Ezemple 2. Soit A = {(z,y) € R : 2 >y >0, }. Calculons N4(0) le cone normal en 0 = (0, 0).
D’abord on essaye de borner supérieurement 1’ensemble. En prenant [(0,0), (1,1)] C A, on a

N(0) C Niooy,1(0) = (R(1, 1)) + Ry (=1, 1) = {A(1, =1) + p(=1,-1),A € R, pp > 0}
De méme
N4(0) € Nyo.o).1.01(0) = (IR(1,0))* + Ry (=1, —1) = {N(0,1) 4+ 1'(=1,0), \ € R, s/ > 0}

Donc N4(0) est inclus dans U'intersection, résolvons le systéme (—p', ') = (A — pu, =\ — u) avec
les conditions ci-dessus A\, X € IR, p, ¢/ > 0 Il faut donc — A — = —A+pu —2u = p’ — 2 donc

Ny (A) € {u'(=1,1) + (0, —=2), u, ' > 0}.

Montrons qu'il y a égalité en montrant que (—1,1) € N4(0) et (0, —1) € N4(0) (car on a alors I'autre
inclusion par le 3 de la précédente proposition).

La formule du cas convexe donne 74(0) = A donc soit (z,y) € A, on calcule ((z,y),(—1,1)) =
y —x < 0 d’aprés ’équation de A donc (—1,1) € N4(0).

Enfin ((z,y), (0,—1)) = —y < 0 donc (0, —1) € N4(0) comme voulu.

On a donc
Na(0) =Ry (=1,1) + R+ (0, -2).
Exercice 3. 1. Pour A de I'exemple précédent, si a = (x,z) pour x > 0. Montrer que Na(a) =
R, (—1,1).

2. Pour b = (x,0) x > 0 Montrer que N4(b) = IR, (0,—1).

3. Y-a-t-il d’autres valeurs de N4(c) et si oui, pour quels points ¢ € A7

2 Fonctions convexes

Il est pratique de considérer des fonctions f : £ —] — 00, +00] = IRU{+0o0}. Dans ce cas on parle
de domaine de f :

D(f)={x € E: f(x) < x}.

Les propriétés que 'on considére dans cette section vont étre déterminées par ’ensemble des
valeurs au dessus du graphe de f, que 'on appelle épigraphe de f :

Epi(f) = {(x,A) € Ex R: f(z) < A}.

On utilise les conventions co 4+ 0o = 0o et A.oo = 00 si A > 0, 0.00 = 0.
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Définition 3. Soit C un ensemble convexe.

1. Une fonction f: C' —] — 0o, +00] est dite conveze si pour tout A €0, 1[, z,y, € C,
fz+ (1= Ny) <Af(x) + (1= f(y)

2. Une fonction f: C —] — 00, +0o0] est dite strictement conveze si pour tout A €]0, 1, z,y, € C,
avec T # y

Oz + (1 =Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y)

3. Une fonction f : C' — [—o00, +0o0[ est dite concave si —f est convexe.

Ezemple 3. Une fonction affine f(zy,...,x,) =Y ., a;x; + b est convexe et concave mais pas stricte-
ment convexe! Une norme sur F est convexe.

Remarque 1. Si f est convexe, alors C' N D(f) est convexe car si f(z) < +oo, f(y) < oo alors
fOx+ (1= Ny) < Af(z) + (1= AN f(y) < oo

On peut donc toujours remplacer soit C' par E soit C' par C' N D(f) selon votre gotit (pour les
fonctions infinies ou les ensembles convexes).

Proposition 1.4. Soit E un e.v. et f: C —| — 00, ).

1. f est convexe si et seulement si Epi(f) est convexe

1°. Si f est convexe alors pour tout t € IR, f~1(] — 0o, t]) est convexe. La réciproque est fausse.

2. St >0, f,g convexes alors puf + g est convexe. De plus, elle est aussi strictement convexe
si f ou g lest.

3. St fi,i € I sont convezes alors l'enveloppe supérieure f(x) = sup;¢; fi(x) est conveze.

4. (facultatif) f est conveze ssi g : E —| — 00,400|, définie par g(x) = f(x) si x € C et
g(x) = +o0 sinon, est conveze.

5. Si f est strictement convexe, alors f a au plus un minimum sur C.
Le dernier point donne la premiére relation simple des fonctions convexes a I'optimisation.

Démonstration. Pour (1), 'énoncé est vide si f(z) ou f(y) = oo. Soit donc (x,t1), (y,t2) € Epi(f)
(comme on veut ¢; < oo cela utilise la réduction précédente). On remarque que (Ax + (1 — )y, Aty +
(1 —=N)t2) € Epi(f) ssi f(Az 4+ (1= N)y) < Xy + (1 — N)to.

Si les épigraphes sont convexes, cette propriété est vérifiée et donc en prenant 'infimum sur ¢y, t,
(qui donne f(x), f(y)) on a le résultat. Si f veérifie 'inégalité, on utilise f(z) < t1, f(y) < ty pour
conclure :

PO+ (1= A)g) < AF(@) + (1= N () < My + (1— V.

(1)’ On montre la convexité de D = {x : f(x) < t} comme ci-dessus. Soit x,y € D alors pour
Ae0,1]: fFOz+ (1 =Ny) < AM(2)+ (1 =N f(y) <M+ (1—=Nt =t Donc Az + (1 —\)y € D. Par
contre si g = Iy alorssit <0, g7 (] —o00,t]) =0,si0<t <1, g (] —o00,t]) =] — 00,0 et sinon
pour t > 1, g7}(] — 00, t]) = IR et ce sont 3 intervalles donc 3 ensembles convexes. Mais g n’est pas
convexe g(0) =1>1/2g(—1) +1/2¢g(1) = 1/2.

(2) est évident en utilisant I'inégalité :

pfAr + (1= Ny) +g(Az + (1 = Ny) < p(Af(2) + (1 =N f(y) + Ag(@) + (1 = N)g(y))
= (AMpf +g)(x) + (1 =N (uf +9)(y)).



(3) vient de la stabilité des convexes par intersection et de Epi(f) = NierEpi(f;).

(4) est évident car Epi(f) = Epi(g).

(5) si & # y sont deux points atteignant le minima, f((z +y)/2) < (f(x) + f(y))/2 contredisant
la minimalité. O

Une propriété importante des fonctions convexes est le fait qu'on peut les caractériser en terme
d’accroissements :

Proposition 1.5. Soit f : E =] — 00, +00] une fonction. f est convexe si et seulement si pour tout
x,h € E la fonction A, f(t) := w est croissante sur IR’ .

Démonstration. 11 suffit de noter que g(t) = A, 1 f(t) = w est croissante si et seulement si
g(t) < g(s) pour 0 < t < s si et seulement si on a l'inégalité de convexiteé :

Flz+th) = f(é(x bsh) 41— 1) < fla+ sh)é b @)1 — é).

S

Donc la convexité de f implique la croissance énoncée et réciproquement en prenant s = 1 on écrit
toute paire x,y sous la forme y = x + h et I'inégalité ci-dessus se réécrit en 'inégalité définissant la
convexité de f :

J(L=t)z +ty) = f(z+th) < fle+h)i+ f(2)(1 —t) = [yt + f(2)(1 =1).

Cela implique une régularité minimale des fonctions convexes :

Corollaire 1.6. Si f : E —| — 00,00] est convexe, pour tout x € D(f) et tout h € E, la dérivée
directionnelle D) f(x) eziste in [—00, 00| au sens ou la limite suivante existe et vaut :

D fa) et FETI) = F@) S th) — (o),

t—0+ t t>0 t

Démonstration. Par la proposition précédente g(t) = w est croissante donc admet une limite

pour t — 0 qui coincide avec I'infimum. O

2.1 Fonctions convexes sur IR

Soit I un intervalle de IR. Pour une fonction f : I — IR et a € I, on considére la fonction
f(x) = f(a)

(taux d’accroissement de f en a) A, f définie par A, f(z) =
r—a

pour tout x € I\ {a}. La

proposition [1.5| se reformule sous la forme :

Proposition 1.7. Une fonction f : [ — IR est convexe si et seulement si pour tout a € I, la fonction
A, f est croissante sur I\ {a}.

On en déduit les inégalités suivantes (inégalité des pentes, cf dessin en cours) sur une fonction f :

Proposition 1.8. Une fonction convexe f : I — IR vérifie 'inégalité des pentes :

1) = fla) _ flo) = fla) _ fle) = f(B)

Va,b,cel, a<b<c=
b—a c—a c—b
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Théoréme 1.9. Soit I un intervalle ouvert de IR, et f: I — IR une fonction convexe. Alors pour tout
a € I, f admet des dérivées a droite et a gauche en a. On a pour toutx € I : f(x) > fi(a)(x—a)+ f(a)
et f(x) > fy(a)(x —a) + f(a). En particulier, il existe une fonction affine g telle que g(a) = f(a) et
g(x) < f(x) pour tout x € I. De plus, si a <b sont dans I, on a f,(a) < fi(a) < fi (D).

Démonstration. Soit a € I. Dans le cas d'une fonction a une variable, le corollaire implique
I'existence de dérivées a droites et a gauches (pour 'instant peut-étre infinies). Dans I'inégalité des
pentes en faisant ¢ — b ou @ — b~, on obtient :

oo < T )
fi(b) < —f(ci - g(b) < +cc.

Pour a < b, 0 < ¢; < (b — a)/2, I'inégalité des pentes appliquée aux points a < a+ € <b—e€ < b
donne :

fla+e)— fla) < flb—e)— fla+e) < f(b—e) — f(b)

€1 (b—a—e€ —e) —€9

et en passant a la limite ¢; — 07 ou €3 — 0 puis les deux, on obtient :

f(b—€2)_f<b>

fila) < I
flata) @) _ o
fila) < £(0)

Donc fj(a) < +o0, f;(a) > —o0, ce qui termine la preuve des dérivabilités & droite et & gauche, et
on a l'inégalité attendue.
De plus, la formulation comme infimum, dans le corollaire [I.6, montre que pour tout = > a

f(z) — f(a)

que ——————= > f'(a) et donc f(x) > fi(a)(x — a) + f(a). De méme, pour tout z < a on a
r—a

w < f;(a); en multipliant par x — a (qui est négatif!) on a donc que pour tout z < a
f(x) = f(a) + fola)(x — a).

De plus, fi(b) < f;(b) (en passant aux limites a — b~,c — b* dans l'inégalité des pentes);
par conséquent, pour v < a fi(a)(x —a) > fi(a)(r — a), et on voit finalement que l'inégalité
f(z) > fi(a)(x — a) + f(a) est valide pour tout z € IR. Le méme raisonnement s’applique pour
montrer que 'autre inégalité est vraie pour tout z € IR. O

3 Propriétés différentielles des fonctions convexes.

3.1 Rappel sur la différentiabilité (au sens de Fréchet)

On rappelle que pour E, F' des e.v.n. 'ensemble des applications linéaires continues L(E, F') est
un e.v.n. avec la norme d’opérateur (dite aussi norme subordonnée) ||| f|[|[ = supj <1 |1f(2)]|F-



Définition 4. Soit E, F des ewv.n., U C E un ouvert, f : U — F est différentiable (au sens de
Fréchet) en x si il existe T' € L(E, F') notée df (z) telle que

f (2 4+ h) = f(z) = df (x)(B)]| = ol[|Al]), st [[A]] = 0.

f est C* (ou continuement différentiable) sur U si f est différentiable en tout x € U et df : U —
L(E, F) est continue. On note aussi Dy, f(x) = df (z)(h)
fest C*si fest C et df est aussi C*. On note d*f(z)(h, k) = Di(Dyf)(z).

On rappellequesig: U — V C F, f : V — Z sont différentiables, alors fog aussi et d(fog)(x) =
df (g(z))odg(x). De plus si Z = IR et f a un minimum local en z € V avec V' ouvert, alors df (z) = 0.

Remarque 2. 11 est important de noter que df () est une application linéaire, donc df (x)(h) est linéaire
en h, mais pas forcément en x. Pour insister sur ce point, on note parfois de fagon équivalente :

df (2)(h) = df (2).h = df (2).[n]

Dans le cas le plus fréquent pour nous ou £ = IR", F' = IR, si f est différentiable, alors elle admet

des dérivées partielles, le gradient de f en a est noté Vf(a) = (g—:i(a), . %(a)). Alors, on a :

(@) = (V1@ n =3 2L @y,

3.2 Caractérisations différentielles des fonctions convexes

Le théoréme suivant résume les 3 caractérisations principales de la convexité en terme de diffé-
rentiabilité, par la position relative des plans tangents et du graphe, par la monotonie de la dérivée
premiére ou par la positivité de la dérivée seconde (le résultat n’est pas optimal, il suffit en fait d’une
dérivabilité directionnelle appelée dérivée au sens de Gateaux) :

Théoréme 1.10. Soit E un e.v.n. et U un ouvert convexe, f : U — IR une fonction différentiable
en tout point de U.

1. f est convexe ssi pour tout u,v € U :

f(u) = f(v) = df (v).lu = v]

2. [ est convexe ssi pour tout u,v € U :
[df (u) — df (v)].[u —v] = 0

3. Si f est en plus C?, f est convexe ssi d*f(x) est positive pour tout x € U au sens ou
d*f(x)(h,h) > 0 pour tout € U,h € E. De plus, si E = IR" avec la norme euclidienne, ou
plus généralement si E est préhilbertien (cf. chapitre 5), si d*f(x) est définie positive, pour
tout x € U (c’est-a-dire pour tout h # 0, d* f(x)(h,h) > 0) alors f est strictement conveze.

Remarque 3. (Rappel d’algeébre linéaire) Si £ = IR", alors d?f(x) est positive si et seulement si

la matrice hessienne H f(x) est positive (rappel (H f(x));; = ( 8;9_25;_ (x))). Comme elle est toujours
105

symétrique et donc diagonalisable en base orthonormale, cela équivaut a ce que ces valeurs propres

soient toutes positives. Dans le casn =2 H(f)(x) = Z ;5 (c’est a dire on prend les notations de



9% f
0xdy

Monge r = %(l‘), s = (x),t = giyg(x)) alors H(f)(z) est positive si et seulement si rt — s? > 0

etr20.|z|

Remarque 4. Un cas particulier du (3) est le cas ou il existe ¢ > 0 telle que d?f(z)(h,h) > c||h|[?
pour tout z € U h € E = IR". Le cas de stricte convexité se déduit donc en décomposant f =
g+ £||z|]*. L'inégalité donne que d*g = d*f — c est positive donc g convexe et on verra au dernier
chapitre que l'identité du parallélogramme implique que %H:L‘H2 est strictement convexe, donc par
somme f est strictement convexe (de fagon trés uniforme). C’est une situation intéressante pour
les problémes de minimisation qui permet d’obtenir la convergence de suites minimisantes et des
stratégies algorithmiques de minimisation (cf. cours de recherche opérationnelle au S6).

Démonstration. (1) Si f convexe, l'inégalité vient du corollaireen comparant I'infimum a la valeur

ent=1pourh=u—v:

df (v).Ju — v] = inf

t>0

FOAM =IO < )~ fla) = flu) ~ f0),

Réciproquement on applique I'inégalité en z = tx + (1 — t)y € U par convexité de U pour x,y € U
d’ou :

(A) f(z) = f(2) 2 df (2)[x — =], (B) f(y) = f(2) 2 df(2)ly — =],
et t(A) + (1 —t)(B) donne
tf(@) + (1 =0)f(y) = f(z) 2 df (2)[t(x = 2) + (1 = t)(y — 2)] = df (2)(0) = 0

ce qui donne 'inégalité de convexité.
(2) Si f convexe, on utilise de méme les inégalités du corollaire :

df (u)(v —u) < f(v) = f(u), df(v)(u—v) < fu) = fv)

En sommant, on obtient 'inégalité (df (u) — df (v))(v — u) < 0. Réciproquement, on utilise ¢(t) =
f(tz + (1 — t)y) qui par composition est dérivable de dérivée ¢/(t) = df (tx + (1 — t)y)(z — y). Or si
t<s

¢'(s) = ¢'(t) = [df (y + s(x —y)) — df (y + t(x — y))](z — y)
= i[df(y +s(x—y)—dfly+tx—y)ly+s(@—y) —(y+tx—y)) >0

Donc ¢’ est croissante et par un résultat a 1 variable (proposition suivante) ¢ est convexe.

(3)Si f est C?, on dérive en ¢ la relation du (2) avec v = z, u = x + th une fois divisée par t
et on obtient d*f(z)(h,h) > 0. Réciproquement, en dérivant en ¢, la fonction g définie par g(t) =
df (v+t(u—v))(u—v) (quiest C* car df est C'') et en appliquant le théoréme fondamental du calcul :

[df (u) = df (0)][u —v] = g(1) = g(0) :/0 dtdf (v +t(u — v))(u —v,u =) =0

1. En effet D?f(z)((h1,ha), (h1,ha)) = 7h3 + 2shihg + th3 = (h3)P(ha/h1) si hy # 0, avec P(\) = r + 28\ + t\?
le polynéme de second degré de discriminant A = 4s% — 4rt. Si A < 0 pas de racine et selon le signe de r, P est soit
toujours positif (cas D?f(a) définie positive) soit toujours négative (D?f(a) définie négative). Si A = 0, il y a une
racine double et on a la méme conclusion sur la positivité. Si hy = 0, alors D? f(z)((hq, ha), (h1,h2))) = 2shihy n'est
positive que si s = 0 car sinon en (hy,hy) = (s,—1), on a la valeur strictement négative —2s? et c’est aussi le seule
cas ou le déterminant rt — s? est positif pour r = 0). Si A > 0 on a 2 racines réelles et P prend & la fois des valeurs
positives et négatives.



et on retrouve le critére du (2).

Pour la stricte convexité, commencons par le cas E = IR, donc U = [ un intervalle ouvert. Soit
la,b] C I il suffit de voir f strictement convexe sur [a,b]. On fixe [a,b] C|a’,b'[C [d/,b'] C T

On suppose dans ce cas f”(z) > 0 pour tout x € I et f” continue (vue f de classe C?). Donc f”
atteint son minimum sur [a, I] en zg de sorte que f”(z) > ¢ = f"(xo) > 0 pour tout = €]d’, b'[C [d’,V].
Donc comme & la remarque {4j implique f = g+ c%- avec g” > 0 donc g convexe et donc f strictement
convexe sur |a’, b'].

On pose gup(t) = ta + (1 — t)b. Soit maintenant le cas général £ = IR". Par définition, f
est strictement convexe si et seulement si pour tout segment [a,b] C U,a # b,hap = f 0 gap €st
strictement convexe sur [0, 1] (ou sur ]0, 1] en élargissant les intervalles comme avant). Or hy ,(t) =
df*(gap(t))(a—b,a—b) > 0 pour tout ¢ €]0, 1[. On déduit donc du premier cas que h, , est strictement
convexe sur |0, 1[ et donc aussi f. O

Nous rappelons le résultat a 1 variable que nous avons utilisé :

Proposition 1.11. Si E = IR et f est dérivable sur un ouvert convere U C E (donc un intervalle
ouvert) alors f est convexe si et seulement si f' est croissante.

Démonstration. Supposons f convexe, I'inégalité qu'on a montrée au (2) du théoréme précédent
s’écrit (f'(u) — f'(v))(u —v) > 0 donc (f'(u) — f'(v)), (u — v) ont méme signe et f" est croissante.
On peut alternativement utilisé pour a < b, f'(a) = fi(a) < f;(b) = f'(b) grace a I'inégalité vue au
théoreme [L.9

Réciproquement si f’ croissante, montrons que f convexe, on veut voir f(Aa + (1 — A\)b) <
Af(a)+(1=X) f(b) pour a < b, A €]0, 1[. Par I'égalité des accroissements finis, la pente LAet0_20)-/(a)

(1= (b—a)
f(b)—J(“/(\?ZjS_A)b) est atteinte par f’

est atteinte par f’ en un point de |a, Aa + (1 — \)b[, et de méme
en un point de JAa + (1 — \)b, b[ donc par croissance de la dérivée :

fOat+ (A =Mb) = fla) _ f(b) = fFQha+ (1 = A)b)

I-NGb-a = N —a)
1 1 f(a) f(b)
= SR+ Q=N G T =) ST T b= a)
<:>f(>\a+(1—)\)b)()\(11_>\)) < (1"0(_@1) + fAb).
Ceci conclut. O

Ezercice 4. Montrer que f(z) = 2* est strictement convexe sur IR mais que sa dérivée seconde n’est
pas bornée inférieurement par ¢ > 0.

3.3 Convexité, Critére d’extremum global

On retrouve d’abord un critére d’optimisation du premier ordre

Proposition 1.12. Si f est de classe C' sur un ouvert convexe U et f est convexe, alors tout point
a € U est un minimum global de [ si et seulement si c’est un point critique de f (c’est a dire un
point a tel que df(a) =0).



Démonstration. On sait déja par le cours de L2 que si f a un minimum local en a alors df (a) = 0.
En effet, rappelons la preuve, pour tout h € E, il existe € > 0 : B(a,¢€||h|]) C U (car U ouvert) et
fla£th) > f(a) pour tout t €] — €, ¢[. Donc, en divisant par ¢t > 0 on obtient :

fla+th) — f(a)

t
fla—th) — f(a)

—1

donc df (a)(h) = 0 pour tout h ce qui veut dire df (a) = 0.

La nouveauté est la réciproque, on suppose f convexe. Il suffit de noter par le théoréme que
pour ¢ € C, f(¢) — f(a) > df(a)(c —a) = 0 donc f(a) = inf.ec f(c) et a atteint 'infimum de f sur
C. m

— 0+ df (a)(h) >0

—i0+ df(a)(h) <0

On a un critére d’optimisation plus général sur un convexe C' C IR". On rappelle que Vf(a) =
of of
(a—xl(@)y o E(a))-

Théoréme 1.13. Soit C' un convexe de IR" avec C' C U un ouvert et f : U — IR une fonction de
classe Ct, convexe sur C. Alors a est un minimum global de f sur C' si et seulement si —V f(a) €
Ne(a) c’est a dire si et seulement si

Vee C(Vf(a),c—a) > 0.

Démonstration. On rappelle la définition No(a) = {f € E : Ve € S, (f,c—a) < 0} ce qui donne la
derniére reformulation. Si a est un minimum global f(a) < f(tc+ (1 — t)a) pour ¢ € C,t €]0,1] vu
que par convexité tc + (1 —t)a € C. En prenant la limite, on obtient

(Vf(a),c—a) = lim LHCZO+ @) = fla)

t—0+ t

>0

Réciproquement, si I'inégalité est vérifiée donc on peut utiliser le théoréme (dont la preuve
du 1 s’applique méme si C' n’est pas ouvert) et on obtient :

0<(Vf(a),c—a)=df(a)(c—a) < f(c)— fla).
donc f(c) > f(a) pour tout ¢ € C et donc a est un minimum de f sur C. O

Exemple 4. On prend g(c) = ||f — ¢||3 le carré de la distance euclidienne a f € E. Alors Vg(a) =
—2(f — a) et donc on obtient que a € C' minimise la distance de = a C' si et seulement si :

Vee C)(x —a,c—a) <0.

Ce sera le critére du théoréme de projection sur un convexe fermé C' ot I'on verra 'existence d'un tel
point a au dernier chapitre. Dans IR" on peut aussi voir I'existence par compacité de C'N B pour une
boule fermée B assez grande pour qu’une inégalité grossiére permette d’assurer que tout minimum
doive s’y trouver. On obtient ainsi le résultat suivant.

Théoréme 1.14. (théoréme de projection sur un conveze fermé de IR")
Soit C C IR" = E un conveze fermé non-vide et ||.||2 la norme euclidienne. Pour tout f € IR",
il existe un unique uw = Po(f) tel que

— = inf ||f — |2
If —ullo = o [|f =]y

10



De plus, c’est l'unique vecteur u € C' tel que :
Vo e O, (f —u,v—u) <0.
De plus, pour tout ¢ € C, ¢+ Nc(c) = P5'({c}) et forment une partition de IR".

La preuve suivante par compacité ne fonctionnera pas en dimension infinie, mais le résultat sera
encore vrai dans un espace de Hilbert (cf. chapitre 5).

Démonstration. Comme C' non vide r = inf,cc ||f — v||]2 < 00. Soit D = C N B(f,r +1). Comme la
boule fermé est un convexe fermé, D est un convexe fermé comme intersection de convexes fermés, et
il est aussi borné par définition, donc c¢’est un compact de IR". De plus, D C C, donc inf,c¢ || f—v||2 <
inf,ep ||f — v||2 par définition de I'infimum. Mais soit 1 > € > 0 et v € C tel que ||f —v||ls < r+e€
alors par définition v € D et donc infgep ||f — d||2 < ||f — v||2 < r+ €. Donc en passant a la limite
€ — 0, on a obtenu :

f || —vllo < r = inf |1/~ oll2 < f || ]l

Or v — ||f — vl|2 est continue sur le compact D, donc atteint son infimum en v € D C C. Par
croissance du carré, c’est aussi le point ot || f —v||? atteint son infimum. La hessienne de v — || f —v||3
est l'identité, donc cette application est strictement convexe, elle a donc un unique minimum Pg(f).
La caractérisation du minimum a été vue a ’exemple précédent. Enfin cette caractérisation donne
(en retraduisant avec la définition de N¢(c)

Pi'{c)={feE:VwelC (f-cv—c) <0t ={f€E: f—ce Nc(c)} = c+ Neg(c).

Le fait que Py : E — C est une application surjective (vu que Po(c) = ¢ pour ¢ € C) implique le
résultat sur la partition. O

11



4 Inégalités de convexité

La convexité (ou la concavité) est souvent utilisée pour établir des inégalités.E] Citons un exemple
important et simple.

FEzercice 5. Soit f: [0, +o00[— [0,+o00[ une fonction concave. Montrer que pour tout z,y > 0 on a
fla+y) < fla) + fy).

Voyons maintenant I'inégalité de convexité la plus importante de notre cours.

Théoréme 1.15 (Inégalité de Jensen). Soit (X, A, u) un espace de probabilité, g une fonction u-
intégrable a valeurs dans un intervalle I, et p: I — IR une fonction convexe. Alors on a

90(/ gdﬂ)é/wogdﬂ
X X

(Uintégrale de droite peut étre égale a +oo!).

Démonstration. D’abord, par le théoreme @ est dérivable a droite et a gauche, donc continue
sur 'intérieur de I, donc borélienne sur I (exo) donc la composée ¢ o g est bien mesurable. Posons
m = fX gdu. Notons que m € I. En effet I est définie par une ou deux inégalités, I = I} N I,
avec (I ={z a2 >a}ouly ={z:2x > a} oul; =1R) et de méme ([ = {z : z < b} ou
I, ={z : 2 < b} ou I, = IR). Expliquons d’abord que si g est & valeur dans I, = {z : > a}, alors
comme lintégrale préserve les inégalités larges [ x 9dp = | yadp = a car u(X) =1 et donc m € I.
De méme si [y = {z : > a} si on n’avait pas [, gdu > a, on aurait donc [, gdu = a = [, adp
donc [ (9 —a)dp = 0 mais alors g — a serait nulle y-presque partout, donc {z € X : g(z) > a} = X
serait de mesure nulle, contredisant I’hypothése que X est un espace de probabilité. On conclut donc
aussi dans ce cas [ + 9dp € I1. On raisonne pareil pour I (ou on applique le premier cas & —g pour
changer le sens des inégalités).

Maintenant qu’on a vu que m € I, on distingue 3 cas. Si jamais m est le minimum de I (s’il
existe!) alors on a [, (¢ —m)du = 0 et g —m > 0, donc g — m est nulle presque partout, par

conséquent on a
/ pogdu= / p(m)du = p(m) = ¢ (/ gdu) :
X X X

On traite de méme le cas ou m est le maximum de [ ; finalement, le cas qui nous reste est celui ou
m appartient a l'intérieur de I.
Alors, on sait que ¢ (m) existe et en posant o = ¢ (m), le théoréme [1.9) donne que

Viel o(t)—p(m)>alt—m).

En particulier, pour tout z € X on a ¢(g(x)) > ¢(m) + a(g(z) —m). Comme g est intégrable et
les fonctions constantes sont intégrables (car u est finie), donc la borne inférieure est intégrable, et
on en déduit que la partie négative de ¢ o g est d’intégrale finie; et en intégrant cette inégalité, on
obtient aussi que

/Xsoogduz/Xso(m)du+a/x(g—m)du:s@(m)+a</xgdu—m)Zw(m)-

2. Cette partie reprend le cours de ’an dernier de T. Blossier, M. Carrizosa et J. Melleray.
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Le corollaire suivant est un cas (trés) particulier de I'inégalité de Jensen, qui peut se montrer
élémentairement, sans théorie de la mesure.

Corollaire 1.16. Soit I un intervalle de IR, oy, ..., a, des réels positifs tels que Y . a; =1, et @
une fonction convexe sur I. Alors, pour tout xq,...,x, € I on a

@ (Z airm) < Zoziso(xi) :

Démonstration. On fixe x41,...,x, € I et on considére I’espace mesuré d’ensemble sous-jacent X =
{@1,...,2,}, on toutes les parties sont mesurables et p = > | a;0,,, ot d,, désigne la mesure de
Dirac en ;. Alors p est une mesure de probabilité; de plus pour toute fonction g: X — IR on a

/ gdp =Y aug(z;) .
X i=1

En considérant pour ¢ la fonction identité, on a donc / pogdy = Zaicp(:vi), et / gdp =
X X

=1
n

E a;x;. L’inégalité de Jensen nous donne donc comme attendu
i=1

]

Remarque 5. Dans le corollaire ci-dessus, le cas n = 2 correspond exactement a la définition de la
convexité. En particulier, une application ¢ qui satisfait 1'inégalité de Jensen pour toute fonction
intégrable sur un espace de probabilité, est nécessairement convexe.

Exercice 6. Donner une démonstration du corollaire ci-dessus qui n’utilise que la définition d’une
fonction convexe (et le principe de récurrence).
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Chapitre 2

Compléments d’Intégrations : Intégrales
parameétres, Théoréme de Fubini,
Changements de variables

Ce chapitre va d’abord discuter des résultats d’interversions. Interversion de dérivée et d’inté-
grales, ou interversion d’intégrales entre elles. La premiére partie est une application du théoréme
de convergence dominée. Il donne aussi des méthodes pour les intégrales de fonctions de plusieurs
variables. Dans ce chapitre, le corps IK = IR ou IK = C.

1 Intégrales dépendant d’un paramétre

Soient (2,7, ;) un espace mesuré, £ un evn. Soit finalement A une partie de E.

Définition 5. Soit f : A x 2 — IK. On suppose que pour tout x € A, t — f(x,t) est intégrable (soit
dans Ll(Q T, u)) Dans ce cas, on peut poser :

= [, f(z,t)du(t). On définit ainsi une intégrale dépendant d’un paramétre la fonction
F: A —> K.

Théoréme 2.1. (Théoréeme de continuité avec hypothése de domination)
Soit f: AxQ — IK. On suppose :
1. Pour tout v € A, t — f(x,t), est mesurable sur Q.
2. Pour tout presque tout t € Q, x — f(x,t) est continue en xog € A.

3. (Hypothese de domination) Il existe une fonction intégrable g : Q — IRy, g € LY(, T, u) telle
que

Vie QVx e A, |f(z,t)] < g(t).
Alors la fonction x — F(z) = [, f(z,t)du(t) est continue en x.
On remarquera que dans ’hypothése de domination, la fonction g ne dépend PAS de .

Démonstration. L’hypothése de domination garantit que t — f(x,t) est intégrable. Soit x, € A
tel que z,, — xo. Par continuité de x — f(z,t), pour chaque ¢, f(z,,t) — f(xo,t). On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée (avec domination par g) pour conclure

lim [ f(x,,t /f T, t)dp(t)
Q

n—oo



O
Ezemple 5. (cf TD.) Soit f : IR — C intégrable sur R. Sa transformée de Fourier est définie par :

= /]R f(t)e™ dt.

Elle est continue sur IR en utilisant une domination par |f|.

Théoréme 2.2. (Théoréme de dérivabilité avec hypothése de domination) Soit f : U x Q — IK avec
U C IR" un ouvert.
On suppose :

1. Pour tout x € U, t — f(x,t), est intégrable sur ).

2. Il existe N avec u(N€) = 0, tel que pour tout t € N, la fonction x — f(x,t) admet une i-éme
dérivée partielle sur U.

3. (Hypothése de domination) Pour tout compact K C U, il existe une fonction intégrable gx €
LY(Q) telle que

0
Vit e N,Vx € K, ‘a—f(x,t)‘ < gk (t).
Li
Alors la fonction x — F(x) = [, f(x,t)du(t) admet une i-eme dérivée partielle sur U, % e L'(Q)
et :
OF of

5 @)= [ G (. )dutr)

Remarque 6. Soit f = (f1,..., fm) : U x Q@ — IR™ avec U C IR" un ouvert. Si chaque f;(x,.) est
intégrable sur 2 pour tout x € U, on peut définir 'intégrale coordonnée par coordonnée :

/fxtdu /flxtd,u /fnxtd,u

Alors le théoréme s’applique en remplagant la valeur absolue par la norme dans la domination (et en
appliquant le résultat coordonnée par coordonnée.)

Démonstration. On peut supposer n = m = 1 (car les dérivées partielles se calculent coordonnée par
coordonnée). On fixe xy et montre la dérivabilité en x. On pose h(z,t) =0sit € N° et pourt € N

f(l', 12 : i(()x(]y If)7 Si T 7é T et h(mo’ t) = %({Eo, t)

h(z,t) =

Pour x # xg,
F(x) — Fxo)
r — T

= /Qh(:v, t)du(t).

I suffit donc de prouver que x — [, h(z,t)du(t) est continue en x,. Par hypothése, t — h(x,1)
est mesurable pour x # xy et par exemple en tant que liminf (sur N ) aussi ex xg et x +— h(z,t) est
continue pour ¢ € N (par continuité d’une fonction dérivable d’une variable). Enfin I'inégalité des
accroissements finis & x +— f(x,t) donne, pour = # x, x € K = [19 — €, 20+ €] C U (un compact car
fermé borné de IR contenu dans U pour € assez petit) :
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[Ih(z, )] < sup

w€[xo,]

of
()| < gut)
7

La méme inégalité étant évidente en z(, on a la condition de domination et le théoréme de continuité
appliqué a K conclut. O

Corollaire 2.3. (Théoréme de dérivation successive) Soit f: U x I — IR™ avec U C IR" un ouvert,
I un intervalle de IR une fonction C* (k € IN x {oo}). Soit A la mesure de Lebesque.
On suppose qu’il existe ¢g, ¢1, ..., O intégrables sur I telles que

P
Ox3'...0xin
Alors la fonction x — F(x fQ x,t)d\(t) est de classe CF surU et pourp=i,+..+i, <k :

t)dA(t
8x a:zn /8I Ozin (2, ))aA(?).

En recouvrant U par des ouverts V C V C U, avec V compact et en appliquant le corollaire
précédent & V' (vu que le caractére C* est une notion locale), on peut obtenir la variante suivante
souvent pratique quand on n’a pas de domination globale sur 'ouvert U de départ (voir exemple plus
bas). On peut d’ailleurs aussi montrer directement le résultat suivant a partir du théoréme précédent.

Corollaire 2.3. (Variante du Théoréme de dérivation successive) Soit f : U x I — IR™ avec U C IR"
un ouvert, I un intervalle de IR une fonction C* (k € IN x {o0}). Soit A la mesure de Lebesgue.
On suppose que pour tout compact K C U, il existe ¢o k', 1.k, ..., Pr i intégrables sur I telles que

P
V(il, ...,in>,i1 + ... —l—Zn =P < k’,V[E S K, Vt € I’ Z—f(l',t)H < ¢p,K(t)-
Oxi...0xtn
Alors la fonction x — F(x fQ x,t)d\(t) est de classe CF sur U et pour p =iy +...+1i, <k :

/ (2. £)dA (D).
6x szn 8x ax“L

1.1 Un exemple : la fonction I'

On donne un exemple de fonction qui intervient (comme constante de normalisation) dans la
définition des lois du x? en statistique ou plus généralement des loi I" en probabilité.

Proposition 2.4. Pour x € IR, la fonction t — t*'e™" est intégrable sur IR’ . La fonction I' est

définie par :
+oo
I(x) :/ t" e tdt
0
est de classe C* sur IR et l'on a :
+oo
) () / (In(t))F=—te"dt.
0
De plus, pour x >0 T'(z + 1) = 2T'(z), pourn € IN, T(n+ 1) =n! et T'(1/2) = /7.
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Remarque 7. T est donc un prolongement de la factorielle (en fait elle est analytique sur z Re(z) > 0
ce qui montre que ceci la caractérise). En probabilité, la fonction I' intervient comme constante de
1

normalisation dans la définition de la loi I', de densité @1[0700[(@75’”_164 intervient comme la loi de

la somme de n variables exponentielles indépendantes (leur densité est 1j oop(z)e™").

Démonstration. Comme (x,t) — e@ D®e~t o5t € sur (IR%)? on va appliquer le théoréme de
dérivation successive.

On doit donc dominer les dérivées pour = €]a, 5[ (ce qui suffit par localité de la dérivabilité,
montrer la dérivabilité sur tout intervalle ouvert borné de R* implique la dérivabilité sur RY) :

a_ke(zfl) ln(t)eft _ (ln(t))ktzileit
oxF B ‘

Or pour t < 1, |(In(¢))*[t*Le™ < (|In(t)[F+7/2)t2/271 < C1#7/271 (en effet (In(t))¥t%/2) est continue
sur [0,1] vu z > 0 et la décroissance en z, en fait on peut calculer le maximum (2k/z)fe % < C) =
(2k/a)keF).

De méme, pour ¢ > 1, |(In(2))*[t*te™ < (t7Fh=1e=t/2)e=t/2 < (tA+h—1e7t/2)e=t/2 < Che™'/2. ( O,
existe car (t°7F~1e7*/2) est continue et tend vers 0 en 400, on peut prendre en calculant le max
Cy = (B + 2Kk)P/>Hhe=B/2—k)

En bilan Si on pose gy (t) = 1j0,1)(£)C1t*/?7 1+ 11 oo (t)Cae~" /2 qui est intégrable car a/2—1 > —1,
et on a la domination souhaitée : :

p@=1)In(t) ,~t

ak
‘ < on(t).

Dk

On déduit donc que I' est C* d’abord sur o, B[ puis comme «, 3 > 0 arbitraire sur IR’ .

Pour voir les identités, on intégre par partie : ff tre~ldt = [—e 1%)8 + fa’B t*~le~tdt, donc pour
a — 0,8 — 400 on obtient I'(x + 1) = 2I'(z). La relation de la factorielle vient de I'(1) = 1.

On reporte le calcul de I'(3) a exemple @

2 Mesure produit et théorémes de Fubini

2.1 Rappel sur les mesures o-finies et les tribus produits

On rappelle deux définitions vues dans la premiére moitié du cours :

Définition 6. Soit (2, .4, 1) un espace mesuré. On dit que (X, A, ) est o-fini s’il existe une suite
de parties mesurables (A,), N telle que u(A,) < 400 pour tout n, et 2 = U Ap.

n

Cette hypothése est par exemple vérifiée quand ;(2) < +oo (donc en particulier quand u est une
mesure de probabilité), quand € = IN muni de la mesure de comptage, ou quand 2 = IR" muni de
la mesure de Lebesgue.

La méthode de base pour calculer une intégrale d’'une fonction de 2 variables est de se ramener
a des intégrales de fonctions de 1 variable. Pour cela il nous faut d’abord expliquer comment on
peut munir X X Y d’une structure d’espace mesuré quand X, Y sont tous les deux munis d’une telle
structure.
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Définition 7. Soient (X, A, 1) et (Y, B, ug) deux espaces mesurés o-finis. On note A ® B la tribu
engendrée par les parties de la forme A x B, o A € A, B € B; on 'appelle tribu produit des tribus
A et B.

Rappelons que B(IR"*™) = B(IR") @ B(IR™)
On rappelle aussi une version un peu plus générale du corollaire au lemme de classe monotone
pour les mesures dans le cas des mesures o-finies.

Corollaire 2.5. (au lemme de classe monotone) Soient u et v des mesures sur un espace mesurable
(Q, 7). Soit £ une famille stable par intersection finie qui engendre T. Si p et v coincident sur
E (ie. W(E) = v(E),VE € &) et si il existe une suite de parties A, € & telle que Q = U, A, et
w(Ay,) =v(A,) < +oo alors i et v sont égales (i.e. u(B) =v(B),YB € T).

Démonstration. On commence par le cas ot la suite de parties A, € &£ est croissante.

Notons ji,,, v, les mesures induites par pu, v sur A, respectivement. On a deux mesures finies avec
n(E) = pn(ENA,) =v(ENA,) =v,(F) pour tout E € € donc par le corollaire au lemme de classe
monotone pour les mesures finies, on déduit p,, = v,. Pour tout B € T, ona B = BnN (|, 4n) =
U,,(B N A,) donc par union croissante :

w(B) = lim p,(B) = lim v,(B) = v(B).
n—oo n—oo
Dans le cas ot la suite A,, n’est pas croissante, on utilise B,, = U} ; A; qui est une suite croissante,

mais pas forcément dans £, donc il faut travailler plus pour vérifier I'hypothése pour la mesure induite
sur B,. D’abord, par la formule de Poincaré :

n

WU A) = S =D ST (A, NN Ay) < +oo.

k=1 1<i1 << <n

Et comme toutes les intersections sont dans &€ tous les termes de la formule sont égaux aux termes cor-
respondants pour v donc u(B,,) = v(B,). On considére les mesures induites pour B € T (E),u,(B) =
w(BN By,),v(BN B,) = v,(B). On vient de voir que i, v, sont finies. Montrons que pour E € &
tn(E) =v,(E) En effet EN B, = Ul_,(EFN Ag) et en appliquant la formule de Poincaré encore (en
remarquant que les intersections sont celles d’éléments de F.

1< < <ip<n

UL (ENA)) =3 (D 30 a(BN A, N0 4y)

=D (=D YT w(ENA N NA) = v(Up (BN Ay)).

k=1 1<i < <ip<n

On conclut comme avant du corollaire au lemme de classe monotone pour les mesures finies, que
fn, = V. Puis pour tout B € T,ona B=BnN(J, B, =U,(BNB,) donc par union croissante :

w(B) = lim p,(B) = lim v,(B) = v(B).

n—oo n—oo
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2.2 Mesure produit

Théoréme 2.6 (définissant la mesure produit). Soient (4, 71, p1) et (g, Tz, p2) deux espaces me-
surés o-finis. Alors il existe une unique mesure v sur T, ® To vérifiant

V(A x B) = pin(A)p2(B)

pour tout A € Ty et tout B € Ty (avec la convention usuelle 0.(+00) = 0). Cette mesure est notée
1 ® ps = v, et est o-finie.

Exemple 6. Si A\, désigne la mesure de Lebesgue sur IR", alors on a toujours \,.,, = A, ® Ajp. On
applique le corollaire au lemme de classe monotone a ’ensemble des pavés £. Par définition,
Antmy, An @ A coincident sur les pavés. Or Uy, N[—M, M]"™™ = R"™™ et Ay ([=M, M]"T™) =
2M)"™ = (N, @ Am)([—M, M]"™™) < 400 donc on conclut a 'égalité voulue.

La preuve va étre basée sur le fait de montrer un cas particulier du théoréme de Fubini suivant
pour les fonctions indicatrices.

Démonstration. Unicité On applique le méme corollaire au lemme de classe monotone. ON prend
E={Ax B,A € T,B € T3} qui engendre T; ® 75 par définition. Deux mesures vy, 15 vérifiant le
théoréme coincident sur £. Or comme iy, p12 sont o-finies, on obtient €; = U, A;,, avec A;,, € T; et
pi(Ain) < 4+o0o. Alors, on a Ay, X Ay, € € et est de mesure g ( Ay ,)pe(A2,) < +00 pour vy, vs.
Ceci donne la derniére hypothése du corollaire qui conclut a gy = ps.

Existence Pour C' € Ty ® T3, on pose C,, = {y € Qs : (x,y) € C}. On cherche a voir que C, € Ts.
Supposons d’abord g finie. On considére

C={CeTi®Ty:C,€Tyetxr uy(C,) est 71 — mesurable}.

Alors on a
— C contient les pavés mesurables C = A x B avec A € T{,B € Ty car (A X B), € {0, B} en
distinguant le cas v € A,z & A donc pus(C,) = 1a(z)ua(B).
— C est une classe monotone car si C' C C,C" € C (C'\ '), = C, \ C., d’ou la mesurabilité
et ua(C\ C")y = p2(Cy) — u2(CL) par finitude de py qui est mesurable par différence donc
C'\ C’" € C. De méme si C), est une suite croissante (U,Cy,), = Un(C,), qui est dans Ty et
p2((UnCh)z) = sup,, p2((Cr).) est bien mesurable.
Donc C contient la classe monotone engendrée par les pavés, donc (par le lemme de classe monotone)
est égale & T1 ® Ts.
Si o est o-finie, on regarde les mesures induites et déduit le méme résultat de mesurabilité de
w2(Cy) par limite croissante.
On peut donc poser

/C) = [ nalCodmo)

Il faut voir que c¢’est une mesure en montrant la o-additivité : Soient C™ des ensembles mesurables
disjoints, (en utilisant qu’alors les C? sont disjoints), il suffit d’utiliser I'interversion série intégrale :

0.0 = [ i) = [ 3@ = 3 [ (@) = e

n

Enfin, v convient par le calcul précédent de ps((A x B),) :

WA xB) = [ i@yl B (@) = (A )
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2.3 Théoréme de Fubini-Tonelli et Fubini (admis)

La mesure produit p; ® s étant définie a partir de uq et uo, on s’attend a ce qu’il en soit de méme
de I'intégrale d’une fonction mesurable relativement & 1y ® p.[| Et c’est effectivement le contenu des
théorémes de Fubini. On commence par le cas positif.

Théoréme 2.7 (Fubini-Tonelli). Soient (1, 71, 1) et (a2, Ta, p2) deux espaces mesurés o-finis. Soit
[ x Qo — [0, +00] une fonction T; @ Ta-mesurable. Alors :
1.y — f(x,y) est une fonction mesurable (sur (a,7T3) dans [0,4+00] ) pour tout x € §y, et

x> / f(z,y)dus(y) est une fonction mesurable (sur (q,77)).

Qo

2. x — f(x,y) est une fonction mesurable (sur (,7T;) dans [0,+00]) pour tout y € Qy, et

yr / f(x,y)du (z) est une fonction mesurable (sur (Qa,72)).
M

3. On a
[ tedmemten = [ ([ i) dne = [ ([ fendn ) dog).

Ezercice 7. Calculer I'aire du disque unité D = {(z,y) € IR?: 22 + ¢*> < 1}.

Comme dans le cas des fonctions définies sur IR", on en déduit facilement un théoréme qui
s’applique a toutes les fonctions intégrables (et pour vérifier qu'une fonction est intégrable, on peut
commencer par appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli & |f]).

Théoréme 2.8 (Fubini). Soient (0, Ty, 1) et (Qa, Ta, p12) deux espaces mesurés o-finis. Soit f: 5 X
Qs — IR une fonction intégrable. Alors :

1.y f(z,y) est une fonction intégrable (sur s ) pour presque tout x € €y, et v — flx,y)dus(y)
Qo
est une fonction intégrable (sur € ).
2. x> f(x,y) est une fonction intégrable (sur )y ) pour presque touty € Qo ety — f(z,y)du ()

971
est une fonction intégrable (sur §))

3. On a

/le% f(z,y)dp@pus(z,y) = /91 ( QQf(x,y)d/ﬁz(yO dp () = /Q2 ( o f(:c,y)d,ul(x)> dps(y) .

Ezercice 8. Soit f, g des fonctions mesurables positives sur IR, on définit la convolution de f, g par :

frg(r) = /]R flz —y)g(y)dA(y) € [0, o0].
On rappelle que
1111 = /]R\f(x)rdA(x).

1. Montrer que f * g est mesurable et que

1F gl = (111 lgl]s-

1. Cette sous-section reprend le cours de I’an dernier de T. Blossier, M. Carrizosa et J. Melleray.
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2. Montrer que la définition de f * g s’étend pour presque tout x au f,g € L'(IR,d\) et que
f*ge LY (IR, dN).

3. Montrer que pour f, g, h toutes mesurables positives ou toutes intégrables, alors

fx(gxh)=(f*g)xh.

3 Théoréme de transfert

On rappelle le résultat du cours d’intégration :

Lemme 2.9. Soit h mesurable positive alors h est la limite croissante de la suite de fonctions étagées

mesurables positives
4n

k
hn(z) = o L1 (1 i ().

2
k=0

Démonstration. D’abord, h, est étagée mesurable car h est mesurable de sorte que les ensembles
A7 ([£, EEL]) sont dans 7. En remarquant que 1;-1(4) = 14 o h, on peut réécrire :

2ny 9n
L
) = D0 1 )
k=0
. Notons que hy,(z) < hyi1(x), carsi h(z) € [£, L[ soit h(z) € [, 2L et alors hy, () = Ay (2),
soit h(z) € [22L, 22 et alors h,(z) = k/2" < hyya(z) = (2k + 1) /27T
Donc h,, est croissante bornée car de méme h,(z) < h(z).
Montrons finalement la convergence simple h,(x) — h(x). Soit n assez grand tel que h(x) € [0,2"],
alors pour m > n,
- k 1 — 1
0.5 (h) () = 3o0) — g1 5 (1) < g 3 g 4 (1) < g o O
—0 —0

Le résultat suivant est laissé en exercice

Proposition 2.10 (Mesures a densité (ou absolument continue)). Soit f: X — [0, +00] une fonction
mesurable. On définit une application v : A — [0, +00] par

V(A) = /A fdu .

Alors, v est une mesure sur X, appelée mesure de densité f par rapport a .

Pour une mesure a densité v par rapport a p, si u(A) = 0 alors v(A) = 0. En fait, cette
propriété caractérise les mesures a densité (c’est un théoréme beaucoup plus dur, le théoréme de
Radon-Nikodym cf. section
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Ezxemple 7. On peut définir une mesure de probabilité sur les boréliens de IR en posant

w(A) = \/LQ_W/AGJ; d\(z) .

Cette mesure s’appelle la mesure gaussienne.
Pour vérifier qu’il s’agit bien d’une probabilité, il faut vérifier que :

1 a2 B
p(IR) = N /]Re d\(z) = 1.

On le vérifiera plus loin par changement de variable a la fin du chapitre a la formule ([2.1))

Théoréme 2.11 (Théoréme de transfert). Soit f : (Q,T,p) — (E,&) une fonction mesurable de
mesure image jiy et h: (E,&) — (IR, B(IR)) une autre fonction mesurable. Alors, si h est a valeur
positive :

Jtrom du= [ ba) dusto)

De plus, si h n'est pas a valeur positive ho f € L'(Q, T, u) si et seulement si h € L'(E, &, uy) et
on a encore [(ho f)du = [ h(z)dps(x). En particulier, si E = IR et us a une densité p par rapport
a une mesure v sur (IR, B(IR)), alors [(ho f)du = [ h(z)p(z)dv(x).

Autrement dit, on raméne une intégrale sur €2 & une intégrale sur IR :

/Q B () dp(w) = /Rhmduf(x).

PROOF : On procéde comme pour la construction de I'intégrale. Sih = 1g avec B € &, hof = 15-1(p,
et donc

[ o fau= s B) = ns(B) = [ hia)dus (o)

Par linéarité, on obtient le cas de h étagé. Si h positive, h est la limite croissante d’une suite de
fonctions étagées h,, (du lemme[2.9). Comme h,,(x) — h(z) par construction, on applique le théoréme
de convergence monotone aux deux mesures :

Jresdu=tim [ o ndu= i [ hole)dus@) = [ b)dugte)

Le dernier résultat du cas intégrable est évident par le cas positif pour I’équivalence et par linéarité
pour l'égalité. ]

Le résultat similaire suivant est important en probabilité.Vous avez vu la tribu engendrée par
f : T(f), au début du cours. Le résultat suivant donne une interprétation concréte des fonctions
T (f)-mesurables.

Proposition 2.12 (Lemme de Doob-Dynkin). Soit f une fonction mesurable, f : (2, T, 1) — (E, &),
et soit T(f) ={A = f~YB),B € &} la tribu engendrée par f. Alors g : Q — (IR", B(IR")) est T(f)-
mesurable si et seulement si il existe h: (E,&) — (IR", B(IR")) borélienne telle que g = ho f.

PROOF : La condition suffisante est évidente car pour un borélien A, (ho f)"1(A) = f~1(h71(A))
qui est mesurable car h™1(A) € & car h borélienne et I'image inverse par f est alors par définition
un élément de o(f).
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Réciproquement, on raisonne comme pour le transfert par le cas étagé g = > . \ila, et A; =
f7Y(B;) et alors h = >, \;i1p, convient. Sinon, si g positive, on la prend pour limite simple de g,
étagée de la forme h,, o f par le cas étagé, et on pose

h(z) = liminf h,(z).
n—oo
h convient car mesurable positive (comme lim inf de fonctions mesurables) et car g(w) = lim,, h,(f(w))

h(f(w)) vu qu'en f(w) la suite (h,) converge d’aprés le choix de g,. Le cas général se montre par
linéarité a partir du cas positif. [

4 Théoréme de changement de variables

En pratique, pour calculer une intégrale multiple, on est souvent amené & faire un changement
de variables pour se ramener & un domaine plus simple sur lequel appliquer le théoréme de Fubini.
On énonce le théoréeme dans le cadre le plus courant ot les fonctions que I'on peut utiliser pour faire
un changement de variables sont les difféomorphismes de classe C*.

4.1 Cas affine

On commence par montrer le cas des fonctions affines. Nous allons baser la preuve sur une
caractérisation de la mesure de Lebesgue :

Théoréme 2.13. (admis) La mesure de Lebesgue sur R" est invariante par translation, au sens ot
pour tout A € B(R"™) et tout v € R" , on a \p(x + A) = \(A) avec z + A = {x + a,a € A}.

Inversement, si o est une mesure sur (R™, B(IR")) finie sur les parties bornées et invariante par
translation, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que p = c,.

FEzercice 9. On cherche a montrer 1'unicité. On pose ¢ = u([0,1["). Montrer en utilisant des recou-
vrements par des translations d’un ensemble fixé que
Lop([0, 1) = ez
2. pour ay,...,a, > 0, on a
n . n .
mai) . T, [mail
07 _ = — CZ_—
u(g[ ) -

En déduire que p([[,[ai, b:]) = ¢[1;—,(b; — a;) et conclure (en utilisant un corollaire du lemme de
classe monotone).

Lemme 2.14. Soit b € IR" et A € M,(IR) une matrice inversible. On pose f(x) = Ax + b avec
[ IR" — IR", alors pour tout borélien B de IR", on a :

An(f(B)) = |det(A)[An(B).

FEzercice 10. Si A n’est pas inversible montrer que A(f(B)) = 0. (Indication : on pourra montrer que
f(B) est inclus dans un hyperplan affine, i.e. un sous-espace affine de dimension n — 1, dans le cas
b =0 dans un s.e.v. de dimension n — 1).
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Démonstration. f(B) = (f~')7'(B) est bien borélien car f~! est linéaire (en dimension finie donc)
continue donc borélienne. De méme A(f(+)) = f~1.\ est la mesure image par f~! donc c’est bien une
mesure finie sur les parties bornées (car f(B) est borné pour tout borné B, cf chapitre 3 f(B(0, M)) C
B(0, ||b]| + M|||f]]]) avec |||f]|| la norme subordonnée de f). Montrons qu’elle est invariante par
translation.

Onapoura € R" \,(f(a+B)) = \(b+A(a+B)) = \(Aa+f(B)) = N\, (f(B)) par invariance par
translation de la mesure de Lebesgue. Le théoréme précédent montre donc que A, (f(B)) = c\,(B)
pour tout borélien B. Il suffit donc de bien choisir le borélien pour chaque A pour montrer que
c = |det(A)].

Par décomposition polaire, une matrice réelle s’écrit A = OS avec O orthogonale et S symétrique.
Cette matrice S peut se diagonaliser en base orthogonale S = O5DO, donc, ensemble, cela donne
une décomposition A = 01 D0, ou O7 = OO0k, Oy sont orthogonales et D est diagonale réelle.

Comme )\, est invariante par translation, on est donc ramené au cas b = 0.

On est donc ramener au deux cas A orthogonale et A diagonale inversible.

Si A orthogonale, alors on choisit la boule unité euclidienne B = B,, car une matrice orthogonale
laisse invariante cette boule (c’est par définition une isométrie pour la norme euclidienne) donc
M (f(Bp)) = M(Bp) et ¢ =1 = |det(A)| (vu AA* = I, det(A)? = det(A)det(A?) = det(I) = 1).

Si A = diag(dy, ...,d,) alors on prend B = [0,1]" car A(B) = [[\_,[0,d;] avec [0,d;] = [d;, 0] si
d; < 0. Dans tous les cas \,(A(B)) = [[\-, |di| = |det(A)|A(B) comme voulu.

Dans le cas général, A = O150,, par composition, on obtient :

AA(B)) = |det(0))||det(D)| det(0s)|A(B) = | det(A)|A(B).

4.2 Rappel (de L2) sur les difféomorphismes

Définition 8. Soient U C IR",V C IR”. Une application f : U — V une fonction différentiable. f
est un difféomorphisme si f est bijective et que f~! est différentiable.
On dit que f est un C*-difféomorphisme (k € IN* U co) si de plus f et f~! sont de classe C*.

Proposition 2.15. Soit f : U — V un difféomorphisme, alors Vx € U, df(x) : IR" — IR’ est un
isomorphisme linéaire (en particulier nécessairement n =p) et on a :

(df ()" = df  (f ().

Remarque 8. 1. Le résultat précédent montre que la dimension est invariante par difféomor-
phisme. De méme des ouverts de IR" et IR ne peuvent étre homéomorphes que si n = p mais
c’est beaucoup plus dur (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer). Par contre, il existe
des applications continues surjectives de [0, 1] dans [0, 1]°.

2. Le théoréme d’inversion locale va donner des conditions pour la réciproque de la proposition
précédente

Démonstration. Comme f~! o f(y) = y, en différenciant f~!' o f par le théoréme des fonctions
composées en z, on obtient : df 71 (f(x)) o df (z) = id.

De méme en différenciant f o f~'(y) = y en z = f(z) on obtient : df (f~!(z)) o df '(2) = Id.
Donc df (z) et df ~(f(x)) sont inverses I'une de lautre, ce qui conclut. O
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Définition 9. Soit f : U — IR” une application différentiable sur un ouvert U C R". f(z) =
(fi(z),..., fo(x)). La matrice de l'application linéaire df (z) dans les bases canoniques de IR" et IR?
est appelée, matrice jacobienne de f et notée J(f)(x) :

T = (Ga)

Remarque 9. Le théoréme de dérivation des fonctions composées donne donc :

J(go f)(wo) = J(g)(f(w0))J(f)(0),

et le résultat pour les inverses de la proposition précédente s’écrit :

T o) = [TAHUS o))

Le théoréme suivant avec k = 1 permettra de vérifier I'hypothése du théoréme de changement de
variable.

Théoréme 2.16. (d’inversion globale) Soit f : U — IR"™ une application de classe C* (avec k > 1)
injective et telle que pour tout x € U, df(x) : IR" — IR" est un isomorphisme linéaire, alors f(U)
est un ouvert de IR" et f: U — f(U) est un C*-difféomorphisme.

Remarque 10. df (z) est un isomorphisme si et seulement si det(J f(x)) # 0.

4.3 Cas général (admis)
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de changement de variables.[]

Théoréme 2.17 (Théoréme de changement de variables). Soient U,V deux ouverts de IR", et
0: U — V un difféomorphisme de classe C*. Rappelons qu’on note X\, la mesure de Lebesque sur

IR". Alors on a :
1. Pour toute partie B borélienne de U, A\, (¢(B)) = / | det(Jo(x))|dA,(z).
B

2. Si f:V —[0,+00] est borélienne, alors

[ 1@inie) = [ foeldetetlan)
3. Si f:V — IR est intégrable, alors y — f o o(y)|det(Jo(y))| est intégrable sur U et on a

/f ) /foso )| det(J () [dAn(y) -

Remarque 11. Le cas affine est une conséquence du lemme et du théoréeme de transfert appliqué
f=¢t:(V,BV),\) — (UB(U)). Le 1 du théoréme ou le lemme ci-dessus, s’interpréte
comme le calcul de la mesure image de la mesure de Lebesgue induite sur V' : (A, v)x ayant une
densité fx(z) = |det(Jp(x))|1ly(z) par rapport & A,. Le résultat correspond a h = f o ¢ de sorte
que :

/V FdA, = / B(X)dA, = /IR” h(y) Fx () dNa(y) = / £ 0 o(u)] det(To(y))|dA(y).

2. Cette sous-section reprend le cours de 'an dernier de T. Blossier, M. Carrizosa et J. Melleray.
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Ezemple 8 (changement de variables en polaires). On considére 'application ¢ : U =|0, +00[x]0, 27[—
IR? définie par ¢(r,6) = (rcosf,rsinf).
cos) —rsinf
sinf  rcosf
De plus, ¢ est injective et ¢(U) = IR*\ ([0, +oo[x{0}) = V.
Ainsi, ¢ est un C'-diffeomorphisme de U sur V. Comme M\y(IR?\ V) = 0, c’est-a-dire IR? \ V' est
négligeable, il n’est pas génant que ¢ ne soit pas un diffeomorphisme de U sur IR? tout entier.
Par exemple, calculons

Alors, la matrice jacobienne de ¢ est ( ), de déterminant 7.

I= / (z +y)*dzdy, ou D = {(z,y): 2% +y* < 1}.
D

En utilisant le théoréme de changement de variables avec les coordonnées polaires (et le théoréme de
Fubini), on obtient ¢~'(D N V) =0, 1[x]0, 27| et

I = / (z + ) dxdy
bV

= / (7 cos 0 + 7 sin 0)*rdrdo
o~ H(DNV)
1 2
_ / (/ 73(cos? 0 + sin? 6 + 2 cos 0 sin 9)d9) dr
o \Jo

1 2
= / 7 (/ (1+sin29)d9) dr
0 0
1
= / 2mr3dr
0

™

5

Ezemple 9. Calculons I'(3) = 0+°O t=12e7tdt.
On commence par le changement de variable (pour les intégrales a une variable) u? = ¢, dt = 2udu :

1 +oo _1/2 —t too _u2 Feo _u2
(=)= =%t = 2 e “du = e " du
2 0 0 —00

LN 2 Lz <. . .2
avec la derniére égalité venant de la parité de la fonction u — e™*".

Enfin, on calcule le carré de cette intégrale en utilisant d’abord Fubini-Tonelli pour obtenir une
intégrale double (on utilise IR? \ ({0} x [0,+oc[) = V vérifiant \y(V¢) = 0 comme & Iexemple
précédent).

1 +oo +00
(N(3))* = (/ diU/ dy 6_””2_92) :/ drdy e = / dady e~V
2 Cw - R ;

d’ott par changement de variable en coordonnée polaire (comme a l’exemple précédent on utilise
¢~ (V) = U pour le domaine d’intégration) :

(1‘(%))2 - (/0% df /;OO dre—"zzr/2> — (/O% d91> [—e"’z/Q} :oo - (2@% —
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On a aussi vérifier que

+00 )
/ e du= /.

o0

En faisant, le changement de variable linéaire v = x/ V2, on obtient :

1 +oo —$2/2d \/—
— e €r = .
V2 )
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Chapitre 3

Espaces métriques complets et séparables

1 Exemples incontournables

Ezemple 10. Si E' = IR" on a trois normes classiques, si X = (x1,...,z,) :

n

1X])0 =) |z

=1

n

Z |z;]? (norme euclidienne)
i=1

[ X1loo = max ;]
i=1..n
Ezercice 11. Montrer que ce sont des normes (cf. TD).

Exemple 11. Si E = C°([a,b],R) I'ensemble des fonctions continues sur [a,b], on a trois normes :

b
171 :/ () lde

b
1fllz = / ()2t
1/l = sup [£(0)
tela,b]

Cette derniére norme est la norme de la convergence uniforme (la convergence pour ||.||« coincidera
avec la convergence uniforme)

Ezxemple 12. SiG = ExF avec (E,||.||g), (F,||.]|r) des evn. On définit : ||(z, y)||¢ = maz(||z||&, ||y||F)-
C’est une norme sur G (exo) que l'on utilisera dans cette situation ultérieurement (norme produit).

2 Rappels sur la complétude d’un espace métrique (F, d)

On rappelle qu’une suite de E est une application u : IN — E notée (u,),>0. Vous avez vu en L2
les notions de suites convergentes et de Cauchy
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Définition 10. Une suite (u,) de E est dite de Cauchy si :
Ve > 0,3IN € IN,V(p,q) € IN? (p > N et ¢ > N) = d(up,u,) < e
La proposition suivante est similaire au cas réel.

Proposition 3.1. Toute suite convergente est de Cauchy.Toute suite de Cauchy est bornée. Toute
suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence est convergente.

Définition 11. Une partie A de E est dite compléte si toute suite de Cauchy de A converge dans
A. Siun e.v.n. E est complet on dit que c’est un espace de Banach.

On a vu en premiére année que IK est complet (mais pas@Q). On verra que tout evn de dimension
finie est complet. Le résultat suivant sera trés pratique pour obtenir des espaces complets.

Proposition 3.2. Un evn E est complet si et seulement si toute série absolument convergente est
convergente.

Démonstration. Si E est complet et (x;) est absolument convergente, la suite des sommes partielles
Sy = > 0 x; vérifie, pour ¢ > p, [|S, — S,|| < ZZ;; ||;]| donc comme Y 7_, ||z;]| est convergente
donc de Cauchy, on déduit que (5,) est de Cauchy donc converge.

Réciproquement, si toute suite absolument convergente converge, soit (z;) une suite de Cauchy. I1
suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite convergente pour Voir qu’elle converge. Par la propriété
de Cauchy, on trouve par induction ||zy,,, || avec ||z, ,, — @, || < 55 de sorte que la série télescopique
Y Tp, ., — Tn, est absolument convergente donc converge, et donc la sous-suite (x,, ) converge. [

Ezemple 13. Dans le cadre de 'exemple 2, vous avez vu en L2 que toute série normalement conver-
gente de (C°([a, b], IR), ||.||s) converge uniformément. D’aprés le résultat précédent, c’est équivalent a
dire que (C%([a, b], R), ||.||oo) est un espace de Banach. Par contre ce n’est pas le cas de (C°([a, b], R), ||.|]:),
i = 1,2. On verra qu'ils sont denses dans les espaces de Lebesgue Li([a, b], IR) qui seront eux complets,

et sont les constructions de base de la théorie de I'intégration de Lebesgue.

Vous avez vu en L2 le résultat suivant :

Proposition 3.3. (Relations Fermé-Complet) Soit E un espace métrique.
1. Si C C E est complet alors il est fermé.
2. Si C C FE est complet et F' C C est un fermé de E, alors F est complet.

Démonstration. 1. Si C' C FE est complet alors si on considére une suite (z,) convergente vers x
dans F, elle est de Cauchy, donc converge dans C', donc x € C' par unicité de la limite.

2. SiC C F est complet et ' C C. Soit x,, une suite de Cauchy de F', elle converge dans C, donc
comme F est fermé, la limite est dans F', donc toute suite de Cauchy de F' converge dans F'.

[]

Proposition 3.4. Si E, F sont des evn complets. Alors E x F (muni de la norme produit) est
complet.

Démonstration. Si (u,,v,) est de Cauchy dans E' x F', de méme, (u,,) est de Cauchy dans F, et (v,)
dans F', donc par complétude (u,) converge vers u et (v,) vers v. En conséquence (u,,v,) converge
vers (u,v) vu ||(un, vn) — (u,v)|| = max(||u, — ul|, ||v, —v||) = 0. O
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Ezemple 14. Soit X un espace métrique, ' un e.v.n. et Cyp(X, F') 'ensemble des fonctions continues
bornées sur X a valeur dans F', on a la norme uniforme (exo : vérifier que c’est bien une norme) :

[ lloo = sup | f (z)[|
zeX

Théoréme 3.5. Les espaces (Cp(X, F'), ||.||oo), pour X espace métrique et F espace de Banach est
un espace de Banach.

Démonstration. On a vu que c’est un espace normé. Montrons qu’ils sont complets. Soit f,, une
suite de Cauchy, donc comme ||f,(z) — fy(@)||lr < ||fp — fyllso, POUr tout z € X, (f,(z)) est de
Cauchy, donc par complétude de F', converge vers une valeur f(z). Soient p,q tels que pour tout z
|| fp(x) — fy(x)]] < € en prenant la limite ¢ — oo, on déduit ||f,(x) — f(x)|| < € donc ||f, — f]| <e.
Donc f, converge uniformément vers f, donc f est continue (résultat de L2) et donc f, converge vers
f dans Cy(X, F'). Ce qui donne la complétude. ]

2.1 Complément : un résultat reliant complétude et compacité

Définition 12. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout € > 0, X peut étre couvert
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon e.

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Zuily-Quéffelec Th I1.1 p135 ou Gourdon d’Analyse p 32)
ou la proposition

Proposition 3.6. Un espace métrique X est compact si et seulement si il est précompact et complet.

3 Densité et séparabilité

3.1 Adhérence

Définition 13. Soit A C E. Un point x € E est dit adhérent a A si Ve > 0, B(z,e) N A # ().
On note A (ou Adh(A)) I'ensemble des points adhérents a A.

On rappelle que Int(A) désigne l'intérieur de A.

Proposition 3.7.
(Adh(A))¢ = Int(A°).
(Int(B))¢ = Adh(B°).
Démonstration. Un point € E n’appartient pas & Adh(A) si et seulement si 3¢ > 0, B(z,e) N A =
) < Fe > 0,B(x,¢e) C A°. Clest par définition équivalent a dire que z est un point adhérent a
A€ En appliquant le premier résultat & A = B¢, on en déduit le second. O
Corollaire 3.8. (ezo, cf L2)
1. A est le plus petit fermé contenant A.
2. A fermé si et seulement si A = A.
8. ACB=ACB
4. ANBD>ANB

30



5. AUB=AUB
Proposition 3.9. x € A si et seulement si il existe une suite (a,) d’éléments de A vérifiant a, — .

Démonstration. Si x est adhérent a A pour tout entier n B(z,1/n) N A est non vide donc contient

un élément a,,. La suite (a,) € AN converge vers x vu d(a,,x) < 1/n — 0. La réciproque vient de
la caractérisation séquentielle des fermés vu A fermé. O

3.2 Densité, espaces séparables

Définition 14. Une partie A est dite dense dans F si A = E. Un ensemble est dit séparable si il
admet un sous-ensemble au plus dénombrable dense (ou autrement dit une suite dense).

Lemme 3.10. Un sous-ensemble ' d’un espace métrique séparable est séparable.

Démonstration. On peut supposer F' non-vide, sinon, c’est évident (la partie vide donc finie est
dense). On fixe donc g € F

Soit u, une suite dénombrable dense. Soit @y, , € B(um,1/n) N F si cet ensemble est non-vide,
et sinon on pose a,, = xo. La famille {a,,,,m,n € IN} est finie ou dénombrable et dense car si
x € F il existe d(upy, ) < 1/2n donc a,, s, existe car B(um,,1/2n) N F est non vide et par inégalité
triangulaire d(w,, @m2,) < 1/n. O

Proposition 3.11. (IR",||.||~) est séparable.

Démonstration. On a vu que Q" est dénombrable comme produit d’ensembles dénombrables. Mon-
trons qu’il est dense dans IR". En effet si = (24, ...,2,) on pose z, = (U'%J, o Lp%”) avec |z la
partie entiére de z. Donc |px;| < px; < |px;] + 1 et

‘ lpwi]

1
x| < —
p p

done ||z, — || < 1/p —pse0 0. Donc vu z, € Q", z € Q". Comme =z est arbitraire. IR" C Q"
CQFD. 0

Exercice 12. Montrer que Q° est dense dans IR.

4 Applications linéaires continues

On considére (E,||.||) et (F,||.||) deux evn.

Proposition 3.12. Siu : E — F est une application linéaire, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. w est lipschitzienne.
. u est continue.

. u est continue en 0.

. Ml existe a € E,n > 0 tel que u(B(a,n)) C B(u(a),1).

2

3

4. u est continue en un point.

5

6. u est bornée sur la boule unité fermée Bp(0,1)
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Démonstration. (Preuve facultative) 1. = 2., 2. = 3.,3. = 4.,4. = 5. sont évidentes (et n’utilisent
pas la linéarité). Si on suppose 5., il existe n > 0 tel que si ||z —al|| < n alors ||u(x) —u(a)|| < 1. Soit
h € E,h# 0,z = a+hn/||h|| de sorte que ||z—a|| < n, on déduit donc ||u(h)||n/||h|] = ||u(z—a)|| <1
c’est-a-~dire ||u(h)|| < ||h||/n (ce qui est aussi vrai pour h = 0). En particulier, si ||2|| < 1, on obtient
donc 6.

Si on suppose 6., on montre finalement 1, on pose C' = sup<; ||u(h)|| < co et on obtient de
méme pour h # 0, |[u(h/||h]])]|] < C donc ||u(h)|| < C||h|| (ce qui est aussi vrai pour h = 0). Donc
pour tout z,y en utilisant encore la linéarité u(x — y) = u(x) — u(y), on obtient :

lu(z) — u(y)l] < Cllz =y,
donc u est C-lipschitzienne. O

Proposition 3.13. Si ¢ : E — IK est une application linéaire (forme linéaire), ¢ est continue si et
seulement si son noyau H = Ker ¢ = ¢~ ({0}) est fermé.

Démonstration. (Preuve facultative) Si ¢ est continue, ¢~'({0}) est fermé comme image inverse d’un
singleton, qui est fermé. Réciproquement, supposons ¢ non nulle, soit e tel que ¢(e) = 1. Comme le
complémentaire de H est ouvert soit r > 0 tel que B(e,r) C H°.

Montrons par 'absurde que pour tout = € B(e,r), ¢(z) € B(1,1). En effet, sinon soit x avec
|0(x) =1] > 1. Sit = —o(x)/(1=d(x)), on ¢(te+ (1 =t)r) = t1+(1-1)p(x) = t(1 = ¢(x)) +¢(x) = 0.
Or [[te+ (1 —t)z —e|] = |1 —t|||]x —e|]] = ||z —el||/|¢(x) — 1] < r une contradiction car alors
y=te+ (1—1t)x € Ble,r) N H.

On a donc vu ¢(B(e,r)) C B(¢(e),1) d’ou ¢ continue par la proposition précédente.

[

Définition 15. L’espace F' := L(FE,IK) des formes linéaires continues sur un e.v.n. £ est munie de
la norme d’opérateur

fller = sup[f(2)].

zeB x| p<1

Définition 16. L’espace L(FE, F') des applications linéaires continues d’un e.v.n. E vers un e.v.n. F
est munie de la norme d’opérateur (ou norme subordonnée) :

A= sup [[f(2)l]F.

z€E,||z||p<1
Remarque 12. La preuve de 6. implique 5. dans la proposition montre en fait que si f € L(E, F)
alors f est ||| f]||-lipschitzienne.
Un espace dual est toujours complet par le résultat suivant :

Théoréme 3.14. Si E est un e.v.n. et F' un espace de Banach, alors (L(E, F),|||.|||) est un espace
de Banach.

Démonstration. Soit B la boule fermée de E de centre 0 et de rayon 1 et i : L(E, F) — Cy(B, F) la
restriction a la boule. Par définition des normes, c’est une isométrie qui identifie donc L(E, F') & un

sous espace de Cy(B, F'). Montrons que ce sous espace est fermé (il sera donc complet par complétude
de Cb(B s F ))
Montrons que

(LB, F)) ={u € Cy(B,F) : VA, p € KA + |pu| < 1,Vz,y € B,u(Az + py) = Mu(z) + pu(y)}.
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Cela suffit car cela décrit i(L(E, F')) comme une intersection de fermé vu que u +— u(y) est une
application continue sur C,(B, F'). L’inclusion C est évidente. Réciproquement si u est continue
sur B donc en 0 et dans I'ensemble indiqué, pour = € E \ {0}, on pose ug(x) = ||x||Eu(m) et
ug(0) = 0. D’abord, si ||z|| < 1 on remarque que ug étend la précédente valeure de u sur B (en
prenant y = 0 dans la relation). De méme, ug est positivement homogéne. Donc, si (z,y) # 0, on
pose o/ =/ max(||z]l, ly11),y' = y/ masx(|[z], lyll), X' = A/(X|+|pl), i = i/ (Al +]pal) pou obtenir

par homogénéité et la relation appliquée a /', 3", ', i :
up(Az + py) = (|A + |ul) max(||2|], [[y|)u(N2" + p'y)
= (IAl+ [u]) max(| |||, [[y|)[Nu(z") + #'u(y)]
= Aup(z) + pup(y)
Donc ug est linéaire continue en 0, donc linéaire continue et u = i(ug) comme souhaité. O

Définition 17. Une application linéaire u : ' — F est une isométrie (linéaire) si :
Vo € B, |u(2)]] = llal|
Proposition 3.15. Une isométrie (linéaire) est toujours injective.

Une isométrie u : F — F identifie donc FE au sous-espace vectoriel u(E) C F avec la norme
induite.

Démonstration. Si u(x) = 0 alors 0 = ||u(z)|| = ||z|| donc par séparation = = 0. O

5 Propriétés particuliéres des evn de dimension finie.

5.1 Complétude

Comme on a vu que les espaces produits sont complet (IR", ||.||) est complet, comme vous avez
vu que toutes les normes sont équivalentes, cela implique la complétude de tout e.v.n. de dimension
finie. On donne une autre preuve qui donnera une preuve linéaire (ou d’analyse fonctionnelle) de
I’équivalence des normes.

Théoréme 3.16. Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration. C’est déja connu en dimension 1. On montre donc le résultat par récurrence sur la
dimension. On suppose donc le résultat acquis en dimension strictement inférieure a n, soit (E, ||.||)
de dimension n. Soi ¢ une forme linéaire non nulle sur F, son noyau F est de dimension (n — 1),
donc par hypothése de récurrence (F ||.||) (muni de la restriction de la norme de E) est complet. Par
conséquent F' est fermé dans E, donc ¢ est continue.

Soit e € E avec ¢(e) = 1. L’isomorphisme linéaire u : (A, f) — Ae + f de IK x F' (avec la norme
produit donc complet par la proposition 6) sur E est continue (2-lipschitzien). Son isomorphisme
réciproque est donné par :

Vo € B, u(z)=(¢(z),z — ¢(x)e).

u~ ! est donc aussi continue comme ¢. u étant lipschitzienne (car linéaire continue), si (x,,), suite de
E, est de Cauchy u(x,) l'est aussi donc converge par complétude de IK x F, d’ou z,, = v~ *(u(x,))
converge aussi par continuité de u=!. ]
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5.2 Applications linéaires

Rappel 13. On suppose E de dimension n et F' de dimension p. Soient (eq, ..., e,) une base de E et
(f1, .-, fp) une base de F. Une application linéaire u est décrite par sa matrice A = (ai;)ic1,p),je1,n]
dans ces bases. Alors, si x = Z;‘:l zje; et y =u(x) =>7_ y;f;, on rappelle que :

n
Yi = E ATy
j=1

On définit aussi la base duale (e7, ..., €} ), base de 'espace vectoriel (noté E*) des formes linéaires
sur F, caractérisée par e;f(ek) = 1si 7 =k et 0 sinon. En conséquence, pour tout z € E :

n

u(z) = Z%U(@j) = el(x)uley).

=1

Théoréme 3.17. Toute application linéaire entre evn de dimensions finies est continue (et méme
lipschitzienne).
Démonstration. En utilisant la représentation du rappel

n

U= Z u(e;)er,

i=1

il suffit de montrer que les formes linéaires e’ sont continues. Mais Ker e est un sous-espace vectoriel
de dimension finie donc complet (Théoréme [3.16), donc fermé (proposition (3.3) dans E, d’ou la
continuité voulue (proposition [3.13). La lipschitzianité vient de la proposition :3.12. O]

5.3 Equivalence des normes

Théoréme 3.18. Toutes les normes d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont équivalentes.

Démonstration. Si ||.||1, et ||.||2 sont deux normes sur E. l'application linéaire identité v = Idg vu
de (E,||.]|1) vers (E,||.]|2) est continue ainsi que son inverse «~! (théoréme [3.17)), donc elles sont C'
et 1/c-lipschitzienne respectivement (proposition [3.12). On en déduit, pour tout x € E :

[|z]]2 = [lu(z) = w(0)]]s < Cflz]s,

. . 1
[l = flu™ () = u Ol < ~llzll.,

d’ou I'équivalence souhaitée des normes. O

5.4 Compléments : Théoréme d’approximation de Weierstrass

Vous pouvez voir dans la section de compléments le corollaire pour une preuve probabiliste
basée sur la loi faible des grands nombres.

Théoréme 3.19 (d’approximation de Weierstrass). Soit K un compact de IR" les polynomes (a
coefficients réels ou méme rationnels) sont denses dans C°(K, IR).
En conséquence, (C°(K, IR),||.]|o) est séparable.
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Chapitre 4

Introduction aux espaces LP

Soit (€2, 7T, u) un espace mesuré (7 la tribu, u la mesure). On va travailler en identifiant les
fonctions si elles coincident p-presque partout. Autrement dit, on écrira f = g quand p({x: f(x) #
g(x)}) = 0; en particulier, f = 0 signifiera que f vaut 0 presque partout. Par exemple, si f est la
fonction caractéristique de @), on pourra écrire f = 0. Ainsi, dit en mots, on va en fait travailler avec
les “classes d’équivalence de fonctions a égalité p-presque partout preés". IK sera égale & IR ou C.

1 L’espace L*™(§2, u)

Définition 18. Soit f: 2 — IK une fonction mesurable. On dit que M € [0, +o0[ est une borne
essentielle de f ou que f est essentiellement bornée par M si u({z: |f(z)| > M}) = 0, autrement
dit, si f < M p-presque partout.

On définit leur ensemble :
L, T, ;1K) = {f; f : Q = K, mesurable et 3C < 0o : |f| < Cp — p.p.}
et la fonction (qui est une norme selon le lemme suivant) :

[ fllc =nf{C : | f| < Cp—p.p.} =: ess supp,eqlf(z)|.

On note aussi plus brievement L>°(€; IK) = L®(Q, u; IK) = L>*(Q, T, p; IK) et L>2(Q) = L>*°(Q; R),
siil n’y a pas de confusion possible.

FEzercice 13. (cf TD) Montrer que |f| < || f||cop-p-
Lemme 4.1. (L>®(Q, T, 11; IK), || - || ) est un espace vectoriel normé.

Démonstration. On montre qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de ’espace des classes d’équiva-
lences de fonctions mesurables. Bien str 0 est bornée donc essentiellement bornée.
Soient f,g € L>*°(Q, T, 11, IK), A € IK. Par I'exo

pw: [F@>flle}) =0, pl{w: |g@)] > lgllec}) = 0.

Or par l'inégalité triangulaire des nombres on a :|(Af + g)(w)| < |M|f(w)] + |g(w)| donc {w :
<

[f (@) < M fllec} NH{w = g(w)] < llgllec} € {w 2 [(Af + g)(w)] < [A[llf]loc 4 |lgllsc} et en passant au
complémentaire
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p{w (A +9) )] > Ml fllse + llgllec}) < pl{w : 1F @) > [Ifllsc}) + n{w = [g(w)] > [lgllc}) =0

Done, par définition, Af + g est essentiellement bornée et |[[Af + gllo < [A||flloc + [|g]]oo- On
déduit que L>°(Q; IK) est bien un espace vectoriel et 'inégalité triangulaire. En fait p({w : |f(w)| >
C}) = p({w : |Af(w)| > |A|C}) donc en comparant les infima, [|Af|lec = |A| ||f]| ce qui donne la
positive homogénéité. Enfin par définition, si ||f||. = 0 alors f = 0 presque partout donc sa classe

d’équivalence est nulle. O
Théoréme 4.2. (L*(Q, T, u; IK), || - ||oo) est un espace de Banach.

Démonstration. 1l reste & montrer la complétude : Soit f,, une suite de Cauchy de fonctions me-
surables essentiellement bornées. Montrons que que f,, converge vers f(w) = limsup,,_,., fn(w) qui
est une fonction mesurable comme limsup de fonctions mesurables et dont on va voir qu’elle est
essentiellement bornée. Donc, par I'hypothése d’avoir une suite de Cauchy, pour n > 0,e = 1/n il
existe N, tel que Vp,q > Ny, [|fp — folloo < % Par définition de la norme, on peut donc fixer A, ,,

(pour p,q > N,,) avec u(A;, ) = 0 tel que

3|

sup | fp(w) — fq(w)| <

WEAn p,q

On va intersecter tous ces ensembles (une intersection dénombrable) pour avoir p-p.p. une suite
de Cauchy. On prend donc A = Ny20 Npgon, Anpg Ona p(A°) <37 0>~y u(A5,,) =0 (vu
que A€ est une union dénombrable).

De plus pour w € A€, on a
1
n

vnavpaq > Nn? |fp(W) - fq(w)l <

donc (f,(w)) est de Cauchy dans IK donc converge. Sa limite est forcément f(w) et en passant a la
limite ¢ — oo ci dessus, pour tout w € A :

anvp > Nna |fp(w) - f(CU)| <

S

Comme p(A°) = 0 on déduit
1
‘v’n,Vp Z Nm pr - f”oo =~ g

Ceci implique || f]]oo < || fpllooF|fp— flloo done f est dans L>(€Q2, T, p; IK) et la convergence de f,, vers
f dans cet espace. Comme toute suite de Cauchy converge, on a obtenu la complétude voulue. [

2 Définitions et propriétés élémentaires des espaces LP(€), )

On définit les espaces :
LPQT, 1 IK) ={f: Q— IK mesurable |/|f|pd,u < 00},

pour p € [1,00[. Alors

171 = ([ dulrp)
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n’est pas une norme (mais une seminorme sur £°(€2, T, ) car si || f||, = 0 alors f est seulement nulle
presque partout. On considére donc I'espace des classes d’équivalences a égalité presque partout pres
de fonctions f et ’espace de Lebesgue :

Définition 19.

LP(Q, T, ;1K) = {f; f : Q — IK mesurable et/ | f|Pdu < oo},

pour p € [1,00][.
Comme pour le cas p = 0o, on on note aussi plus briévement
(O K) = LP(Q, 1, IK) = LP(Q, T, 115 K)

et LP(Q) = LP(Q;IR), si il n’y a pas de confusion possible.

Par la suite, on identifie f & f dans ce contexte, on répéte que les égalités sont des
égalités p — p.p..

Montrons que ||.||, est une norme sur LP(§2, T, u). La séparation et I'homogénéité sont maintenant
évidentes. On rappelle I'inégalité de Holder d’abord dans le cas le plus simple

Proposition 4.3. Si f, g sont mesurables, ||f|l, < +o0 et ||g|l < +00, alors fg € LP(Q, T, u; IK)
et |[fglly < 1 F1pllgllco-

Démonstration. 11 suffit de noter que, p-presque partout, on a |g(z)| < ||g]/eo, €t donc |f(x)g(z)[P <
|f(z)”]|g]|E,. En intégrant cette inégalité, on obtient bien

!\fQIIZZA\f(w)g(x)Ipdué/Q\f(x)\pl\gl\ﬁoduz 111915 -

La version générale est la suivante

Lemme 4.4 (inégalité de Holder). Sip,q € [1,00[ tels que 1/p+1/q=1/r <1, f € LP(Q, T, u; IK), g €
L, T, p; IK) alors fg € L™(U, T, p; IK) et

gl < 11 1l1gllq

Démonstration. En remplagant f, g par |f|", |g|" on se raméne au cas r = 1.

Par hypothése dans le cas r = 1, 1 < p < 00, on remarque que par concavité du logarithme, on a
pour a,b > 0 log (a?/p + b?/q) > log (a?) /p + log (b?) /q = log (ab).

Donc on obtient en exponentiant (et en vérifiant directement les cas d’annulations), 'inégalité
d’Young :

p q
Donc en intégrant, on obtient fg € L' et appliquant & Af, A > 0 :

)\pfl )\71

gl < ||f||§+7llg||3'

Comme le cas d’annulation ||f||, = 0 ou ||g||, = 0 sont évidents (car alors fg = 0 p — p.p.),
on conclut en supposant ||f||, # 0,[|g|l; # O et en prenant la valeur de A donnant le minimum

A= 1£11 gl8". O
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Une conséquence importante est 1’exercice suivant :

Exercice 14. Si p est une mesure finie pour 1 < p < ¢ < co, montrer que :
L2 T, i IK) € LYQ, T, i IK) € LA T, i K) € LHQ, T, 5 K).
On en déduit I'inégalité triangulaire :

Théoréme 4.5 (Inégalité de Minkowski). Soient p € [1,+o0] et f,g € LP(Q). Alors f + g € LP(Q)
et [[F +gllp < [Ifllp+ Nl

Démonstration. On a déja traité le cas p = +o0, et le cas p = 1 est simplement 1'inégalité triangulaire
habituelle. Supposons donc p €]1,4+00] et f,g € LP(Q).
Commengcons par montrer que ||f + g||, < +o0o. Comme z +— 2 est convexe et croissante, on a

pour tout z que
P
1
) < <‘§f(9‘7)

En intégrant cette inégalité, on obtient que

+ ‘lg(w)

(|37 + 5010 :

2 2

) < 3@+ gl

(LI +Ngli2)) -

N | —

1
— p
o f + gl <

Ceci nous prouve que || f + g||, < +o0.

Maintenant, notons ¢ = 1 I’exposant conjugué de p. Ci-dessous, on va utiliser I'inégalité de

Holder, et le fait que

1 1—1
st ap = ([ 10+l a) = ([1r+ar) "=+ al

If+gllb = /\f+9!”du
Q

Alors on a

< / (7] + 1gDIf + g7 du

/|f||f+g|p‘1dﬂ+/ \g|1f + glPdu
Q Q

< Al 11+ g, + gl 11 + g7,
(£l + llgllo) 15+ g7,
= (Il + gl f + gl

Si jamais || f + g||, = 0 on n’a rien a démontrer ; sinon, en divisant des deux cotés par ||f +g|[5~" on
obtient finalement |[f + gl[, < [[f]l, + llgll,- O

Ezercice 15. Soit f > 0 une fonction mesurable positive, alors pour p €]0, co|
[ rdn= [t pw) > o).
0
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On rappelle d’abord la version LP du théoréme de convergence dominée.

Théoréme 4.6 (Théoréme de convergence dominée LP). Soit p € [1,400[. Soit (2, 1) un espace
mesuré, et f, une suite de fonctions mesurables convergeant p-presque partout vers f, et vérifiant la
domination | f,| < g avec g € LP(Q, ). Alors, fo, f € LP(Q,n) et f, converge vers f dans LP(Q, u),
c’est a dire.

lim [|f, — f]l, = 0.

n— oo

Démonstration. On a |f, — f|? — 0 p-presque partout. De |f,| < g on déduit que f,,inLP (€, u;IK)
en passant a la limite on obtient |f| < g et donc f € LP(Q, u; IK). De plus, on a la domination :

(o = 17 < (Ul + 1) < (29)7 = 279"

et comme g € LP(), 1) et positive, on déduit que g? = |g|P est p-intégrable et sert donc de domination
pour appliquer le théoréme de convergence dominée usuelle qui donne le résultat :

fu— flI2 = / o — f1Pdpt o / 0dji = 0.

[]

Théoréme 4.7 (de Riesz-Fischer). Soit (2, 1) un espace mesuré, les espaces LP(S2, u, IK) pour p €
[1,00] sont des espaces de Banach.

Démonstration. On vient de voir que LP(2, u, IK) est un espace vectoriel normé, et méme la complé-
tude dans le cas p = oc.

Il reste le cas p < oco. En décomposant en partie réelle et imaginaire, on peut supposer et donc
on suppose IK = IR.

Pour la complétude, on utilise la proposition [3.2} Soit > u, qui est absolument convergente, il
faut montrer qu’elle converge dans LP. Soit gr, = > _; |unl, ||gk|lp < D [Junllp et |gr|P est croissante,
donc par convergence monotone converge vers g avec ||g|l, < Y [|un|l,. Donc [g|P € L' qui donne
une domination pour | Y u,|? et > u, est p.p. absolument convergente, donc a p.p. une limite et par
convergence dominée, converge donc dans L?. . O]

2.1 Reésultats de convergences
En suivant le méme raisonnement on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.8. Soient (2, T, 1) un espace mesuré, p € [1,400|, et (f,) une suite d’éléments de
LP(QY) qui converge vers f dans (LP(S2), || - ||,). Alors il existe une suite extraite (f,,) telle que (fy,)
tend vers f, u-presque partout et dans LP((2).

Démonstration. On extrait (fn,) telle que || fu, ., — fuellp < 1/2F. (c’est possible car la suite est de
Cauchy dans L? donc on prend ny, telle que || f, — fu,ll, < 1/2% pour ¢ > ny.)
Donc on pose g, = Yy | fap,s — fnel qui est une suite croissante avec

Hngp < Z ank-+l - fnka < Zl/Qk =1L
k k=1

On déduit donc en appliquant le théoréme de convergence monotone que g, a une limite g =
Y ovey | faris — fuel telle que |[|g]], < 1. On T'utilise maintenant comme condition de domination.
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Donc ), (fn.,, — fn,) est absolument convergente sur A = {w : g(w) < oo} et on a u(A°) = 0,
vu ||g||, < oco. Donc par série télescopique (f,, (w)) converge pour w € A. (et comme suite extraite
elle converge aussi dans L? mais en fait elle est dominée par |f,,| + g € L? et converge aussi par
convergence dominée). O

Proposition 4.9. Soient (2, T, 1) un espace de probabilité et f: Q — [0, +o0] une fonction mesu-
rable. Alors on a

I£llee = tim_ £l

Démonstration. Commengons par remarquer que 1’on a toujours

S =

£l = (/Q \f!”du)p < (A1 (2)7 = [l fllo -

Par conséquent, si || f||, = +o0o quand p — 400 alors ||f|le = +00. Pour voir la réciproque,
notons que pour t < || f|le fixé, 'ensemble A, = {z € Q: |f(x)| > t} est de mesure strictement
positive, par conséquent

1£llp > (1(A)7 = tu(A)7 — ¢ quand p — +oo .

Ceci montre que si || f||l« = +00 alors || f||, tend vers +o0; mais aussi que, si || f||c < +00 on a pour
tout € > 0 que pour p suffisamment grand || f|l —€ < ||fllp, < || f]lc- O

2.2 Reésultats de densité
On rappelle le résultat suivant qui se déduit de la construction de I'intégrale (cf. lemme |A.34))

Lemme 4.10. Soit (2, u,T) un espace o-fini. L’ensemble S des fonctions étagées intégrables est
dense dans tous les LP(Q, 1, T), 1 < p < co. En particulier, L* (0, u, T)NL>®(2, u, T) est dense dans
LP(Q,u, T) pour 1 < p < c0.

Lemme 4.11. Soit (2, p,T) un espace o-fini avec T = T(E) pour € une famille stable par inter-
section finie et de mesure finie pour u, et contenant une suite A, avec pu(A,) < oo et Q = U,A,.
Alors lespace vectoriel E- = Vect{14,A € £} est dense dans tous les LP(Q,u,T), 1 < p < oc0. En
particulier, si € est dénombrable, alors LP(Q, pu,T), 1 < p < oo est séparable.

En général L>(Q, u, T) n’est PAS séparable, sauf si 2 est un ensemble fini, par exemple ¢*°(IN)
n’est pas séparable (c’est un exercice plus dur de niveau M1).

Démonstration. Soit A, € € avec u(A,) < oo et Q = U,A,.

Soit M :={A €T :Vn,1lana, € ELP}. Clairement £ C M. On va montrer que M est une classe
monotone :

— QeMecarly, €F

— SiAC Bet A/ B e M,on a lpana, = 1na, — lana, par le TD 1 donc dans l'espace
vectoriel ELP.

— Si By, € M suite croissante d’'union B alors 1g_~a, — 1pna, partout par le TD 1, Or on
a domination par 14, € LP(Q,u,T) donc par convergence dominée 1p ~a, — lpna, dans

g

LP(Q2, 11, T) et donc 1pna, € E
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Le lemme de classe monotone implique M D T(€). Donc si B € T(€) est de mesure finie, on a
—LP
1pna, € B et par la méme application du théoréme de convergence dominée (par 15 cette fois) on

déduit 15 € E" Donc E” contient toute fonction étagée intégrable et le résultat précédent conclut.
La séparabilité vient de la densité de I’ensemble dénombrable Vect(Q(l 4, A€f). ]

Le support d’une fonction continue f est le fermé supp(f) = f~1({0})¢. Un fonction sur IR" est
donc a support compact quand elle est nulle en dehors d’un ensemble borné. On note C?(Q) est
I’ensemble des fonctions & support compact sur un ouvert €.

Théoréme 4.12. Soit Q C IR" un ouvert et X la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne B(§2) =
B(IR")q (tribu induite sur Q). Alors l'ensemble des fonctions continues a support compact C2()) est
dense dans LP(§2, B(Q2), A) pour 1 < p < oo, qui est séparable.

Démonstration. Par le lemme précédent avec € = {A = [[_;[a;, b:],a; < b;} Pensemble des pavés,
il suffit de voir que les 14 sont approchés par des fonctions continues & support compact pour
A =TT [ai, b;]. Par produit de fonctions (de variables différentes), cela se rameéne au cas n = 1. Soit
f=1py et fult)=1sit€a,b], fo(t)=1—max(n(t—0>),1)sit>b, fo(t)=1—max(n(a—1),1)
sit < a. Alors il est facile de voir que (f,,),>1 est une suite dans C?(£2) qui converge ponctuellement
vers f (exo). Elle est dominée par 1,1 541) qui est dans LP(Q2, B(£2),A) pour 1 < p < oo donc par
convergence dominée, || f,, — f||, = 0. Donc on peut appliquer le lemme précédent et conclure. [

3 Cas discret : espaces (*(I), p € [1,00]

Définition 20. Une famille (a;);c; de nombres réels positifs est dite sommable si

Sup{Zaj:JCI, ﬁni}<oo

jeJ
et alors on note

Zai :sup{Zaj :J C 1, fini }
iel jeJ
Tout d’abord, le résultat simple suivant rameéne au cas I dénombrable, ce que 'on supposera

souvent par la suite :

Ezercice 16. Si (a;);c; est une famille sommable, alors le support Iy = {i € I : a; # 0} est au plus
dénombrable.

Définition 21. Soit p € [1,00[. Une famille (z;);c; de nombres complexes ou réels est dite de p-
sommable si la famille (|2;|);e; est sommable. On note ¢?(I, 1K) I'ensemble des familles d’éléments
de IK p-sommable.

Un examen de la définition indique que ¢#(1,IK) = LP(I,P(I),v) avec v la mesure de comptage,
c’est donc un espace de Banach. On a aussi par définition (dans le cas positif puis le cas quelconque) :

Zai = /ady.
I

el
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On note

I2l], = (Zmrp) "

icl

L’inégalité de Holder s’écrit donc pour x € ¢9(1),y € (P(I) : avec 1/p+1/q=1,p,q €]1,00][ :

1/q 1/p
inyi < <Z |$z‘|q> <Z ’yz‘|p>
i€l iel

iel
Théoréme 4.13. (de sommation par paquets, cas positif) Soit (I\)rea une partition de I. Une famille
(a;)ier est sommable si et seulement si on a a la fois les deux propriétés suivantes :

1. pour chaque X € A, (a;);er, est sommable, disons de somme oy
2. et (o))ren est sommable.
De plus, on a [’égalité :
Su-Yn=Y(Ta).
i€l AEA AeA \i€ly
Démonstration. Par le TD1 vu 'union disjointe on écrit
1 => 1.
AEA

Par le cas positif de I'interversion série intégrale (aussi conséquence du Théoréme de Fubini-Tonelli),
on a égalité dans [0, +o0] :

Zai:/Iadl/:/IZhAadV:Z/Ilhady:Z

icl AEA A€A A€A

/IAady:Z (Z)

AEA \i€l)

Maintenant, la sommabilité correspond a la finitude des sommes rencontrées, ce qui donne 1’équiva-
lence. O]

Corollaire 4.14. Soit (a;)ic; une famille de nombres positifs, alors la formule, pour A C I :
M(A) = Z ag,
i€A
définit une mesure (positive) sur (I,P(I))

Démonstration. Par définition une somme vide est 0 donc (@) = 0 pour la o-additivité, si A =
Uxea Ay est une union disjointe (dénombrable ou non) alors le théoréme de sommation par paquet

donne :
pA) = a=3" D ai= uA),

i€EA AEA P€EA) AEA

ce qui implique la o-additivité voulue. O
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Chapitre 5

Espaces de Hilbert ; bases hilbertiennes

1 Généralités
Soit H un espace vectoriel sur IK = IR ou €

Définition 22. Un produit scalaire sur H est une application
(,):HxH-—=IK

telle que :
1. pour tout y € H, (y,.) : H — IK est linéaire
2. -SiK=RVz,y € H,(z,y) = (y,z) (symétrie)
-SiIK=CVz,y € H, (z,y) = (y,z) (symétrie hermitienne)
3. pourx € H , (z,r) € R*

4. pour x € H , (x,x) = 0 si et seulement si z = 0.
Un espace H avec un tel produit scalaire est un espace préhilbertien réel (si IK = IR) et complexe (si
K =0C).

On remarque que dans le cas complexe, (.,y) est antilinéaire, c’est-a-dire avec A le conjugué
complexe, _
Ve,y,z € HAe C, Az +z,y) = Nz, y) + (2,9).

Ezemple 15. Sur H = (*(IN, C) := L*(IN,v; C) (espace L? avec la mesure de comptage v) on a le
produit scalaire (hermitien canonique) :

iel
Dans le cas réel, la méme formule sans conjugaison complexe fonctionne.

Exemple 16. Sur H = L*(Q, u; €) avec (€, 1) un espace mesuré o-fini, on a le produit scalaire
(hermitien canonique) :

(f,q) = / F@)g(x)du(z).
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Exemple 17. Sur H = C°([a, b], €) on a le produit scalaire :

b
(19) = | Tlgla)do)
Proposition 5.1. Si H est muni d’un produit scalaire on a linégalité de Cauchy-Schwarz :

(2, y) > < (2, 2)(y, )

avec égalité si et seulement si x,y sont liés. De plus ||x|| = \/{(x,x) est une norme sur H vérifiant
[identité du parallélogramme :

Tr+y ?

2

r—y
2

? 1
H = kel + lylP).

Démonstration. On a
(x4 ty, x + ty) = ||=|* + *||y||* + 2t Re((z,y)) > 0

c’est un polynome de degré 2 qui est toujours positif ou nul, donc son discriminant A = 4 Re((x, y))2—

4||z|?||y||* < 0. En remplagant y par uy avec u = ‘g%' si (z,y) # 0 on obtient

Re((z, y)u) = [(z,y)] < [|=]]*(uy, uy) = [lz|*/lyl[*7u = [l2|[ly]]*

Le méme calcul donne pour v de module 1 la norme de

Hlyllz = ullelly I* = 2llylPllz]* — 2lal|]ly]| Re((z, uy))

qui vaut 0 si on choisit u tel que (z,y)u = |[(z,y)| et que 'on est dans le cas d’égalité de C-S, ce qui
donne la relation de dépendance linéaire cherchée ||y||z — ul|z|ly = 0. (La réciproque, c’est a dire
I’égalité en cas de dépendance linéaire, est évidente).

Pour vérifier que ’on a une norme, la positivité vient de I’axiome 3, la séparation vient du dernier
axiome, I’homogénéité vient de

Ay, Ay) = My, ) = M (g, 9)
et 'inégalité triangulaire vient d’une application de C-S :
(@ +y .z +y) =zl + [lyll* + 2Re(z, y) < [l|* + lyl* + 2llz /[yl = (] +[lyI)*.
Enfin, on a aussi la relation :
(@ —y,2—y) = |lzll* + lylI* — 2Re(z,y)

soit en faisant la somme (avec 1’égalité débutant le calcul pour 'inégalité triangulaire), on obtient
I'identité du parallélogramme. O]

\e o ) o 2 e
Remarque 14. L'identité du parallélogramme implique que || Z52]|” > 1(||z]|* + ||y|[*) avec égalité si
et seulement si x = y ce qui donne un résultat de convexité (en faite stricte car 'inégalité est stricte
six # y). (On a vu en TD que par continuité la convexité a mi point implique la convexité).
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Une autre identité importante s’établit en prenant la différence des égalités donnant la preuve de
I'identité du parallélogramme ci-dessus, c’est 1'identité de polarisation :

|z + yl? — [l — yII”

Refr,y) = 1220

On retrouve aussi e 2
_ Nz +ayl]* = flo — iyl

4

S(y, ) = Re(iy, z)
d’ou la formule de polarisation complexe :

1z + yll? = llz = yll* + illx + iyl|* — illx — iy|]”

(y,x) = 1

ou encore en bref
3

1 . :
(o) =7 ) ille+ iyl (5.1)
=0

Définition 23. Un espace pré-hilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

Théoréme 5.2. Soit (2, T, p) un espace mesuré. Alors H = L*(Q, T, u; IK) est un espace de Hilbert
sur IK avec le produit scalaire défini pour f,g € H par :

(frg) = /Qfgdu'

Démonstration. On ne traite que le cas IK = €. Si f,g € H, l'inégalité de Holder avec p = ¢ = 2
donne fg € L'(Q, T, ;1K) et donc l'intégrale définissant le produit scalaire est bien définie. On
vérifie les axiomes des produits scalaires : 1/ (f, g) est linéaire en la deuxiéme variable g par linéarité
de l'intégrale.

2/ la symétrie hermitienne vient du calcul suivant :

(ﬁ@z/ﬁ?gduzfﬂﬁdu:W:W-

3/
<ﬂﬂ=LVWw=W%€M+w[

4/ Comme on sait déja que ||.||2 la séparation de la norme implique que si || f||o = 0 alors f =0
(pu-presque partout c’est a dire) dans H = L*(Q, T, u; IK).

On a donc bien un espace pré-hilbertien, et le Théoréme de Riesz—Fischerdit que L*(Q, T, u; IK)
est complet, donc un espace de Hilbert. O

Exemple 18. ¢*(IN;C) sont des espaces de Hilbert (cf. chapitre [4] pour la complétude), mais pas
C%([a, b],C) dont la complétion est I'espace de Hilbert L?([a,b], \;©). La complétion d'un espace
préhilbertien en tant qu’e.v.n. (cf. annexe A section est toujours un espace de Hilbert.
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2 Projection sur un convexe fermé

On va généraliser 'existence de projection orthogonale sur un sous-espace d’un espace euclidien
d’abord au cas des convexes fermés et en dimension infinie.

Théoréme 5.3. Soit H un espace de Hilbert et C' C H un convexe fermé non-vide. Pour tout f € H
il existe un unique u = Po(f) € C tel que

1f = ull = ing |1 — o]l
De plus c’est ['unique vecteur u € C' vérifiant la propriété caractéristique :
VoeC, Re((f—uv—u)) <0
Enfin, Po est une application 1-lipschitzienne appelée projection sur C.

Remarque 15. Un théoréme de projection similaire sur un convexe fermé est valide dans LP(Q, T, )
pour tout 1 < p < oo (et pas seulement p = 2), mais il n’y a pas de caractérisation aussi simple de
la projection Pc (en 'absence de produit scalaire) et la projection Po est seulement uniformément

continue (et plus nécessairement Lipschitz). Mais ce résultat est beaucoup plus dur (un exercice
difficile de M1 Math).

Démonstration. On fait une preuve directe, utilisant I'identité du parallélogramme.
Soit v, € C tel que ||f —v,|| = d = inf,ec || f — ||
En appliquant l'identité & a = f — v,,b = f — v,,,, on trouve :

2 2

Up + Um
2

Up — Unm

_1 2 2 2

I~

. 2
Or par convexité “2Etn e ' donc ||f — ””*%H > d? donc
2
Up — U

1
< (U = vl P+ [ = vl P) = & 0.

On déduit donc que v, est de Cauchy, donc converge vers u et par continuité de la norme d =

1f = ull.
Soit g : v+ ||f — v||3. On peut calculer la différentielle dg(u) = Re((f — u,.)). Or si g atteint
son minimum en u, pour v € C, t € [0,1],

If —tv— (1= tullz = ||f = ull; + #]Jv — ullz — 2t Re((f —u,v —w)) > ||If —ullz

donc 2Re((f — u,t — u)) < t||v — ul|3 et la limite ¢ — 0 donne l'inégalité caractéristique. Récipro-
quement, on a en t = 1, I'inégalité qui conclut :

1f = ullz = 1If = vllz = 2Re((f —u,v —w)) = [Jv —ulf; < 0.

Pour voir I'unicité, si ui,us € C, on peut utiliser la convexité stricte sous la forme de 'identité
du parallélogramme, on a

2
+

2
U1+U2

2

Uy — U2
2

Hf_ :%(||f_u1||2+||f—u2||2):d2
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soit comme Hf — WT“?Hz > d? on déduit H%W < 0 donc uy = uy.
Par 'unicité, Py est bien définie et il ne reste qu’a voir la lipschitizianité. En appliquant la
propriété caractéristique pour fi, fo :

Re((f1 — Pc(f1), Pe(f2) — Pe(f1)))
Re((fo — Pc(f2), Po(f1) — Pe(f2)))

IA

)

0
0

IN

Y

soit en aditionnant :

Re((f1 — fo+ Pc(f2) — Po(f1), Po(f2) — Po(f1))) <0

soit en utilisant Cauchy-Schwarz :

1Pe(f2) = Pe(f)ll* < Re((fi — fo, Pe(f2) — Pe(fi)) < |11 = foll [[Pe(f2) — Pe(f)II-
O

Théoréme 5.4. Soit H un espace de Hilbert et K C H un sous espace vectoriel fermé. Pour tout
f € H, il existe un unique u = Px(f) € K tel que

1/ = ullo = inf[[f = gll2-
De plus c’est l'unique vecteur uw € K tel que
YVwe K, (v,f—u)y=0
Enfin, Pk est une application linéaire bornée appelée projection orthogonale sur K.

Démonstration. Il reste a voir la nouvelle caractérisation équivalente car celle-ci étant une relation
linéaire, elle impose la linéarité de Px (APk(f) + Pk(g) vérifie la relation pour Af + g et doit
donc étre par unicité Px(Af + ¢)). La nouvelle caractérisation est plus forte. Réciproquement, si
Re((f—u,v—u)) < 0, en prenant v = 2u et v = 0, on trouve Re((f —u,u)) = 0 donc Re((f —u,v)) <0
pour tout v dans K donc aussi pour —v par linéarité d’ou 1’égalité a 0. O

Exemple 19. Si H = L?(Q, u, R)
C={f>0pp}.

Alors Po(f) = flgs>0}. (exo0) Trouver aussi de méme la projection sur 'ensemble de f : @ — [0, 1].

3 Applications : Orthogonalité et Dualité

3.1 Orthogonalité

On peut définir dans un espace de Hilbert une notion d’orthogonal comme en dimension finie.

Définition 24. Si F' C H est un sous-espace, alors 'orthogonal de F' est

Fr={zeHVyeF (xy) =0}
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On dit que x est orthogonal a F' si x € F*. On remarque que

Ft = ({y. )" ({o})

yeF

est toujours un sous-espace fermé comme intersection de sous-espaces fermé, comme image inverse
d’un sous-espace fermé par une application linéaire continue (le produit scalaire). La proposition
suivante décrit la décomposition en somme directe orthogonale. Tout se passe comme en dimension
finie pour les sous-espaces fermés, et sinon, il faut ajouter une adhérence.

Proposition 5.5. Si F est un sous-espace de lespace de Hilbert H alors F*+ =F, et on a la somme
directe orthogonale B

H=FaoF*
et alors pp et ppr =1 — pi sont les projections associées a cette décomposition.

Ici FH+ = (F1)* est orthogonal de I'orthogonal.

Démonstration. 1. On remarque d’abord que F C F*+. En effet par définition de F* si x €
Fy € FX, (z,y) = 0 et donc comme c’est pour tout y € F* la définition du biorthogonal
donne z € F++.

2. On remarque ensuite que F*+ N F+ = {0}. En effet, si z € F++ N FL alors (x,2) = 0 donc
z = 0 (par 'axiome de séparation).

3. Montrons ensuite que ppr = 1 — pz (les projections sont bien définies car on a des sous-
espaces fermés l'espace de Hilbert H donc on peut utiliser le théoréme de projection). En
effet, si y € H la relation caractéristique de la projection othogonale dit que y — pz(y) est
orthogonal & F' donc dans F* et comme y — (y — pz(y)) = pr(y) est orthogonal & F+, on doit
avoir y — pr(y) = pp1(y) par caractérisation de la projection.

4. On en déduit la somme H = F + F* (par l'inclusion du 1 et I'intersection du 2, on sait que
cette somme doit étre directe). Le point précédent donne la relation

y=pri(y) +pr(y)

ce qui montre que tout vecteur H se décompose comme somme d’un vecteur de F' et d'un
vecteur de F+. L’énoncé sur les projections associées a la décomposition est évident a partir
de la.

5. Il reste a voir que F++ C F ce qui donne I'égalité avec le point 1. Mais si y € F++ y— Pg(y) €
F1+ par 1 et le fait fait que F** est un sous-espace vectoriel. Mais on vient de voir au 3 que
y — Pr(y) = ppi(y) € F-. Donc y — Pr(y) € FH- N F+ = {0} par le 2. donc y = Pr(y) € F,
ce qui conclut.

]

3.2 Dualité : le théoréme de représentation de Riesz
On en déduit maintenant le calcul du dual de H (voir sous-section [4] pour des rappels).

Théoréme 5.6 (théoréme de représentation de Riesz). Soit ¢ une forme linéaire continue sur un
espace de Hilbert H alors il existe un unique f € H tel que

Yo € H,p(v) = (f,v).
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De plus, on a l’expression duale pour la norme :

Lf1] = sup [{f, )]

llvfl<1

Remarque 16. (facultative) Dans le cas complexe, f +— (f,.) est une isométrie antilinéaire identifiant

H et H' (et donc identifiant linéairement H’ au conjugué H ayant la méme structure normique et de

groupe mais A\.U = \v si v — T est la bijection/identité de H — H notée - pour le caractére suggestif
de la relation & la conjugaison complexe). Dans la cas complexe on a donc H' ~ H et dans le cas
réel H ~ H.

Démonstration. Soit K = ¢~1({0}) le noyau de ¢. Si K = H alors f = 0 convient. On suppose donc

K # H. Soit donc gy ¢ K et g = % un vecteur de norme 1 et orthogonal & K. Comme ¢ est

une forme linéaire, on s’attend a ce que K et g engendrent L2, sorte de généralisation du théoréme

du rang (on va voir cela plus loin en utilisant 'orthogonalité). En effet, soit v € H, w = v — igzgg

vérifie p(w) = ¢(v) — ig;§¢(g) =0doncw € K = Kerg et v=>Ag+ w avec A = %.

On montre donc que f = ¢(g)g convient, en montrant 1’égalité sur un v quelconque en utilisant
la forme précédente :

(f.v) = 6(9)(g,v) = d(9){g. Ag + w) = d(9)A|gll3 = d(9)A = p(v).

L’égalité des normes vient de Cauchy Schwarz qui implique que > avec égalité en prenant v = f/|| f||

si f#0. O

Remarque 17. (facultative) Il n’est parfois pas judicieux d’identifier un espace de Hilbert a son
dual, notamment quand plusieurs espaces de Hilbert sont considérés et que les identifications sont
incompatibles a des relations de sous-espaces. Soit H = ¢*(IN) et K = {u € H,) _N7°|un|> < o0}
Si on considére ensemble des suites telles que L = {(un) Y., (N nz|tn|> < 00}. 1l est facile de voir
que K C H C L et que La transposé de 'inclusion K C H s’identifie & H ~ H' C K' ~ L. Il vaut
alors mieux identifier K’ & L (et pas K) en ayant une identification compatible avec les inclusions
avec H.

4 Bases Hilbertiennes

Définition 25. Soit H un espace préhilbertien. Une famille (z;);c; est dite orthogonale si pour tout
7 # j, <LCZ',.’L'j> = 0.

Si de plus ||z;|| = 1, elle est dite orthonormale.

Une base hilbertienne (ou base orthonormale) de H est une famille orthonormale (e;);c; telle que
Vect(e;,i € I) est dense dans H.

Exemple 20. e; la suite dont la seule coordonnée non-nulle est la i-éme égale & 1 donne une base
hilbertienne de ¢2(I). (par construction de ¢?(I)) Les bases hilbertiennes vont permettre d’identifier
tout espace de Hilbert a cet exemple.

4.1 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

NotonsE] tout d’abord que la projection d’un point sur un sous-espace vectoriel de dimension finie
se calcule facilement & I’aide d’une base (de préférence orthonormale) de F' :

1. Cette sous-section reprend le cours de I’an dernier de T. Blossier, M. Carrizosa et J. Melleray.
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Proposition 5.7. Soit H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie
avec (x1, ..., T,) une base de F' (non nécessairement orthonormale). Soit B; ; = (x;, x;). Alors B est
wversible et pour tout x € E, on a

n

pr(x) =Y (B™Y);ilwi, x)x;.

1,j=1

Démonstration. Pour voir que B est inversible, il suffit de montrer que les vecteurs de ces lignes
((zi,2))j=1,..n sont linéairement indépendants. Siona > - \;((x;, 2;))j=1,..» = 0,0ona O i \ixi, z;) =
0 pour tout j. En prenant une combinaison linéaire

0= Z)‘_J<Z/\_’x“x]> = || ZA_Z%IIQ,
=1 =1 i=1

donc 1, Xiz; = 0 donc comme xy, ..., T, était une base, on obtient \; = 0 pour tout ¢, ce qui donne
la liberté voulue.
Pour x € H, on a

<$k7$—2(3_1)j¢<%9§>%> = <$k>$>—2(3_1)m<%93><93k>$j> . <l“k7$>—Z(B_l)j,i<il?z‘>$>3k,j =0

donc x — Z?jzl(B_l)j,i@:i, z)x; € F+ donc par caractérisation de la projection orthogonale

n

pr(x) =Y (B™);ulw, x)a;.

,j=1
[l

Remarque 18. Voici un cas particulier important du résultat précédent. Soit E un espace de Hilbert
et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie avec (eq, ..., e,) une base orthonormale de F'. Alors

pour tout x € E, on a
n

pr(z) = Z<€¢,$>€¢~
i=1
Exemple 21. Soit H = L*(Q,T,u) et A € T, on a vu en TD que T(A) = {0, A, A°.Q}. F =
L2(2, T(A), 1) et un espace de dimension au plus 2 engendrée par e¢; = 14,5 = 14c (du moins si
A, Q ont mesures finis). Cette famille est orthogonale mais pas orthonormale. ||e;]]* = [1adp =
w(A),|lea]|* = u(A°). Supposons ces deux nombres non nuls et finis de sorte que F' a exactement
dimension 2. Alors la matrice de la proposition précédente est B = diag(u(A), p(A°)) et B~ =
diag(1/u(A),1/u(A°)), la formule de projection donne donc pour f € L*(Q, T, ) :

pr2@ (A (f) = (ﬁ/j@) 1a+ (@/cfdu) 1e. (5.2)

Rappelons que le procédé de Gram-Schmidt permet de calculer une base orthonormale d’un espace
euclidien a partir d’'une base donnée :
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Proposition 5.8 (Procédé de Gram-Schmidt). Soit E un espace euclidien et (eq, ..., e,) une base

(resp. une famille libre) de E. Pour chaque 0 < i < n, notons F; le sous-espace vectoriel Vec(ey, . . ., €;)

engendré par ey, ..., e;. Alors, la famille (¢},... el ) définie de la maniére suivante est une base or-

rn

thonormale (resp. une famille orthonormale) de E :

e = o
' el
i1
( ) ei—z<e;€,ei)e;€
e, = i T PR k=11 pour 1 <i<n
i pr s (o0 S
lei =) (el en)eil
k=1

Ezercice 17. Veérifier que les vecteurs e; = (1,1,1), e; = (1,1,—1) et e3 = (0,1, 1) forment une base
de IR*. Utiliser le procédé de Gram-Schmidt sur cette base pour obtenir une base orthonormale.

4.2 Théoréme des bases

Ezemple 22. e,(z) = exp(inz),n € 74 définit une base hilbertienne de l'espace pré-hilbertien
CY (IR, €) ensemble des fonctions continues 27 périodiques, muni du produit scalaire :

1 2
= — t)g(t)dt.
(f.9) =5 | Ta)

0

C’est la base des décompositions en série de Fourier (on montrera cela plus en détail dans la
section suivante). Le but est de décomposer de fagon similaire tout vecteur de H comme somme
d’une série en fonction d’une base.

Théoréme 5.9. Soit H un espace préhilbertien et I un ensemble dénombrable.

1. Une famille orthonormale (x;);cr est libre et vérifie l'inégalité de Bessel, pour tout x € H :
D @) < |l
iel

2. De plus une famille orthonormale (e;);cr est une base hilbertienne si et seulement si on a
[’égalité de Bessel-Parseval, pour tout x € H :

> Kwoen) ==l
iel
De plus, dans ce cas, pour tout x € H, la série suivante converge (dans H mais pas absolument)
T = Zei(ei,$).
el

3. St H est un espace de Hilbert séparable, toute famille orthonormale peut étre complétée en une
base hilbertienne dénombrable (e;)ie; de H et J : x > ({e;,x))icr €tablit alors une isométrie
surjective J : H ~ (*(I). En particulier, un espace de Hilbert est séparable si et seulement si
il a une base orthonormée dénombrable.
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Remarque 19. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit scalaire (qui
est une série absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

<yv l‘> = Z<y7 €i><€i7 33)

Démonstration. Comme [ est dénombrable, on peut supposer et on suppose I = IN.
(1) Si > Ax; =0, on calcule \; = (x;, > A\z;) = 0 donc x; est bien libre. Soit V,, = Vect(e;,i €
[0,7n]), on a déja vu la formule pour la projection orthogonale sur V;, :

n

pul(z) = Z ei(e;, x).

1=0

Donc par la propriété de contraction de p,, et 'orthogonalité

||pn (2)|* = <Z€zeu ,Ze] (ej, @ > Z|€w )P < ]]?

7=0

En passant a la limite n — oo on obtient l'inégalité de Bessel pour la somme et on trouve en
particulier ((z,e;)), N € €*(IN).

(2) Si (ei),.N est une base soit z,, € Vect(e;,i € I) convergeant vers .

De plus, pour n assez grand |||z||? — ||z,|?| < €/2 et pour tout m,

11Pm (@) = [1pm (@) || < P (@0 = 2)[ (2]l + [2]]) < {|(@n = 2)[[([za]] + [2]]) < €/2

(avec la derniére inégalité pour n assez grand) d’ou en prenant m tel que p,,(x,) = x, (car z, est
dans un certain V,,, comme combinaison linéaire finie des ¢;), on obtient

m

D e @) = [flf?

=0

<e¢

et donc la somme de la série est ||z|| d’ou I'égalité de Parseval.
Réciproquement, Si on a égalité, on a la limite

> e )P = [pal@)]P —nseo [l]l”
j=0

et ceci implique par le théoréme de Pythagore :

1pn() = 2[5 = [|2]5 = [IPa(@)][3 —noec O

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;, i € I) d’ou la propriété de densité manquante
pour obtenir une base hilbertienne.
De plus un calcul donne la formule pour z :

n

||x—Zez €, T ||2 Z |€Z7

=0 i=n+1

(3) Soit O la famille othonormale de départ. Soit K = Vect(O), on cherche une base ortho-
normale de K1 pour compléter O, il est bien séparable comme sous espace de H. Soit (Tn),cIN
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une famille dénombrable dense de K. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que
x, & Vect(xg, ..., v,-1) de sorte que (z,), N est une famille libre.

On peut donc orthonormaliser (xy, ..., T,,) et obtenir (e, ..., €,) tel que Vect(xy, ....,x,) = Vect(ey, ....

Par la construction, on remarque que l'orthonormalisation pour (zy, ..., Z,+1) on commence par les
mémes vecteurs et on obtient donc une famille orthonormale (f;), .y. Comme

Vect(x,,n € IN) = U Vect(xg, ....,x,) = UsVect(fo, ..., fn) = Vect(fn,n € IN),

ces deux ensembles sont denses et donc (f,), N est une base de K. Maintenant, O et (f,), N
forment une famille orthonormale de H et tout O est une base de K par définition de K, donc la
décomposition orthogonale x = P (x) + Pgi(x) permet d’approcher Py (x) par un élément y, €
Vect(O), Py.(x) par un élément z, € Vect(f,,n € IN) et y,, + 2, € Vect(O, f,,n € IN) tend vers z,
d’ou la densité voulue pour que {e,,n € N} = OU{f,,n € IN} forme une base de H.

Une fois 'existence d’une base, 'isométrie est évidente par le (2), et si on a une suite (\;);e; dans
(%(I), on voit que Y \;e; converge par complétude comme ci-dessus et on obtient ainsi la surjectivite.

On vient de voir (en prolongeant la famille vide) qu’un espace de Hilbert séparable a une base
dénombrable. Réciproquement, un espace de Hilbert a base dénombrable est isométrique a ¢2(IN)
pour lequel VectQ(en, n € IN} donne une famille dénombrable dense. O

4.3 Exemples de base 1 : Séries de Fourier

On va obtenir un premier exemple de base en utilisant le théoréme d’approximation de Weiers-
trass.

Exemple 23. Montrons que e, (x) = exp(inz),n € Z forme une base hilbertienne de L?([0,27],C) :

2w

(f.o)=o [ T@attyir

0

D’abord, on sait que C{(]0, 2x[, €) est dense car il contient C°(]0,27[) qui est dense par la pro-
position [A.38] Il s’agit donc presque de la complétion de 'exemple précédent.
Ensuite on vérifie I'orthonormalité :

2
(€nyEm) = i/ exp(i(m —n)t)dt = 1gm—py.
2 Jo

Enfin, il reste a voir que Vect(e,) est dense. Or, on a Vect(e,) = {P(e,e ™), P € C[X,Y]|} =
{P(cos(x),sin(x)), P € C[X,Y]}. Soit D = {(z,y) € R? 2% +y% = 1}, soit f € CF (IR, C) On définit
g: D — C par g(cos(z),sin(x)) = f(z). Il est facile de voir que g est continue sur D (utiliser tan, cot
selon le point comme carte coordonnée) donc par le théoréme d’approximation de Weierstrass m,
il existe un polynome P tel que ||P — g||loc < € donc, si Q = P(cos(.),sin(.)) € Vect(e,), on a
Q= fll2 < 1Q — flloo < ||P — gl]loo < €. D’ott la densité voulue.

C’est la base des décompositions en série de Fourier.

4.4 Exemple de base 2 : Polynéomes d’Hermite

L’exercice suivant est corrigé a 'annexe A en section [5.3] Vérifier qu'une famille est orthonormée
est toujours un exercice calculatoire.
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Exercice 18. Soit H = L*(IR, B(IR),~) 'espace de Hilbert réel des fonctlons de carrés intégrables
pour la mesure gaussienne standard définie pour un borélien B par (B f B \/ﬁ e~"*/2dz. H muni

de la norme usuelle :
6 x2/2
1112 = \/ / ——da

Ho(z) = (—1)”%%2 (%)n ()

(et donc Hy(xz) = 1). On appelle les H,, les polynomes d’Hermite.

Soit

1. Montrer que pour n > 1, H, est un polynome de la forme :

Hn(x) =

2. Montrer que (H,),>0 est une famille orthonormale de H.

Montrer le résultat de densité sous-jacent pour obtenir une base est souvent plus dur. Quand
on ne peut pas utiliser un résultat connu, on utilise souvent la méthode qui consiste & montrer que
I'orthogonale est {0} en utilisant la proposition [5.5] On va donc déduire le résultat suivant de cela
et du théoréme d’inversion de Fourier :

Théoréme 5.10. Soit v la mesure gaussienne standard sur IR. Alors la famille des polyndomes
d’Hermite (H,,)n>o est une base orthonormale de L*(IR, B(IR),~). En particulier, les polynémes sont
denses dans L*(IR, B(IR),~) qui est séparable.

Démonstration. Montrons d’abord que la série exp(—t?/2) Y07 (ﬁ H,, converge dans L*(IR, B(IR), 7).
N (it)"

On calcule la norme du terme général de la suite Sy = exp(—t?/2) Y., 5 Hn par orthonor-
malité de s (H,) :

N
1S |[5 = exp(— Z
n=0

Donc pour p > ¢ > N, [|S,41 — Syl|3 < exp(—t%) >0 (n? — N0 0. Donc S, est de Cauchy
et donc converge dans L?. Quitte & extraire on sait qu’elle converge presque partout, donc sa limite
ponctuelle sera aussi sa limite dans L?. Concluons que F}, définie par Fy(x) = exp(itz), est la limite.
I1 suffit donc de voir que pour tout x € IR :

| it n 2 N 2)n
= exp(— g ' <exp(t? —t*) =1
n!

n=0

—it)"

n!

Hy(x

Fy(z) = exp(—t*/2) Z
n=0

Ceci équivaut, vu la définition de H, a

Ft(x) eXp(t2/2 — 12/2) — el‘p(—(it _ ZL‘)2/2) _ Z (_:L't)n (%) (e_a;2/2)

n=0
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ce qui est la somme de la série de Taylor en z évaluée en a = it de f(z) = exp(—z?/2) (pour f somme
de série entiére sur € f(z + a) = Yo" % f™(z). Ceci est bien vérifié car la fonction du milieu est
analytique par composée de fonctions analytiques sur € (un polyndéme et exp sont sommes de séries
entiéres sur € donc aussi leur composée).

Conclusion : on a F; € Vect(H,,n € IN).

On montre maintenant que toute fonction f € L*(IR, B(IR),v), orthogonale a K := Vect(H,,n €
IN) est nulle. On peut supposer f réelle en prenant partie réelle et imaginaire. Si f orthogonale &
tout H, on a (f, F;) = 0 et donc

u(t) = /f(x)emp(ita: —2%/2) =0.

Or si g(z) = f(x)exp(—2%/2) g € L' (IR, \) est équivalent a f € L*(IR, B(IR), ) ce qui est le cas
car v est une mesure de probabilité et donc L*(IR, B(IR),~v) C L*(IR, B(IR),~). Donc on a §(t) = 0
et par le théoréme d’inversion de Fourier, g(z) = 0 presque partout, soit f = 0 dans L*(IR, B(IR), 7).

Bilan pour K = Vect(H,,n € N) K+ = {0} donc K = K**+ = {0}* = L*(IR, B(IR),~), d’ou1 la

densité voulue. OJ

On a utilisé le théoréme suivant (peut-étre vu en cours de probabilité, cf. annexe A section
pour la variante sur les mesures de probabilité, cf. aussi le livre de Rudin d’analyse réelle et complexe
Thm 9.11 et 9.12 pour n = 1)

Définition 26. Soit f € L'(IR", B(IR"), \) la transformée de Fourier de f est la fonction de ¢t € IR™ :

f(t) = /]Rn &0 f(2)A(dx).

Théoréme 5.11 (Théoréme d’injectivité de la transformation de Fourier). (admis) Soient deux
fonctions fi, fo € L*(IR", B(IR"),\) On suppose que pour tout t € IR" les transformées de Fourier
sont égales :

f1(t) = fo(t), vVt € IR".

Alors f1 = [z presque partout.
De plus, si f € L*(IR",\) alors fi est (égale presque partout a) une fonction continue :

1 ; :
fi(z) = ) /]R” fi(t)exp(—i(x,t))dt.

5 Une Application : Le théoréme de convergence des martin-
gales bornées dans L*(Q, T, P) (facultatif)

Dans cette section, on conclut par une application en probabilité. On prend (€2, 7, P) un espace de
probabilité. Une filtration est une suite croissante de sous-tribu (7;),>0. Un exemple de telle suite est
T, = T((Xo, ..., X,)) de la tribu engendrée par un vecteur aléatoire. On peut considérer les espaces
de Hilbert H, = L*(Q, T, P) C L*(Q, T, P). C’est un sous-espace fermé car si H, 3 X,, —m 00 X
on a vu au chapitre précédent, que quitte a extraire X,,, converge p.p. vers X et donc X est aussi
T,.-mesurable et donc est dans H,,. Par caractérisation séquentielle cela dit H,, fermé. On dispose
donc de la projection orthogonale Py, . EN probabilité, vous noterez Py, (X) = E(X|T,) et vous
interpréterez cette projection comme une espérance conditionnelle.
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Définition 27. Une suite (X,), N est une martingale dans L* (pour la filtration (7,)n>o si pour
tout m > n Py (X)) = X,.

Cette condition dit que la moyenne de la future variable X,,, conditionnellement au présent H,,, est
égale & X, (si X, est la valeur d’un gain au temps n, en moyenne on n’a rien gagné a attendre le temps
m > n). Une somme de v.a. i.i.d. dans L? d’espérance nulle est une telle martingale. Par exemple,
la somme des n premiers termes d’une suite de variables gaussiennes centrées indépendantes donne

une martingale dans L?. On va montrer un théoréme de convergence pour les martingales bornées
dans L2

Théoréme 5.12. Soit (Tp)n0.S0it (Xy), v est une martingale dans H = L*(Q, T, P) qui est une
suite bornée, c’est-a-dire, qu’il existe M > 0 telle que sup,, || X,|l2 < M. Alors X,, converge dans
L3(2, T, P) vers une variable X et X, = Py, (X).

Ce théoréme se généralise & un théoréme de convergence des martingales bornées dans LP, 1 <
p < oo. Il y a aussi une version pour les martingales L' mais il faut une hypothése technique
plus compliquée (dite d’uniforme intégrabilité). (On dit que X, est une martingale fermée quand
X, = Py, (X) comme ci-dessus).

Démonstration. On considére la décomposition orthogonale H,., = K, & H, avec Hy = Ky On
voudrait dire que L*(2, T (Up>0Tn), P) = ®n>0K, est une somme orthogonale infinie, mais comme
on n’a pas introduit la notion,on va donc faire une preuve directe.

Remarquez déja que X1 — X,, = X,,11 — Py, (X,11) € K, par la condition de martingale. Donc
par le théoréeme de Pythagore et une récurrence triviale, on obtient :

1 X115 = 11 X1 = Xal[3 + 1Xal 5 = [1 X0l 5 + Y [ X1 = Xill5:
k=0

On déduit donc de la bornitude en prenant la limite || Xo||3 + > o [| X1 — Xi|[3 < M? et donc la
série est convergente. On déduit aussi que pour p > q¢ > N

p 00
1 Xpe1 = Xl13 = D 11 Xke1 = Xell3 <) 11 X1 — Xill3 =300 0.
k=q k=N

Donc (X,,) est de Cauchy dans un espace de Hilbert donc converge vers X. Comme P, est 1-lipschitz
donc continue, on déduit en passant a la limite dans la relation X,, = Py, (X)) = moeo P, (X) = X,
m
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Annexe A

Compléments (non vus en cours)

1 Compléments facultatifs et hors programme du chapitre 1 :
Ensembles et fonctions convexes

1.1 Enveloppe convexe, cones tangents et cones normaux pour tout e.v.n.
E (Niveau L3)

Comme pour les adhérences, la stabilité par intersection garantit ’existence d’un plus petit
convexe contenant A.

Définition 28. L’enveloppe convexe d’'un ensemble A, notée Conv(A) est le plus petit convexe
contenant A.

Lemme A.1.

Conv(A) = U {i tix;, x; € A,avethi =1,t; > 0}
nelN" =1

Démonstration. Soit Conv'(A) le membre de droite. Conv),(A) = {d 1, tiz;,x; € A avec) t; =
1,t; > 0} Le cas n = 1 dans 'union est A donc A C Conv'(A). Siy; = > - tix; € Conv),(A),ys =

Z?Lzl s;zj € Conv!, (A) sont deux points quelconques, alors pour A € [0, 1]

/\y1 + (1 — /\)yg = Z /\tiZEZ‘ + Z(l - /\)Sij.
i=1 j=1

Comme > 77 Aty + 3770 (1= N)s; = A+ (1 = A) on déduit Ayy + (1 — A)ya € Convy,,,, (A). Ceci
montre que C'onv’(A) est un convexe qui contient A.

Il est facile de voir que tout ensemble convexe est stable par combinaison convexe >, t;x; avec
> t; = 1,t; > 0 par récurrence sur n et ainsi Con!,(A) C Conv(A). Si t,, = 1, les autres sont nuls et
rien n’est & montrer. En écrivant » " | t;x; = (1 — tn)(ﬁ Yoy tix;) + t,x, on a par Phypothése de
récurrence =y tw; € Conv(A) car y, := == > i = (1 —t,) /(1 =1,) = 1 (et les coefficients
sont positifs). Donc on a aussi la combinaison convexe Y\ t;x; = (1 —t,)y, + toz, € Conv(A). O

Dans IR" il ne suffit que du barycentre de n + 1 points.
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Théoréme A.2. (de Carathéodory) (admis) Si A C IR", on a

n+1

Conv(A) = {Ztixi,xi € A,avethi =1,t;> O}.
i=1
Les deux ensembles suivant seront importants pour formuler des conditions pour des problémes
de minimisation sous contrainte.

Définition 29. Le cone tangent de I’ensemble A C F e.v.n. au point a € A est

a; —a

Ty(a) :=4{b€ FE:3Ja; = a,a; € A, t; >0,t; = 0:b=lim

}

7

Le cone normal est son polaire, c¢’est a dire le cone convexe fermé :
Ny(a) :={f € E* : Vz € Ty(a), f(x) <0}.

Ezemple 24. Ty (a) est toujours fermé. Si L est un s.e.vde E a € L, Ty(a) = L et Ny(a) = L*. Si
a € Int(A), Ta(a) = E et Ng(a) = {0}.

Le résultat montrer 'accord avec la définition du cas E' = IR" dans le cas convexe (avec 'identi-
fication usuelle de E' & F comme pour tout espace de Hilbert.)

Proposition A.3. Si S est conveze et x € S, alors T,(S) est convexe et S C x + T,(S). De plus,
on a

u—x

T.(S) =1 u€ S, s>0} N(S)={f€eF :Yues, flu—zx) <0}

S

Démonstration. IRY (S — x) est convexe comme S — = donc en prenant I’adhérence, aussi I’ensemble
W = IR} (S —z) que l'on veut montrer étre Ts(x). Si on a une suite (z, — x)/t, — u € Tg(z)
comme tous les éléments sont dan W, on obtient par fermeture aussi la limite, donc Tg(x) C W.
Réciproquement, pour ¢t > 0, @, := L(u—z) + 2 = tu+ (1 — L)z € S pour n assez grand par
convexité et (z, — z)/t, =t(u—x) sit, =1/n — 0 donc t(u — x) € Ts(x) comme voulu. Les autres
relations sont alors évidentes, car S — x C Ts(x) (car s = 1) et par la définition de Ng(z) comme
polaire. O

1.2 Points selles (Niveau L2-L3)

Les points critiques a qui ne sont pas des extrema peuvent étre de différents types. L’absence
d’extrema peut étre visible sur une droite passant par a s’il y a un point d’inflexion (comme pour
x — 22 dans IR) et il peut y avoir des points critiques qui sont des maxima dans certaines directions
et des minima dans d’autres. Ces points ont un certain intérét et seront nommeés points selles.

Définition 30. Soit U CIR" et f: U >R et a e U.

1. Soient deux sous-espaces vectoriels F' et G supplémentaires IR" = F @ G (c’est a dire FNG =
{0} et R" = F'+ G) On dit que a est un point selle (resp. point selle local) de f selon la
décomposition IR" = F @ G si a est un minimum (resp. minimum local) pour la restriction
fia+r de f au sous espace affine a + F, et si a est un maximum (resp. maximum local) pour
la restriction fjo4+¢ de f au sous espace affine a + G. On parle de point selle si il existe une
telle décomposition.
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2. Si f de classe C'. Soit a un point critique de f, un sous espace vectoriel H C IR" est un plan
d’inflexion si pour toute droite A passant par a inclus dans a+ H, fja n’a pas d’extrema local
en a.

Remarque 20. La décomposition F'é G d’un point selle n’est pas forcément unique et on ne demande
rien en dehors (a + G) U (F + a), en particulier, il peut y avoir des plans d’inflexion en un point selle
(ex f(z,y) = 2*> —y* + (x — y)?, (0,0) est un point selle local dans la décomposition (IR, 0) & (0, IR)
car 2 4+ 23 a un minimum local en 0 et —y* — 3® un maximum local, de méme (0,0) est un point
selle dans la décomposition IR(1,1/2) & IR(1/2,1) mais IR(1, —1) est une droite d’inflexion)

Proposition A.4. Soit f: U — IR de classe C*
1. Si a est un point selle de f, c’est un point critique de f.

2. Si f estC? et a est un point critique de f. Si D?f(a) est non-dégénérée, ni positive ni négative,
alors a est un point selle local de f.

3. Si a est un point critique de f H est un plan d’inflexion en a de dimension dim(H) > n/2
alors a n'est pas un point selle local. De plus si f est C* pour tout h € H, D*f(a)(H, H) = 0.

Démonstration. Pour (1) on remarque qu’il suffit de montrer df (a) = 0 ce qui ne dépend pas de la
base de IR™ on peut donc supposer a point selle pour la décomposition F' = IR* x {0}, G = {0} x R"*.
Comme f restreint & a + F' & un minimum local, les k£ premiéres dérivées partielles s’annulent, les n-k
derniéres s’annulent & cause du maximum sur a + G, d’ou df (a) = 0.

La preuve de (2) nécessite quelques bases d’algébre linéaire. Pour (2), comme D?f(a) est non
dégénérée, les valeurs propres de H(f)(a) (les racines du polynéme X — det(H(f)(a) — Xid)) sont
non nulles. Comme la matrice D?f(a) n’est ni positive ni négative, il y a a la fois des valeurs propres
A positives et négatives. Soit F' I’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres u (les u € IR" tels
que H(f)(a)u = \u qui existent car si det(H(f)(a) —Xid) = 0, H(f)(a)— \id n’est pas injective donc
a un noyau) des valeurs propres \ strictement positives, et de méme G avec les négatives. D?f(a)
restreint a F' est positive donc f|,+r admet un minimum local et de méme pour G.

Pour (3), si dim(H) > n/2 et supposons par ’absurde a point selle, on a dim(F) 4+ dim(G) = n,
on a soit dim(F) > n/2, soit dim(G) > n/2, disons qu’on se trouve dans le premier cas, alors
n > dim(H+F) = dim(F)+dim(H) —dim(F N H) implique dim(FNH) > dim(F)+dim(H) —n >
n/2+4+n/2 —n =0 donc F N H # {0} une contradiction car la restriction de f a toute droite dans
a+ FNH devrait avoir un minimum local en a et un point d’inflexion & la fois. Si D?f(a)(H, H) # 0,
on a vu que cela suffit a ce que f ait un extremum local sur la droite a+1RH, vu si ¢(\) = f(a+AH),
#'(0) = D f(a) (H, H). .

Théoréme A.5. Soient A C IR" ", B C IR* des compacts convezes et K : C' = Ax B — IR continue.
Si pour tout (a,b) € C,a € IR"* b€ IR*, x — K(x,b) est convexe et y — K(a,y) est concave, alors
il existe un point de C qui soit un point selle (xq,10) selon la décomposition IR"™* x {0} & {0} x IR
autrement dit :

Vee A,ye B K(xo,y) < K(xo,y) < K(z,9)- (A.1)
De plus, est équivalente a [’égalité :

Min,eaMaxyep K (2, y) = MaxyepMinge 4 K (x,y). (A.2)
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Remarque 21. On a des Min et Maxz au lieu d’inf et sup car des fonctions continues sur des compacts
atteignent leurs bornes (cf. la preuve pour la continuité de z — Max,cp K (z,y) et de fagon similaire
de y — Max e a K (x,y).

Dans le cas ou f est bilinéaire, ce résultat s’appelle le théoréme du min-max de von Neumann. I1
a une signification en théorie des jeux. Si f donne la valeur que gagne un joueur A en position z € U
si f(x) >0 et —f(x) la valeur que gagne le joueur B (et perd le joueur A) si f(z) < 0. Si A ne peut
influencer que la direction {0} x IR et B seulement la direction IR"* x {0}. Alors un point selle est
un "équilibre de Nash" c’est-a-dire un point ot ni A ni B n’ont intérét a changer leur stratégie, car
si A change sa stratégie celle de B étant constante, étant donné que le point selle est un maximum,
A va perdre en gain, et de méme si B change sa position avec celle de A constante, le caractére de
minimum dans la direction du changement de B montre que B ne peut que perdre plus.

Démonstration. o Max,cpMin,ca K (z,y) < MingesMax,epK(x,y) est toujours vrai. Comme
pour tout z € A,y € B, Mingesa K (x,y) < K(z,y) < Maxyes K (x,y), on déduit en prenant le
max : Max,epMinge 4 K (z,y) < Max,epK(x,y) soit en prenant un Min en x :

MaXyEBMinJ:EAK(xa y) S MinxeAMaXyEBK(xv y)

. (@) = @
De plus, en considérant (zg,yo) de (A.1)), on a :
K(-T07 yO) S MinzeAK(xa yO) S MaXyeBMinxeAK(xa y)a
K(an yﬂ) 2 MaXyEBK(x(b y) 2 MinzGAMaXyEBK(x7 y)a

d’ou I'égalité compléte en rassemblant les 3 derniéres inégalités.

e g: 1 — Max,cpK(z,y) est continue.
Soit x,z, € A, x, — x, soit y, (resp t) atteignant le max pour x, (resp x) c’est a dire :
Maxyep K (2, y) = K(z,,ys). Supposons que g(z,) = K(z,,y,) ne converge pas vers g(z).
Par compacité, on peut extraire une suite telle que y4¢,) — Y. Par continuité de K :

9(Tym)) = K(Tg(n), Yomy) = K(2,Y) < K(2,t) = Maxyep K (7,y) = g(z).

Or K(zgn),t) < K(Tg(n),Ysm)) donc en passant a la limite par continuité de K, K(z,t) <
K(z,Y) < K(z,t), une contradiction.

o (A1) < (A.2) On prend zy € A réalisant le minimum c’est a dire tel que :
a = MingeaMax,ep K (z,y) = Max,ep K (20, y)

Il existe par la continuité du point précédent et par compacité. De méme, il existe yp € B
réalisant le maximum :

Mingea K (z, y9) = MaxyepMinge 4 K (z,y) = a.
Donc pour tout x € A,y € B, en utilisant (A.2)) pour ’égalité du milieu, on obtient :
K(zo,y) < MaxyepK(70,Y) = a = MinxeaK (X, y0) < K(z, ).

En prenant x = xq, y = yo, on voit « = K(xg, o), ce qui dit donc que (zq, o) est un point
selle.
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e Montrons (A.2)). Considérons, pour € > 0,
K (z,y) = K(z,y) + e|lz|[5.

Comme x — €||x||3 est strictement convexe, il en est de méme de K (.,y) pour tout y € B
(convexe plus strictement convexe donne strictement convexe).

Montrons que pour tout y, la fonction K(.,y) a un unique minimum. En effet, si x; # x5 sont
deux minima, par stricte convexité : K.((z+y)/2,vy) < Kc(x1,vy)/2+ K (22, )/2 = K(z;,y) en
contradiction avec le caractére de minimum. Donc on a un unique F(y) atteignant le minimum
de K(.,y) Par le deuxieme point (appliqué & —K (y,z)) f(y) = K(E(y),y) est continue,
donc atteint son maximum en y*. En conséquence, par la définition de f. et le choix de y*

fy") = MaxyepMingeaKe(z,y) = K (E(y*),y*) = MingeaK(z, y").
Soit € A,y € B,t €]0,1[, on a par concavité :
Ke(z,(1=t)y" +ty) =2 (1 =) Ke(z,y") + 1K (2, y) = (1 =) fe(y") + tK(z,y).

En prenant x = E((1 — t)y* + ty), on obtient f.((1 —t)y* +ty) > (1 —¢)f(y*) + tK(E((1 —
Oy +ty),y).
Vu que y* maximise f., en soustrayant et divisant par ¢, on a :

fe(y") 2 K(E((1 = t)y* +ty),y) (*).

On veut prendre t — 0, voyons que y — FE(y) est continue. Supposons ¥y, — y, et supposons
E(yn) # E(y) par compacité, on a une suite extraite yy) telle que E(ysm)) = Z # E(y).
Par continuite Ke(E(Ys(m))), Yom)) = K(Z,y) > K(E(y), v),

I'inégalité stricte venant de 1'unicité du minimum d’une fonction strictement convexe.

Or par définition K (E(v)), Yomn)) = Ke(E(Ysmn))), Yon)) donc en passant a la limite K (E(y),y) >
K.(Z,y) > K(E(y),y), une contradiction.

On a donc montré la continuité de y — E(y).

Donc en passant a la limite dans I'inégalité (x), on obtient : f.(y*) > K.(E(y*),y) et ce pour

tout y € B Par ailleurs par définition de f., fc(y ) < K (z,y*). Autrement dit (E(y*),y*) est
un point selle de K. Par I'implication (A.1)) = on déduit, vu K(z,y) < K. (z,y) <

K(z,y) + €D (avec D = Max,eal|z||3 < oo par compamte) :

Min,eaMaxyep K (2, y) < MingeaMaxyep K (z,y)
= Max,egMingea K (z,y) < eC + MaxyepMingc 4 K (2, ).

En prenant € — 0, on obtient I'inégalité qui manque pour avoir (A4.2)) pour K.

1.3 Jauge de Minkowski d’un ensemble convexe (Niveau M1)

L’un des objectifs principaux de ce chapitre est d’utiliser le théoréme de Hahn-Banach pour
séparer des convexes par des hyperplans fermés, lieu d’annulation d’une forme linéaire continue.
Pour cela, nous devons associer & un convexe une fonction (qui sera souvent une semi-norme) et que
I’on pourra utiliser comme domination dans le théoréme d’Hahn-Banach.
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Définition 31. Soit £ un IR-e.v., un convexe C' C E est dit absorbant si pour tout x € E,x € \C
pour un A > 0.

Définition 32. Soit F un IR-e.v. et C' un convexe absorbant. La jauge de Minkowski de C' est la
fonction :

pe(z) ==inf{\ > 0: Xtz € C} € [0,00)
Théoréme A.6. Soit £ un IR-e.v. et C un convexe absorbant. Alors

1. pelz +y) < polz) + pe(y).

po(tr) = tuc(z) sit > 0.

St —C = C, pc est une seminorme.

Si A=A{zr: pc(x) < 1},B = {x : puc(z) < 1} alors A C C C B sont des convezes et
KA = Up = Hc

5. Si E est un e.v.n. et 0 € Int(C) (ce qui implique C' absorbant), uc est continue et de plus

A=1Int(C),B=C.

Démonstration. Soit t = pc(x) +€ > 0, s = pc(y) + € > 0 de sorte que z/t,y/s € C. Or on peut
écrire la combinaison convexe suivante & = L2 4 2% ¢ ' et donc pc(r 4 y) < s+ t. Comme
€ > 0 est arbitraire, on déduit (1).

(2) est une conséquence directe de la définition. Si —C' = C puc(x) = pc(—z) d’ott on déduit
pe(tz) = |t|uc(z), la seule relation manquante pour (3).

Les inclusions entre A, B, C' viennent de la définition : € C' donne x/1 € C et donc puc(x) <1
et si po(z) < 1, alors /1 € C. Elles impliquent pug < pe < pa. Si pp(z) < s < t alors z/s € B
donc pe(x/s) <1 donc pue(x/t) < s/t <1 doux/t € Adonc pa(x) <t soit en passant a I'infimum
des t, pa(z) < mug(z) ce qui donne la derniére égalité de (4). A, B convexes sont semblables a la
convexité des boules en utilisant (1) et (2).

Pour (5), on remarque qu’il existe B(0,¢) C C donc pc(ex/||x|]) < 1 soit pc(z) < [|z]|/e.

De plus par l'inégalité triangulaire pc(z) < |pc(z — y)| + pe(y) et de méme en inversant x,y
donc

e (x) = pe(y)] < lpex —y)| < |lv—yll/e

donc pic est 1 /e-lipschitzienne donc continue. On déduit que A est ouvert, B fermé et donc A C
Int(C),C C B. Or, soit ¢, siz € B z(1—1/n) € C et converge vers z € C donc B C C. De méme si
x € A (1+¢€)x & C donc x € C°¢donc A° C C¢ d’ou en prenant le complémentaire Int(C) C A. O

Vous pouvez aussi en exercice essayer de montrer le résultat suivant directement.

Corollaire A.7. Soit C un conveze d’intérieur non vide d’un e.v.n., Int(C) = Int(C) et Int(C) =
C.

Démonstration. En translatant, on peut supposer 0 € Int(C),, Alors comme fic = fiiny(c) = Hg, PAr
le (5) ci-dessus, le calcul de I'intérieur/adhérence en terme de la jauge donne que ces trois ensembles
ont méme intérieur et méme adhérence. ]
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1.4 Fonctions semi-continues (Niveau M1)

En optimisation il est souvent pertinent de remplacer la coninuité par une notion stable par
suprémum comme la convexité.

Définition 33. Soit E un espace topologique f : E —| — 00, +00] est une fonction semi-continue
inférieurement (s.c.i) si 'ensemble Epi(f) est fermé dans E x IR.

Si C' C F un sous-ensemble convexe d'un R-e.v., f: C' —| — 0o, +00] est dite convexe si Epi(f)
est convexe.

Une fonction est dite fonction semi-continue supérieurement (s.c.s) (resp. concave) si -f est
s.c.i (resp. convexe).

Proposition A.8. Soit E un espace métrique.
1. f est s.c.i si et seulement si pour tout X\ € IR, f~1(] — oo, \]) est fermé.
2. f est continue ssi elle est s.c.i. et s.c.s.

3. Si f est s.c.i st et seulement si pour toute suite x, — x € E on a

f(z) < liminf f(z,).

n—0o0

4. St A>0, f,g s.c.i alors \f + g est s.c.i.
5. 81 fi,i € I sont s.c.i. alors Uenveloppe supérieure f(x) = sup,c; fi(x) est s.c.i

6. Si f est s.c.i et K compact de E alors f atteint sa borne inférieure sur K.

Ce dernier résultat est peu pratique en dimension infinie car il y a peu de compacts. C’est un
sujet vraiment de niveau M1 d’introduire les notions de topologie faible et de compacité faible qui
remédieront & ce probléme.

Démonstration. (1) Si f s.c.i, Epi(f) N (E x {\}) = {(x,\),z € f7!(] — 00, \])} est fermé comme
sa projection f~1(] — oo, A]) sur la premiére coordonnée (car la projection une bijection et méme un
homéomorphisme de Epi(f) N (E x {\}) sur f~'(] — 0o, A]) comme on peut vérifier la continuité par
caractérisation séquentielle).

Réciproquement, soit (x,, \,) € Epi(f),xn = x, Ay, = A pour (z,A) € Epi(f) ((xn, A\n)ner une
suite généralisée dans le cas ou F n’est pas un e.v.n., par exemple I '’ensemble des voisinages de
(x, \) ordonnées par I'ordre inverse de l'inclusion. Par définition d’un point de I’adhérence, pour tout
voisinage n € [ il existe un point du voisinage dans Epi(f) et on le prend comme z,,). En remplagant
An par max(\,, A), on peut supposer A, > \. On a f(x,) < A, donc pour n grand f(x,) < A+ €
donc comme f1(] — 0o, A + €]) est fermé, on déduit f(x) < A+ € pour tout € > 0 soit en passant a
I'inf sur € : (z,\) € Epi(f)

(2) f est continue ssi f~(Ja,b]) = f~(Ja,00[) N f71(] — oob|) est ouvert pour tout ab, ssi (
f7Y(Ja, |) est ouvert pour tout a) et f~!(] — oo, b[) est ouvert pour tout b et chaque relation signifie
respectivement f est s.c.i. et f est s.c.s

(3) Par caractérisation séquentielle des fermés d’un espace métrique f~!(] — oo, A]) ssi pour toute
suite x, — x avec f(z,) < A alors f(z) < A. Si f(z) < liminf, o f(z,), en passant a la liminf,
on obtient f(z) < liminf, , f(x,) < A, ce qui montre la propriété de fermeture souhaitée pour
appliquer (1). Réciproquement, soit A > liminf, ,., f(z,) donc il existe une sous-suite telle que

63



f(zn,) < A d’ou on déduit par fermeture (n’utilisant PAS E métrique) f(z) < A et comme A est
arbitraire, en prenant l'infémum sur A :
f(z) < liminf f(z,).
n—oo
(4) est facile avec (3).
(5) vient de la stabilité des fermés par intersection et de f~'(] — oo, A]) = Nierf; (] — o0, A]).
(6) Si t est la borne inférieure, les F,, = K N f~!(] — 0o, t + 1/n]) sont des fermés non-vides donc

{r e K: f(x) =c} =N, NFn # 0. (rappel : sinon K est couvert par les ouverts K — [, on a un
recouvrement fini et donc par décroissance un des F;, était vide.) ]

1.5 Minimisation et dérivée (Niveau M1)

Pour ce dernier résultat, on peut utiliser une notion plus faible de dérivée.

Définition 34. Soit F un e.v.n., U C E un ouvert, f: U —] — 00, 00| est dérivable en x au sens de
Géateaux si il existe T' € E' notée T = f/,(z) telle que
flx+th) — f(z)

Vh € E, lim =T(h).
t\0 t

En générale, on appelle dérivée directionnelle (selon h en x) Dy f(x) € [—00, +00] la limite suivante

si elle existe : flx+th) — f(z)
) T+ —Jz
Dpf(x) = 1{% t '

On obtient la condition nécessaire usuelle de minimum, améliorée pour le cas de la minimisation
sous contrainte.

Proposition A.9. Si f : E — IR admet un minimum local en v € A sur A C E.
On suppose
— soit [ est dérivable en x au sens de Gateaux et A conveze,
— soit f est dérivable en x au sens de Fréchet et A quelconque

alors — fl,(x) € Na(z).

Démonstration. Cas A quelconque. Soit z,, € A, t, > 0, t, — 0 avec (z, — x)/t, = u € Ta(x)

on a MH’;—M > 0 et tend vers fi(z)(u) = df(z)(u) > 0 (par dérivabilité au sens de Fréchet

||f(z+t”t—:)_f(m) —df (z)(u)|] = o(1) ceci pour tout u € Ts(x) donc par définition — ff(z) € Na(x).
Cas A convexe. On utilise la description de N4 dans ce cas :

Ny(z)={g€ E' :Vue A, g(u—1z) <0}

soit u € A on a par convexité z + (u — z)/n € A et par le minimum f(ﬁ(u*l"j)én)*f(x) > 0.

En prenant la dérivée directionnelle f/(z)(u — x) > 0 comme ceci est pour tout u € A on trouve

—fo(x) € Na(z).
0
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1.6 Séparation des convexes (Niveau M1)

Un élément f € E’ tel que f # 0 permet de construire un hyperplan fermé (translation de Ker(¢),
voir lemma :{z € E, f(x) = c¢}. Les deux ensembles {x € E, f(x) < c} et {x € E, f(x) > ¢}
sont des demi-espaces. On dit que deux ensembles sont séparés (par ’hyperplan) si chaque ensemble
est dans un des demi-espaces. On parle de séparation stricte si C; C {x € E, f(z) < c} et Cy C {x €
E, f(x) > d} pour d > c.

On va obtenir un résultat de séparation en utilisant un résultat abstrait de prolongement :

Théoréme A.10 (de prolongement de Hahn-Banach). (admis) Soient E un espace vectoriel, p :
E — IR une application positivement homogéne et sous-additive, ¢’est-a-dire vérifiant :
— p(tz) =tp(z)xr € E,t >0

Sotent G C E un sous-espace vectoriel et g : G — IR une application linéaire dominée par p :

Vz € G,g(z) < p(z).

Alors il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g (c’est-a-dire Vo € G, g(x) = f(z)) et
encore dominée par p, c’est-a-dire telle que

Ve € B, f(z) < p().

La version suivante du théoréeme de Hahn-Banach permet de séparer des ensembles convexes bien
choisis.

Théoréme A.11. Soient A, B deux convexes non-vides disjoints d’un e.v.n. E, ils sont séparés par
un hyperplan dans les deux cas suivants :

1. Si A est ouvert, alors il existe f € E' et ¢ € IR telle que
Vee Aiye B: f(z) <c< f(y).
2. Si A est compact et B est fermé, alors il existe f € E' et ¢ < d € IR telle que

Vee Ajye B: f(z) <c<d< f(y).

Démonstration. 1) Premier cas : B = {xg}.

On peut supposer que 0 € A pour utiliser la fonctionnelle p4 comme fonctionnelle sous-additive
et positivement homogeéne p du théoréme de Hahn Banach. Soit G = Rz et g(txg) = t.

On remarque que pa(zg) > 1 car A = Int(A) = {z : pa(z) < 1} par le théoréme et xg & A.

donc pour t>0 g(tzg) = t < tua(xe) = pa(try) et pour t < 0 g(txg) < 0 < pa(trg). Donc on
obtient la domination hypothése de Hahn-Banach :

Vz € G,g(z) < pa(z).

En appliquant le théoréme, on obtient donc f linéaire étendant g et telle que (en réutilisant la
lipshitzianité obtenue dans la preuve du théoréme (5))

Ve € E, f(z) < pa(z) < Ml[z].

Ceci implique en particulier f € E*, f(z) < 1 pour x € A et f(z) = 1 sur B. Ce qui donne la
séparation.
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Second cas : B quelconque.

On pose C'= A — B qui est convexe, ouvert (comme union UyepA —y) et 0 ¢ C. Donc d’aprés le
premier cas il existe f € E’ telle que f(z) <0 pour z =a—be€ A — B soit f(a) < f(b) pour a € A,
b € B. En passant au sup on obtient :

Supreaf(x) < Infyepf(y) :==c.

De plus, comme A ouvert on obtient A C Int({z: f(x) <c}) ={z: f(x) < c}.

2)Vérifions qu’il existe € > 0 tel que A + B(0,¢) et B + B(0,¢€) soient disjoints (ce sont aussi
des convexes ouverts comme au 1). Sinon, on trouve z,, € A+ B(0,1/n) N B + B(0,1/n) donc
Uyn € A,z € B avec |y, — xyl],|]2n — z4]| < 1/n. En extrayant par compacité une sous-suite
Yn, — Y € A on obtient 2z, — y € B, une contradiction.

Donc on peut appliquer le cas 1) a A+ B(0,¢€) et B+ B(0,¢) . On obtient f € E’ non-nulle telle
que :

Va € AVz € B(0,¢),Ybe B:  f(a)+ f(2) <a < f(b)+ f(2)

En prenant des sup sur la boule unité :
Vae AVbe B:  fla)+||flle <a < f(b)—Iflle

Comme ||f]| # 0, il suffit de prendre ¢ = o — || f||e/2 < d = a + || f]|¢/2. O

Applications

Il vient de l'application directe au cas A = {z}, B = {y} qui sont des compacts.

/

Proposition A.12 (separation des points). FE
f e E telle que f(x) # f(y).

Le deuxieme cas particulier permet de séparer un point et un espace fermé F

sépare les points de E : Pour x # y € E il existe

Proposition A.13. Si F C E un sous-espace vectoriel de Ue.v.n. E. Si x & F alors il existe f € E'
telle que f(x) =1 et F C Ker(f).
En particulier, F+ =0 ssi F est dense dans E.

La proposition précédente a des conséquences intéressantes pour comprendre l'injectivité et la
surjectivité (ou plutot la densité de I'image) des applications linéaires en dimension infinie.
On commence par un préliminaire algébrique sur 'orthogonalité dans les espaces de Banach.

Définition 35. Soit E' un e.v.n. et F' un sous-espace de E et N un sous-espace de E’. Les orthogonaux
de F' et N sont les sous-espaces fermés :

Fr={fecF f(x)=0x¢c F},
‘N :={x € E, f(x) =0Yf € N}.
Proposition A.14. Soient X,Y des e.v.n et T € L(X,Y). Alors

Ker(T" = Im(T)]* Ker(T) = *[Im(T)].
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Démonstration. En effet, y € Ker(T") ssi pour tout z € E, 0 = [T'(y)](x) = y(T(z)) ssi y €
Im(T)]L.

De méme, y € Ker(T) ssi pour tout z € E*, 0 = z[T(y)] = [T%(z)(y) ssi y € [Im(T?)]. O
Proposition A.15. Soient X,Y des ev.n et T € L(X,Y).

1. Im(T) est dense dans 'Y si et seulement si T" est injectif.

2. Si X CY, X)) =X est la fermeture normique de X dans 'Y .

Démonstration. Pour 1, T* est injectif si et seulement si Im(T)*+ = Ker(T*) = 0 (proposition |A.14)
ssi Im(T') est dense par la proposition précédente.
Pour 2, X C 1(X*) donc comme le terme de droite est fermé, I'adhérence est inclus. Récipro-

quement, soit x ¢ X par la conséquence de Hahn-Banach ci-dessus, soit f € E’ telle que f(z) = 1,
et f € X+, on déduit que z & L(X1). O

1.7 Sous-différentielle et critére de minimisation (Niveau M1-M2)

La notion de sous-différentiel est congue pour permettre d’améliorer la condition de minimisation
de la proposition quand la fonction n’est pas dérivable au sens de Gateaux, notamment dans le
cas des fonctions convexes.

Définition 36. Une fonction F' : E —] — 00, 0] est dite sous différentiable en x € E s’il existe un
sous-gradient en x : c¢’est-a-dire un f € E’ telle que :

VyeE, Fly)—F(x)= f(y— ).
L’ensemble des sous-gradients de F' en u est appelé sous-différentielle de F' et noté 0F (u).
OF (u) = . Si F n’est pas sous-différentiable en u. Par définition, 0 € 0F(u) ssi F atteint un

minimum en u sur V. 0F(u) est toujours un convexe fermé.

Ezemple 25. Pour une fonction convexe f sur [ intervalle ouvert le théoréme |1.9|montre que dg(a) D
[f;(a), fi(a)] pour a € I. Montrer qu’il y a égalité (on a identifié le dual de IR a IR).

Ezemple 26. Si g(x) = |z|, alors dg(0) = [—1,1]. Montrer de méme dg(0) = {f € E' : ||f||lz < 1}
pour g(z) = ||z||g pour E e.v.n. (on met la norme subordonnée sur £/ = L(E,IR)).

Ezemple 27. Si C convexe et I la fonction indicatrice convexe (valant 0 sur C' et +oo sur C°) alors
pour tout z € C 0l (x) = Neo(z).

Le résultat suivant résume les propriétés importantes dans le cas convexe qui vont étre déduite
du théoréme de séparation de Hahn-Banach.

Théoréme A.16. Soit F': E —] — 0o, +00| une fonction conveze.
1. Siz € Dom(F), alors
OF () ={f € E':Vh € E,D,F(x) > f(h)}.

2. Si F est finie et continue en x € E, alors OF (z) # ().

3. Si F est dérivable au sens de Gateauz en x € E elle est sous-différentiable et OF (x) = {F},(z)}.
Réciproquement si F' est finie, continue et ne posséde qu’un seul sous-gradient en x alors F
est dérivable au sens de Gateaur en x € E et OF (x) = {F/(x)}.
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4. St G est une autre fonction conveze et si v € Dom(F) N Dom(G) est un point de continuité
de F' alors
Yu € Dom(F)N Dom(G) O(F + G)(x) = OF (x) + 0G(x).

5. Si F est continue et C est un convezxe. Alors x € C est un minimum de F sur C ssi 0 €
OF (z) + Ne¢(z).

Ce dernier résultat est donc une condition nécessaire et suffisante du premier ordre pour un
minimum pour les fonctions convexes continues (la caractérisation dans le cas C? par la positivité de
la dérivée seconde explique pourquoi la convexité est un substitut de condition du second ordre).

Démonstration. (1) La proposition [1.6]indique que D, F(z) < F(z+h)—F(x) doncsi f(h) < Dy F(x)
pour tout h, par définition f € OF(z). Réciproquement si f € F(z). F(x + th) — F(z) > tf(h)
donc en divisant par ¢ et appliquant la méme proposition et passant a I'infimum on obtient I'inégalité
f(h) < DpF(x).

(2) Comme F' est convexe, Epi(F') est convexe dans F x IR, comme f est localement bornée en x
disons sur un ouvert O par ¢, Ox|e, 00[C Epi(F) de sorte que Int(Epi(F')) est un convexe non vide
qui ne contient pas (z, F'(z)). Par la premiére forme géométrique de Hahn-Banach, on sépare donc

Int(Epi(F)) et {(x, F(x))} on obtient donc f € E’,t € IR telle que
V(y,r) € Int(Epi(F)), f(y) +tr < f(z) + tF(x).

Comme r > F(y) si on n’avait ¢ > 0, on aurait ¢(F(y) — F(z)) < f(z — y) une contradiction si
on prend y = z. Donc t < 0 et si g = —f/t on obtient

V(y,r) € Int(Epi(F)),g(y —x) <r — F(x).

Or par le corollaire Epi(F) C Epi(F) = Int(Epi(F)), de sorte qu’en passant a la limite on
obtient

Y(y,r) € Epi(F), gy —x) <r— F(z).

en particulier pour » = F'(y) on obtient donc g € OF ().

(3) Si F est dérivable au sens de Gateaux, le (1) implique que f € OF(z) vérifie f(h) < fL(x)(h),
f(=h) < fi(x)(—h) d’ou égalité et OF (z) est bien un singleton.

Réciproquement, on suppose 0F(x) = {f}. La proposition s’exprime en disant que la demi-
droite (x, F(x)) + A(h, Dp.F(x)), A > 0 ne rencontre par Int(Epi(f)), qui est un convexe ouvert non
vide (par ’hypothése de continuité). Par la premiére forme géométrique du théoréme de séparation
de Hahn Banach, il existe g € E’,t € IR tels que :

Y(y,r) € Int(Epi(f)), A>0, g(y)+tr <c<g(x+ Ah)+t(F(x)+ ADyF(x))

En particulier, en prenant A — 0, on voit ¢ < 0 (cas y = z) puis r — F(y),

gly —z)/|t] < =(F(z) — F(y))

pour tout z,y € E donc g € OF (x) donc g/|t| = f

En prenant dans l'inégalité, y = x r — F(x) ,A = 1 on déduit —g(h) < tDyF(z) soit f(h) >
Dy F(z). De plus la formule du (1) donne f(h) < Dy, f(z), donc pour tout h, f(h) = Dy f(x) et par
hypothése f € E’ est donc une dérivée de Gateaux.

(4) O(F + G)(z) D OF (z) + 0G(x) vient directement de la définition.

Soit f € O(F + G)(x). On cherche g € 0F (), h € 0G(x) telles que f =g+ h.
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Par hypotheése
Vy e E, F(y)+Gy) =2 F(x) + G(x) + fy — x)

On considére les convexes de E xR, A = Epi(H) avec H = F — f — F(z)+ f(z) et B = {(y,a) :
G(x) = G(y) = a}.

Par hypothése BN A = {(z,a)a = G(z) — G(y) = H(x)} et x est un point de continuité de H
donc Int(A) est non-vide et est disjoint du graphe de H car (x, H(x) —€¢) — (=, H(z)) montrant
que (z, H(x)) n’est pas intérieur & A. Donc B et Int(A) sont disjoints, donc par la premiére forme
géométique de Hahn-Banach, on peut les séparer grace a k € E',t € IR :

V(y,r) € Int(Epi(H)),¥(z,8) € B, k(y)+rt<c<k(z)+st

Siy=zetr— H(y), s = G(x) — G(y) on obtient t(G(x) — G(y) — H(y)) > 0 ce qui implique
t < 0. Mais si t = 0, on obtient la contradiction k(y) < k(y) donc ¢t < 0.
Donc en posant —h = k/|t| et utilisant Epi(H) C Int

Vy,z € B, —h(y) + F(x)+ f(y—x) = Fy

et d’aprés le cas x = y = z on a ¢ = —h(x). Donc

i(H)) comme H convexe :

(Ep
)

| /\

—h(z) - G(x) + G(2)

VyeE, F(r)+(f-h)(y—x)—F(y) <0

Vze€ E h(z —z) < —G(z) + G(2)

Donc h € 0G(x), g = f —h € OF (z) qui donne la décomposition cherchée.
(5) est facile a partir de (4) x minimum de F' sur C équivaut a  minimum de F + I et on a
remarqué que cela équivaut a

0€0(F+Ic)(x) =0F(x)+ 0lc(x) = OF (x) + Neo(z).

2 Compléments facultatifs au chapitre 2

2.1 Preuve des théorémes de Fubini

On remarque d’abord que pendant la construction de la mesure produit (puis par symétrie entre
les variables) on a obtenu le résultat suivant. Pour C' € 71 ® Tz, on pose C,, = {y € Qs : (z,y) € C}
et Y ={x e Q:(v,y) € C}.

Lemme A.17 (sur la mesure produit). Soient (Qy, T, 1) et (o, Tz, p2) deuz espaces mesurés o-
finis. Pour tout C' € T{ ® Tz tout x € Qq,y € Qo, on a C, € T3, CY € T1. Soit v sur Ty ® Ty la mesure
produit, alors x — ps(C,) est Ti-mesurable et y — pui(CY) est Ta-mesurable et on a :

AC) = [ alCodm(@) = [ n(C)ipao)

On rappelle les théorémes avant leur preuve, qui va étre une application standard de la méthode
d’intégration en partant du cas des indicatrices traités dans le lemme précédent.
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Théoréme A.18 (Fubini-Tonelli). Soient (4,71, 1) et (g, T2, po) deux espaces mesurés o-finis.
Soit f: Oy x Qy — [0, +00] une fonction Ty @ Ta-mesurable. Alors :

1. fo:ywm f(z,y) est une fonction mesurable (sur (22, Tz) dans [0, +00] ) pour tout x € Oy, et
T r—)/ f(z,y)dua(y) est une fonction mesurable (sur (Qq,71)).
Qo
2. fY:x— f(x,y) est une fonction mesurable (sur (Q1,7T1) dans [0,4+00]) pour tout y € Qs et

y r—)/ f(z,y)dui(x) est une fonction mesurable (sur (Qa,7T3)).
Q1

3. Ona
/legzﬂx’y)d“l@“?(x’y) = /Q ( QQf@y)duz(y)) dyn () = /92 < . f(xyy)dm(:c)> dps(y) -

Démonstration. (1) et (2) On commence par montrer la mesurabilité de f,; f, en remarquant que
pour B borélien f,1(B) = {y: f(z,y) € B} = (f~'(B)). qui est dans 7 par le lemme. De méme,
(f9)y"Y(B)={x: f(z,y) € B} = (f1(B))Y est dans Ty, ce qui dit que f¥ est mesurable.

On a déja vu au lemme que pour C' € T1®75, on a vu que py(Cy) = fm lo(z, y)dus(y) est une fonc-

tion mesurable en x. Donc pour f étagée positive, on déduit la mesurabilité de z +— / fx,y)dus(y)
Qo

par linéarité, puis pour f quelconque, on prend une suite croissante tel que f, — f avec f, étagée.
Par convergence monotone, on obtient :

f(@,y)dpa(y) = lim [ fu(2,y)dps(y).
Q2 o0 JQy,
Donc on obtient la mesurabilité voulue au (1) par limite de fonctions mesurables. Le cas du (2) est
similaire.

(3) De méme, le lemme donne la formule pour f = 1, par combinaison linéaire positive, on
obtient le cas des fonctions étagées positives puis par limite croissante et TCM, on obtient le cas
général positif. O

Théoréme A.19 (Fubini). Soient (1,71, 1) et (Qa, Ta, 2) deux espaces mesurés o-finis. Soit
f: Q1 x Qo — IR une fonction intégrable. Alors :

1. fo 1y — f(z,y) est une fonction intégrable (sur Qy) pour presque tout x € €y, et = +—

f(z,y)dua(y) est une fonction intégrable (sur €y ).
Qo

2. fY . x — f(x,y) est une fonction intégrable (sur 1) pour presque tout y € o, et y —

f(z,y)dui(x) est une fonction intégrable (sur €s)
Q1

3. Ona
/le%f(x’y)d“l@”(w’y) = /Q ( QZf(fUay)duz(y)) dpn () = /92 ( . f(af,y)dm(:c)> dps(y) -

Démonstration. (1) et (2) La preuve de la mesurabilité de f,, f¥ est la méme qu’au résultat précédent.
En appliquant Fubini-Tonelli a |f|, on obtient

/leszg |fl(z,y)dp @pa(z,y) = /Q1 < o |f\($,y)du2(y)) dpi(z) = /Q2 < X |f\(x,y)du1(x)> dpia(y) < +o0.
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La finitude des intégrale implique que pour presque tout x € Q; (y € ) <f92 | f](z, y)dm(y)) <

+00 (et aussi <f92 |f|(x,y)d,u2(y)> dui(r) < 400)) ce qui est le premier résultat d’intégrabilité de
Jar Y.

On écrit f = f. — f_ la différence de la partie positive et de la partie négative, pour voir que la
mesurabilité en x grace au théoréme de Fubini-Tonelli appliqué a f,, f_ :

[, y)dps(y) = | fo(z,y)dps(y) — | [-(2,y)dua(y).
Qs Qo Qo

Vu }fm f(x,y)d,ug(y)‘ < fQQ |f1(z,y)dus(y) Vintégrabilité vient de la premiére application de
Fubini-Tonelli a | f|.
(3)La formule se déduit en faisant la différence des formules pour f, et f_. [

3 Compléments facultatifs au chapitre 3 : Complétude et sé-
parabilité

3.1 Théoréme de Tietze (niveau L3-M1)
Comme jolie application de la complétude, on va donner en exercice (corrigé), la preuve du
théoréeme [A.35) :

Ezercice 19. Extension de Tietze-Urysohn
Soit F un fermé¢ de X espace métrique. Soit £ = C(X,R) et p: E — CY(F,IR) I'application de
restriction. On va montrer que p est surjective (et un peu mieux).

1. Soit g € CY(F,IR) avec |||l < 1. Soient K; := g~ '([1/3,1]) et Ky := g~ *([-1,—1/3]). Soit :

_ ld(z, K>) — d(z, K1)
" 3d(z, Ky) +d(x, K,)’

f(z) d(z, K;) := inf{d(z,y),y € K;}.

(On comprend la valeur comme 0 si K; et Ky vides et sinon, —1/3 si K; vide, 1/3 si K,
vide). Vérifier que f € E,||f|lo < 1/3 et |[p(f) — glloc < o =2/3. (on dit que p est presque
surjective)

2. En déduire, qu’il existe F' € E, ||F||o < 1 telle que p(F') = g. (Indication : construire une
suite f, par récurrence a partir du résultat précédent)

3. Montrer que p induit une isométrie E/Ker(p) ~ CP(F,IR) (on dit que p est une surjection
métrique).

Pour la derniére question, on a utilisé :

Définition 37. Soit F' C E un sous-espace vectoriel fermé. Soit E/F 1'espace vectoriel quotient
formé des classes p(z) == v+ F,oz € E,p : E — E/F munie de la structure vectorielle usuelle
(rendant p linéaire)

Ap(x) + ply) = p(Az +y)

On munit E/F de la norme (dite norme quotient), donnant la topologie la plus forte rendant p
continue :

;= inf .
Zeall ;gF|IfC+y||
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Veérifions qu’il s’agit bien d’'une norme. Si ||p(z)|| = 0, il existe y, € F tels que ||z — y,|| — 0
donc x € F', comme F est supposé fermé, et donc P(z) = 0 par définition.

Ax)|| = inf [|A = inf ||\ =\ .
lp(Az)l| = inf [[A(z) +y|| = inf [|A(z +y)l| = [Alllp(2)]]
Enfin, comme F' est stable par somme :

lp(z+2)[ = inf [lz+o+y+pll< b flot+ull -+l +gell = llp@)] + ()]

Les quotients vérifient la propriété universelle suivante :

Proposition A.20. Siu: E — G est une application linéaire continue et F' C Ker(u) alors il existe
une unique application up : E/F — G telle que up o P = w.

Démonstration. On pose up(x + F') = u(x) qui est bien définie car F' C Ker(u), linéaire (unique) et
continue par définition de la norme quotient. O

Extension de Tietze-Urysohn (Correction)
Soit F' un fermé de X espace métrique. Soit £ = CP(X,R) et p : E — CY(F,IR) 'application de
restriction. On va montrer que p est surjective (et un peu mieux).
f( ) 1d($,K2)—d(ZL’,K1)
x)= -
3d(z, Ky) +d(z, Ky)’
1. Soit g € C°(K) avec ||g||eo < 1. Soient K; := g ([1/3,1]) et Ky := g '([—1,—1/3]). Soit :

d(z, K;) = inf{d(z,y),y € K;}.

ld(l’a Ks) — d(z, K1)
3 d(l’, KQ) + d(l’, Kl) ’

flz) = d(z, K;) == inf{d(z,y),y € K;}.

Vérifions que f € E|||flle < 1/3 et ||p(f) — glloc < o = 2/3. (on dit que p est presque
surjective)

f est continue car d(., K;) est continue et le dénominateur est non nul car K1 N Ky = ) et
d(., K;) > 0 sur K¢.

Or

1d(z Kg) + d(JZ,Kl)

f(2)] < gd(x: Ks) + d(z, -

—

/_\
=
N~—
Wl =

donc f est bornée et |f]|o < 1/3.

1 1
Ip(f) —g| = 1K1|(§ — gl + 1k | — 3 — g+ (g — 1k, — 1i,)|f — ¢

1 1
< 1K1||1K1(§ — 9l + 1K2||1K1(—§ — oo + (Ix = Ly = 1i,) (|| flloo + 1191k — 1ry — 1K) ]|o0)

et tous les termes sont inférieurs a 2/3 par définition.

2. Déduisons qu'il existe F' € E, ||F|| < 1 telle que p(F') = g. On construit construire une suite
fn par récurrence a partir du résultat précédent telle que f,, = Fy + ... + F,

2n
ZHFkHoo < 1+ +3)
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et
n+1

lp(fa) = gll < FTESE

On prend fy = Fy = f donné par 1 a partir de g. On prend F,/||p(fn-1) — g||oo donné par 1
a partir de —[p(fn_1) — gl/|lp(fa-1) — 9|/ (si le dénominateur est 0 on s’arréte et on prend
la suite constante).

Donc on a les deux inégalités

1 127
Fn oo<_ n— - OOS__
1Fulloe < lIp(fa1) = lle < 5=

et
2n+1

() + p(fa) = glle < S lIpCn 1) = glloo < 2y

La deuxiéme inégalité donne ||p(fn) — 9|00 < 32% La premiére inégalité suit par 'hypothése
de récurrence. Y F,, est donc absolument convergente dans E par complétude, donc soit
F=3%">,F,=lm f,. En passant a la limite on obtient

11
1F]loo < 5 =1
31—2/3

et [[p(F) = glloo = 0.

3. Montrons que p induit une isométrie p : E/Ker(p) ~ C°(K) (on dit que p est une surjection
métrique). Comme p est une contraction, c’est aussi le cas de p (cf cours). De plus si p(f) = ¢
en prenant F' par (2) avec ||F|| = ||g|| et p(F) =g =p(f) ona h=F — f € Ker(p) donc

1 Flle/xere) =, ot CHLF 4 Blloe < [[Flloe = lgll = P(F) oo = [[P(Hloo

d'ou [z]| < |[|p(z)| pour z € E/Ker(p).

3.2 Compléments sur la compacité et complétude (niveau L2-L3)

Définition 38. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout € > 0, X peut étre couvert
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon e.

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Zuily-Quéffelec Th I1.1 p135 ou Gourdon d’Analyse p 32) :
Proposition A.21. Un espace métrique X est compact si et seulement st il est précompact et complet.

Démonstration. L'implication, compact implique précompact vient de la définition. L’implication
compact implique complet vient de Bolzano-Weierstrass (vu qu’une suite de Cauchy ayant une sous-
suite convergente converge).

Réciproquement, on utilise aussi Bolzano-Weierstrass. On va construire une suite extraite de
Cauchy par extraction diagonale. Soit (z,,) suite de X.X est recouvert par un nombre fini de boules
B(a, 1) donc par principe des tiroirs, il existe une sous-suite (24,(n)) de (x,) contenu dans une de ces
boules B(aop, 1). Par récurrence, on obtient une suite extraite (Zgo.. o0¢,(n)) contenu dans B(a,, 1/2F)
en ayant choisi un recouvrement fini B(a,1/2?) de B(a,_1,1/2P7") et un terme de ce recouvrement
contenant une sous-suite de la suite-extraite précédente (xqﬁoo‘..oqﬁp,l(n))- On considére 'extraction
diagonale ¥, = Zgo. .06,(m). VU que ¢;(n) > n car les ¢; sont strictement croissantes, ¥(n) = ¢ o
e 0Pp(n) > Ppo...0op,_1(n) > Poo...0¢,_1(n—1)=1(n—1) donc y, = Ty est bien une suite
extraite telle que & partir du rang n, (yx)r>n extraite de (Zgo. .00, (x)) €st dans la boule B(ay,1/2").
Donc y;, est de Cauchy donc converge par complétude. O
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Théoréme A.22. (de Tychonov)Un produit [[,., X; d’espaces topologiques compacts est compact.
Comme le cas non-métrique, non-dénombrable utilise I’axiome du choix sous la forme du lemme
de Zorn, on reverra cela plus loin.

Ezercice 20. Si I dénombrable, X; métriques, montrer que [],., X; est un esapce métrique compact.
(Indication utiliser le résultat précédent.)

3.3 Complément sur I’Espace dual (niveau début de M1)

Définition 39. L’espace E' := L(FE,IK) des formes linéaires continues sur un e.v.n. £ est munie de
la norme d’opérateur

1fller = sup |f(2)].

zE€E,||z||<1

On a vu dans la section précédente que c’est toujours un espace de Banach. Il sera trés utile
dans ce cours pour étudier E lui-méme.

Le résultat suivant, conséquence de Hahn-Banach permet de décrire réciproquement la norme de
E en terme de celle de E’ (cela ressemble a la définition de || f||z mais c¢’est un théoréme difficile!
que l'on exploitera pour relier E au dual du dual dans la section suivante) :

Proposition A.23. Soit (E,||.||g) un e.v.n., alors

x||p = sup f(r)l=  max f(x)].
lells = swp 17l = mas 1)

Démonstration. Par définition, on a

sup  [f(e)] < sup ||fllellzlle = [lz]e
JeB |1fl] <1 JeB |If||p <1

Inversement, on applique le Théoréme de Hahn-Banach a G = IRx en posant g(tz) = t||z||g
de sorte que g(tz)|| < ||[tz||g. Donc, il existe f € E' tel que f(z) = g(z) = ||z||r et f(y) < |ly|le
c’est-a-dire ||f||p < 1. En particulier, le sup est atteint en f et est donc un maximum. ]

On rappelle deux exemples d’espaces classiques.

Ezemple 28. ¢o(I) est 'ensemble des suites (z;);e; qui tendent vers 0 dans le sens ot si € > 0, il existe

une partie F finie telle que |z;| < € pour tout i ¢ F. On munit ¢y() de la norme sup :

||2]|oo = sup |z;] < 0.
i€l

0°°(I) est ensemble des suites bornée (x;);c; avec la méme norme ||z||so-

Ezemple 29. (*(I) est 'ensemble des suites (z;);c; sommables, tel qu'il existe une constante C, tel
que pour toute partie F' finie telle que >, . |z;] < C. On munit ¢'(I) de la norme :

l|lz]|s = supz || =: Z |z;| < oo.
F ier icl

On étudiera la dualité des espaces LP dans un chapitre ultérieur. Le résultat suivant donne un
exemple de calcul de dual :
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Proposition A.24. Le dual de co(I) est isométrique a
() > (eo(1))'-
Démonstration. On définit T : ¢*(I) — (co(I)) par :

T((u:))[(vi)] = Zuz%
Bien stir, on a I'inégalité montrant que 7" est bien défini et contractant :
() [ < > sl foi] < Jlelloo D T
iel icl

Montrons que T est isométrique. Comme les suites a support fini sont denses dans ¢'(I) il suffit

de montrer 'égalité dans ce cas, et cela vient en posant (v;) = 1{1,#0}% € co(I) si (u;) & support fini

de T'((u;))(v;) = ||(u;)||pr. Done comme ||(v;)||e, < 1 on a I'inégalité manquante :
T (i)l oy = H(wi)ller-

Montrons que T est surjectif. Soit f € (co(1))" et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(e;), montrons que (u;) € (*(IN). Or par I'isométrie
(uilier)ller < 11T ((wilicr)) oy = IT((w) 0 vellieoy = I1f o velley < (11l

car vp((x;)) = (L;epx;) est une contraction sur ¢y pour F' fini (et par le calcul & support fini qui suit
qui implique f ovp = T'((u;)) o vr). Donc pour tout F fini :
DLl <1 fleeor
i€F
ce qui donne la sommabilité u € ¢*(T).
Montrons enfin que f = T'((u;)).

En effet, si v est & support fini, f(v) = T((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés sont
continus en v et que (par définition) les suites a support fini sont denses dans c(/), on obtient

f=T((u)). .

Un autre résultat de base permet d’associer a une application continue v : £ — F une application
(dite transposée ou adjoint) entre les duaux u' : F/ — FE'.

Proposition A.25. Siu : E — F est une application linéaire continue u'(f) = f o u définie une
application linéaire continue ut : F' — E' et on a

[ f]] = 1l full]

Démonstration. Par composition, si f € F’, u linéaire continue, f o u est linéaire continue donc
appartient a E’. La linéarité en f est évidente. de plus ||u*(f)(2)|| < ||f]#|I|u|||||z]|z donc

[l (Nllz < e[ ful]]-

Ceci donne |||u[[| < [[[ul].
Réciproquement on utilise la proposition précédente pour obtenir :

lu(@)[|r = sup [(u'(f)(@)] < sup ||[(u"(Nlellzlle < [[[u][]|2]|5-
[l pr <1 £ pr <1

Ceci donne par définition de la norme subordonnée, 'autre inégalité : |||ul|| < ||u!|]].
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3.4 Bidual, Complété (niveau début de M1)
Le dual du dual E” = (E’) est appelé bidual de E.

Définition 40. L’application J : E — E” qui envoie J(z)(f) = f(z) pour f € E’ est appelée
injection canonique de E dans E".

Proposition A.26. L’injection canonique J : E — E" est une isométrie (c’est pour cela que c’est
une injection,).

Démonstration. En appliquant la définition de la norme du dual puis la conséquence de Hahn-Banach
de la section précédente (proposition [A.23]), on obtient :

(@)l = sup [J(z)(f)| = sup [f(z)]=]|z]|e.

£ <1 £l s <1

On donne un exemple :

Proposition A.27.
(co(I))" = (C1(I)) = €(1).
Démonstration. On définit T : ¢>°(I) — (¢*(I))’ par :

T((u))[(vi)] = Z UV

Bien siir, on a 'inégalité montrant que 7" est bien défini et contractant :

T ()@l < Yl Joi] < lelloe Y Jusl-

iel i€l

Montrons que T est surjectif. Soit f € (¢'(I)) et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(e;), alors |u;| < ||f||e donc (u;) € €°(I), montrons que f = T((u;)).

En effet, si v est a support fini, f(v) = T((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés sont
continus en v et que (par définition) les suites a support fini sont denses dans ¢!(I), on obtient
f = T((w:).

Montrons que 7" est isométrique. Mais ||T'(u;)|| > |T'(u;)(e;)| = |ui| done ||T'(u;)|| > ||(ws)]]eso(ry
et on obtient donc I'égalité.

O]

Définition 41. L’adhérence E := (E)E E dans E” est appelée complété de E.

Comme c’est un espace fermé d’un espace complet, c’est un espace de Banach muni d’une injection
i: E — E (quiestidsi F est déja n espace de Banach). Il est caractérisé par la propriété universelle
suivante. Contrairement a la compacité qui est dure a trouver en dimension infinie, la complétude
est simple grace a cette construction, car il suffit de passer au complété (mais, dans des espaces de
fonctions, il faut travailler pour décrire plus explicitement ce complété, comme espace de fonctions
concrétes).

Proposition A.28. Soit F' un espace de Banach et u: E — F une application linéaire continue, il
existe une unique extension u : E — F telle que woi = u. De plus, on a |||u||| = |||u]|].
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Démonstration. pour 'existence on considére (u')' : E” — F” et on regarde sa restriction @ a E.
Sur F, u coincide avec u donc est a valeur dans F'. Par densité de F, | existe une suite u,, — u € E
et donc ﬂ(E) C F. Or comme F est complet il est fermé dans son bidual donc F' = F. Cela donne
Dexistence. L'unicité vient de la densité de E dans E. Par la construction on a [||a]|| < |||u|||. L’autre
inégalité vient par densité. 0

3.5 Théoréme d’approximation de Weierstrass (niveau L3-M1)

Théoréme A.29 (de Bernstein). Soit f : [0,1]" — €' continue et définissons le polynéme de Bern-
stein :

By (f)(@1, o 2 }: §:<jh Ok f( 7Ux?u.—ng*h“w§«1—ﬁugN*%
k1=0 kn=0
Alors By (f) converge uniformément sur [0, 1]™ vers f

Démonstration. On interpréte de fagon probabiliste By (f). Soit 2 = {0,1}¥" avec la mesure de
probabilité
Pwy =iy, ey Wp = ip) = 21 (1 = 2)) VM ke (1 — 2, )N Fn

avec k; le nombre de 1 parmi iy(—1)11, ..., ins. Onnote Sy (w) = “FFen S (w) = WN(’“I)*J?”'JFMN" S =
(St ..y Sn) qui sont des variables de loi binomiales indépendantes du point de vue probabiliste. Alors
[dPf(S1,....Sn) = Bn(f) (21, ..., z), donc si w(h) = sup{|f(z) — f(y)| : |& — y| < h} est le module

d’uniforme continuité de f, on a :

[f (@, ) = By () (@1, o mn)| < f (21,00 20) = F(9)[1 < w(0) + 2[[flloc P (I(21, 0 20) = S| = 0)

Or par union disjointe et I'inégalité de Markov :

2
P(|(x1,....x )m>5<2puzspagz m Si[)
=1 i=1
. x;(1—x;

Or un calcul simple donne E(|z; — S;|?) = Var(S;) = (N ) < 4~ donc

. : 20| f]oo

lim sup sup |f(z1,...,xn) — By(f)(z1, ...y )| < limsupw(d) + —35— = w(d) =50 0.

N—oco  (z1,...,xn)€[0,1]" N—o0 4N§?

]

Corollaire A.30 (Théoréme d’approximation de Weierstrass). Soit K un compact de IR" les poly-
noémes (a coefficients complexes) sont denses dans C°(K, €). En conséquence, C°(K, €) est séparable.

Démonstration. Comme K est fermé borné, K C [—N, N|" et par le théoréme de Tietze , f
continue sur K se prolonge en une fonction continue sur [-N, N|", il suffit donc du cas K = [-N, N|*
que 'on obtient par translation et dilatation (qui conservent les polynémes) du résultat précédent.
Comme Q[i] :=Q + 4) est dense dans €, on voit facilement que les polyndémes a coefficients dans Q|i]
sont aussi denses, et forment un ensemble dénombrable, comme union dénombrable des polynomes
de degré au plus m en chaque Varlable (c’est plus simple & décrire qu’en terme de degré total) qui
s’écrivent sous la forme Z“r_ﬂn:o Nzl xi et qui s'identifient donc au produit Q[i]™" ~Q*™", qui

est dénombrable comme produit fini d’ensembles dénombrables. O
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Remarque 22. Plus généralement, le théoréme de Stone Weierstrass indique que toute sous-algébre A
(stable par conjugaison complexe) de C°(K, ) avec K compact qui contient les fonctions constantes
et sépare les points (au sens pour = # y il existe P € A avec P(x) # P(y)) est dense pour la norme

uniforme :A = C°(K, C).

3.6 Un résultat de compacité : le Théoréme d’Ascoli (niveau L3 Math)

Les compacts sont difficiles a trouver en dimension infinie, et la moitié viennent (ou sont des
variantes) du résultat suivant (I’autre moitié sont des conséquences du Théoréme de Tychonov), que
I'on va déduire de la relation entre complétude et compacité.

Remarque 23. Soit (Y, d) un espace métrique borné, d, € (CY(Y,R)),d,(z) = d(y,z) la distance a
y. ||dy — d.|| = sup,ey |d(y,z) — d(z,x)| = d(y, z) (car < par I'inégalité triangulaire inverse et > en
prenant z =y ou x = 2) Donc d : Y — CP(Y,IR) est une isométrie.

Définition 42. Soient X, Y des espaces métriques, une partie F' C C°(X,Y) est équicontinue si pour
tout € > 0, il existe 0 = d(¢) > 0, tel que Va,y € X,Vf € F,si d(z,y) < § alors d(f(x), f(y)) <e.

Par exemple une famille d’application K-lipschitziennes (comme une famille de la boule unité
fermé de rayon K des applications linéaires continues entre espaces de Banach) forme une famille
équicontinue.

Théoréme A.31 (d’Ascoli). Soient X,Y des espaces métriques compacts, si une partie F' est équi-
continue alors F' est compacte (pour la topologie de la convergence uniforme donnée par la distance

d(f,9) = supex d(f(2), 9(x))).

Ezercice 21. Montrer la réciproque facile.

Démonstration. Comme Y compact il est complet borné donc d : Y — CP (Y, IR) est une isométrie et
d(Y) est complet donc fermé. Elle induit une isométrie de C°(X,Y) — C%( X, CY(Y,IR)) qui est un
espace de Banach. Les équations f(x) € d(Y'),z € X montrent que l'image de I'isométrie est fermé
(comme intersection de fermés Nyexev, H(d(Y)), ev,(f) = f(z)) donc complet. Donc C°(X,Y) est
aussi complet (on aurait aussi pu reprendre la preuve du cas Y Banach) et F aussi.

Il reste & voir que F est précompact. Or en recouvrant F' par des boules de rayon ¢/2, F est
recouvert par les boules de méme centre et rayon ¢, donc il suffit de voir F' précompact. Soit € > 0,
on fixe d(€) > 0 donné par I'équicontinuité et R les centres d'un recouvrement de X par des boules
de rayons (€) donné par sa précompacité.

Remarquons que si d(f(r), g(r)) < € pour tout r € R, en prenant r avec d(z,r) < d(¢), on a par
I’équicontinuité et 1'inégalité triangulaire :

d(f(x), 9(x)) <d(f(x), f(r)) +d(f(r),g(r)) +d(g(r),g(x)) < 3e = d(f,g) < 3e.

Soit enfin S les centres des boules de rayon €/2 recouvrant Y. Nous allons indicer les boules d’un 4e
recouvrement par les applications S de R vers S en nombre fini. Pour ¢ € S¥, soit

Fy={f € FVreRdo(r),f(r) <e/2}

Si f,g € Fy alors l'inégalité triangulaire donne, d(g(r), f(r)) < e pour tout r donc d(f, g) < 3¢ et si
F, est non-vide il est inclus dans B(by, 4¢).

Enfin, il suffit donc de voir que F' C UgegrFy. Or chaque valeur possible de f(r) est a distance
inférieure & €/2 d'un s = ¢(r) € S pour un certain ¢, ce qui conclut. ]
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Théoréme A.32 (d’Ascoli). Soient X un espace métrique compact et £ un e.v.n. de dimension
finie, si une partie F est équicontinue et bornée de C°(X, E) alors F est compacte (pour la topologie
de la convergence uniforme donnée par la norme ||.||s ).

Démonstration. Si M = sup{||f|lec, f € F'}, F C C°(X, Br(0, M)) et Y = Br(0, M) est fermé borné

donc compact comme E est de dimension finie. Le théoréme précédent conclut. O

4 Compléments facultatifs au chapitre 4 : Espaces L”

4.1 Formule alternative de la norme (niveau L3)

On va en déduire I'expression alternative suivante dont I'inégalité triangulaire se déduit facilement.
Cette méthode a 'avantage d’étre utile pour le calcul du dual.

Proposition A.33. Soit p o-finie, p € [1,00], q tel que 1/p+1/q =1 le coefficient conjugué, alors
pour tout g mesurable

gllg = Sup{‘/fgdu‘ A fllp <1 fge LN p), f e LN Q1) N L2(Q, 1)}
PROOF :

Soit A,, croissant telle que UA,, = €2, u(A,,) < oo. On commence par le cas g € L4(Q, p).
Par Holder, fg € L' donc l'intégrale est définie (avec la condition ||f]|, < 1 seule) et

| [ fodul <11fslls < 11f1l sl

d’ott ||g||4 est plus grand que le sup de I'énoncé. Mais, pour p €]1, 00|, si on prend f = glg|?=2/]|g||d~"

on a [f[P = [g[P@V/||g|[5“™" = |g|*/||g]|2 car p(q — 1) = gp(1 — 1/q) = ¢, donc f € L? et ||f||2 =
E(fIP) = llgll¢/llglls = 1. Donc [[f1a, |2 < [|f][2 < 1 donc comme LP(A,, u) € L'(Ap,p) car
w(A,) <ocona fla, € L'(2, 1) et donc

gn,m(f) 1{f1An7$0} |§1 ‘mm( ) ‘f]‘Anl) € Loo(Qa/L) N Ll(Qa :u)

d’otl le sup est supérieur a

‘/gn,m(f)gdu‘ — 'm0 ‘/flAngdu' — oo ‘/fgdu‘

(par convergence dominée par |gnm (f)g| < |fgl) et le sup est supérieur a | [ fgdu| = [ |g|dp/||g] =t
|g]]4- On déduit donc I'égalité énoncée.

Si IS < 1fg € LNQ ), f € LHQ, ) N L2 (Q, p)} et
A = {z : |g(x)| > C}. Supposons par I'absurde que pu(A) > 0 soit B C A avec u(B) €]0,00].
Alors f = 1155 est dans L' et |[f[[; = 1 (et borné par 1/u(B) donc dans L>) mais [ fodu| =
/ 13% > (' en contradiction avec le choix de C' donc u(A) = 0 ce qui implique ||g||o < C ce qui
donne le résultat en prenant l'inf des C.

Si p = 00,q = 1, il suffit de prendre [ = 97,50'9' € L=(Q) et fla, € L=(Q)N LY(Q) de sorte que
fla,9 = |f|1a, et la norme ||f14,|lc < 1. Donc le supremum, est supérieur a [ |f|1a,du — [|f]1
par convergence monotone.
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Si on ne suppose plus g € L(Q, 1) mais |lglly = oo Soit alors gom = Loy min(m, gL, €
L%, 1) on obtient f,,,x € L' N L™ de norme < 1 dans L? tel que

[ fransom] 51es lgnanll
Comme on a l'inégalité par Holder,
|/fn,m,k(9n,m = gla)| < [ fnmsllpll(gnm = g1a)llg <N (gnm = 91a)llg =mo0 O
par convergence monotone car | min(|g|,m) — |g||? décroit vers 0, on trouve une suite my, tel que
[ framsga,] =i lloLa
(fini ou infini). Enfin comme par convergence monotone ||gla, ||, — ||gll4, on trouve une suite
[ fuvomisgia] i llgl = 0

Comme || frpmpklally <1, et fuomprla, € LY N L® et fo, m,x9la, € L' cela donne la solution :

sup{‘/fgdu Ifllp <1, fg € LYQ), f €€ L' N L™} = 0o = ||g]l,-

Ezemple 30. Dans le cas ou p est la mesure de comptage sur [ (o-finie si I dénombrable), p(A) =
Card(A), on obtient I'espace ¢P(I,1K) des suites indicées par I de puissance p sommable, i.e. telles

que
Z |z; P < 00
icl

pour p € [1,00[ et I'ensemble des suites bornées, c’est-a-dire telles que
||z]]oo = sup |z;| < 00
iel

pour p = oo.

4.2 Premiers résultats de densité (niveau M1)

On rappelle qu'une fonction étagée intégrable sur (€2, u, 7) est une combinaison linéaire (finie)
de fonctions indicatrices 14 avec p(A) < oco.

Lemme A.34. Soit (Q, 1, T) un espace o-fini. L’ensemble S des fonctions étagées intégrables est
dense dans tous les LP(Q, 1, T), 1 < p < co. En particulier, L*(, u, T)NL>®(2, u, T) est dense dans
LP(Q,u, T) pour 1 < p < 0.

Démonstration. Cela vient de la construction de l'intégrale, et du fait que les fonctions étagées
sont dans L*(, u, T) N L>°(2, i, T), mais rappelons une preuve. En décomposant en parties réelle
et imaginaire puis parties positive et négative, on se raméne a approcher f € LP avec f > 0. Si
Q=UA,u(A,) <oo,onallfla, — f|l, = 0 par convergence dominée, donc on prend h = fly, .
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On prend
L L
hn(z) = kz_% 271[2%,%[@(37)) = kz_% on 1k ﬂ[)(fﬂ) < h(z)
Comme h mesurable, il est facile de voir que h € S,

1
[[h = hnllp < |[h1n@)son |y + ||1h(a:)gzn1Am||p2—n

et le premier terme tend vers 0 par convergence dominée (par |h|?), le second car u(A,,)"? < oc.
Donc h puis f sont dans ’adhérence.

[]

Pour obtenir un résultat de densité des fonctions continues, on a besoin d’un résultat de continuité
sur un grand ensemble pour les fonctions mesurables. On a besoin d’une compatibilité entre théorie
de la mesure et topologie qui fait l'objet de la définition suivante. L’essentiel est que la mesure de
Lebesgue sur IR" est un exemple de mesure de Radon, ainsi que toutes les mesures a densité par
rapport a la mesure de Lebesgue (et aussi les mesures discrétes).

Définition 43. Une mesure de Radon positive sur X localement compact est une mesure positive
définie sur une tribu 7 contenant la tribu borélienne B et telle que :

1. u(K) < oo pour K compact (on parle de mesure de Borel).

2. p est extérieurement réguliére au sens ot pour tout £ € T, on a :
u(E) =inf{u(V)|E C V, V ouvert }
3. p vérifie pour tout E ouvert et £ € T avec p(FE) < 0o, on a :
pu(E) =sup{u(K)|EF D K, K compact }
4. T est compléte pour pausensousi F €T, AC Eet u(E)=0alors A€ T.

On va utiliser deux lemmes topologiques (en fait reliés) :

Théoréme A.35 (de prolongement de Tietze). (exo en sectz’on@ Soit X un espace métrique, F un
fermé de X et f : F' — IR une fonction continue bornée par C', alors il existe une fonction g : X — IR
bornée par C et prolongeant f.

On rappelle qu'un espace topologique est dit localement compact si tout point a un voisinage
(d’adhérence) compact. [Rmq : pour nous, un voisinage d’un point n’est pas forcément ouvert, c’est
seulement un ensemble contenant un ouvert contenant le point| Par exemple c’est le cas de X = IR"!

Lemme A.36 (d’Urysohn). Si X est un espace métrique localement compact, V' un ouvert contenant
un compact K, alors il existe f continue a support compact tel que 1 < f < 1y.

Démonstration. Pour tout x € K, soit U, voisinage ouvert d’adhérence compact inclus dans V' (pour
voir que I’adhérence peut étre inclus dans V' il suffit d’intersecter le voisinage avec {y : d(y, V°) > ¢/2}
pour € = d(z,V*)). On recouvre K par un nombre fini de U,, K C U := U, U,, et U = U"_,U,, est
compact et on trouve un ouvert d’adhérence compact W, V> W D U et on pose F = W¢U K. On
définit g : FF — IR par g = 1. Si ¢, € F, x, — x € K nécessairement pour n grand z,, € U donc
z, € K donc g(x,) = g(x) = 1. De méme si z € W¢, pour n grand, z,, € (U)¢, donc x,, € W€ et
g(x,) = g(x) = 0. Donc g est continue sur F et s’étend en une fonction f : X — IR continue par le
théoréme précédent et en centrant on a méme, 0 < f <1 (|f — 1/2| < 1/2). Donc le support de f

est dans W compact et 1x < f < 1y < 1y ce qui conclut. O
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Théoréme A.37 (de Lusin). Soit X un espace métrique localement compact. u une mesure de Radon
positive. Soit f une fonction complexe mesurable sur X s’annulant en dehors de A avec pu(A) < oo.
Alors, pour tout € > 0, il existe g continue & support compact avec sup,cx |g(x)| < sup,cx |f(x)| et
telle que :

p{x: f(r) # g(r)}) < e

Démonstration. Cas A compact, 0 < f < 1. On pose

on

k
Fule) = 3 o1 s (F(@)) < fua(a) < f(2).
k=0
n+1
Remarquons que t, := fui1(z) = fu(z) = 557 Yy Lzey 2iee (7)) = garrla,, (fo1 = 0) avec
T, C A de sorte que :
fl@) =" ta(2).
n=-—1

Comme dans la preuve du lemme d’Urysohn, il existe un ouvert A C V avec V compact, puis par
régularité extérieure, on trouve V,, ouvert avecT,, C V,, C V et enfin par intérieure régularité sur les
ensembles de mesures finies K,, C T, avec u(V,, — K,,) < 27" ?¢. Par le lemme d’Urysohn, on trouve
h,, continue & support compact avec 1x, < h, < 1y, . On pose

o

gl@) =Y 27" hy(a).

k=-1

Par convergence uniforme (car normale) de la série, g est continue, & support compact car inclus
dans V. Enfin 27" 'h,(z) = t,(z) sauf sur V,, — K,, donc f = g sauf sur U,(V,, — K,,) qui est de
mesure au plus €

Cas A quelconque, 0 < f < 1. Par régularité, on prend A C V ouvert, K C V compact avec
WAN K < u(VN K <e/2et on applique & flg (vu {flg # f} C AN K®) le cas précédent en
remplagant € par €/2.

Cas général Soit B,, = {z|f(z)| > n} de sorte que NB,, = 0, comme u(B;) < 0o en utilisant le
TCM sur 15, —1p,, u(B,) — 0, on applique & (1—1p,) f en décomposant la fonction en somme de 4n
fonctions a valeur [0, 1] (4 pour décompositions en parties positives, négatives des parties imaginaires
et réelles, et ces fonctions sont dans [0, n] d’on la décomposition en somme de n fonctions a valeurs
0,1]). Enfin pour avoir 'inégalité on remplace g par ¢ o g avec ¢(z) = =, |z| < R = sup,ex | f(2)] ,
¢(z) = Rx/|z|,|z] > R. On a g(z) = ¢ o g(x) pour tout x tel que f(x) = g(z), donc on n'augmente
pas ’ensemble sur lequel f et g différent. n

Corollaire A.38. Soit (X,u,T) un espace métrique localement compact avec p mesure de Ra-
don o-finie. L’ensemble C.(X) des fonctions continues a support compact est dense dans tous les
LP(X, 1, T), 1 < p < o00. De plus si f € LP(X,u,T) et [ f¢p = 0, pour tout ¢ € C.(X) alors
f=0pp.

Démonstration. Par le lemme précédent, il suffit d’approcher les éléments de S. Par le théoréme de
Lusin[A.37] pour chaque f € S, e > 0,0onag € Co(X) avec u(g # f) < eet sup|g| < sup|f| = C donc
I1f = gll, <2Cu(g # f)Y/P et cette quantité est arbitrairement petite. Pour le résultat d’annulation,
si p > 1, On utilise la densité dans L9, q exposant conjugué, pour obtenir [ fg = 0 pour g € L9,
d’ott on déduit ||f||, = 0 par la proposition . Si p = 1, on remplace f par f|y avec V ouvert
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V' compact, qui couvrent X par locale compacité de sorte qu’on peut supposer u(X) < co. On peut
supposer f réelle. Soit f1 € C.(X) avec ||f — filh <€, Ki = fi'([e,00]) et K1 = f;'(] — 00, €])
sont compacts, on prolonge par le Théoréme de Tietze u € C.(X) valant € sur K, et soit
K = K;UK_;. Donc

Wl = [ foe [ 1nl< [ w2 [ IRl er [ fueau - Ke < e o0

car | f1| < esur X — K. Donc || f||1 < 2¢+ 2u(X)e pour tout € > 0 ce qui donne f = 0. O
Donnons une application.

Proposition A.39. Soit 1 < p < oo et soit 7,f(x) := f(x + h) pour h,x € IR*, f € LP(IR?). La
translation 1, : LP(IR?) — LP(IR") est isométrique et pour tout f € LP(IR?) h +— 7,(f) est continue
de IR* — LP(IRY).

Démonstration. L’isométrie est évidente par invariance de la mesure de Lebesgue par translation.
Montrons que ||7,f — f|l, —=r—0 0. En effet pour € > 0, par densité du lemme [A.38 on trouve
fi € C.(IRY) avec ||f1 — f]l, < ¢/3 donc comme 7, est une isométrie : on obtient :

17 f = fllp < i o 7 fr=fullp L fi= fllp < 2€/3+Leb(BO, ||h])+Supp(f1)) 7|70 fi— filo

Pour h assez petit, comme f; est uniformément continue (car continue & support compact et
par le Théoréme de Heine), on peut trouver 1 > ¢ > 0 de sorte que si ||h]| < 6, ||Tnfi — filloo =
sup, |fi(z + h) — fi(x)] < €/[3Leb(B(0,1) + Supp(f1))'/?] ce qui conclut. O

4.3 Dualité des espaces de Lebesgue LP(Q)) (Niveau M1)

On rappelle que (2, i) est un espace mesuré o-fini. On se souvient que pour p € [1, 0], ¢ tel que
1/p+ 1/q = 1 la proposition donne pour g mesurable :

llgllq = Sup{‘/fgdﬂ‘ Sy < 1, F € LN, ) VL2, ), fg € LN, )}

On a méme le théoréme suivant (on notera que p < oo contrairement au cas de la formule pour
la norme ) :

Théoréme A.40. (de représentation de Riesz LP) Soit lapplication définie grace a l'inégalité de
Hoélder :

Iif e L@ = (g € D) [ Fod

Alors I : LY(Q, u) — (LP(2, ), réalise une isométrie SURJECTIVE pour p € [1,00[ et q exposant
conjugué c’est-a-dire tel que 1/p+1/q = 1.

Attention le cas p = oo est EXCLU... L>()) est un espace trés gros de mesures sur un espace
stonien compact X tel que L>°() = C°(X).
PRrOOF :

On a déja montré 'isométrie, il reste & voir la surjectivité.

On fixe A, avec u(A,) < ocoet U, NA. =, A, croissant.
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Le cas p = 2 a été traité par le théoréme de représentation de Riesz.
(1) cas p = 1Soit ¢ € (L*(2, 1)) avec ||¢|| < 1. D’abord on définit T application linéaire continue
sur L*(Q) (en fait a valeur dans son dual identifié & lui méme) par :

(Tx,y) = ¢(Ty)

vu que Ty € L'(Q) par Holder et on a

TN = sup{||Tz|l2, ||x]|> < 1} = sup{|(Tz,y)|, [|zl2 < L, [[yll2 < 1} <||¢l|21 @y

La premiére égalité est la définition de la norme des applications linéaires bornées, la deuxiéme est
le résultat de dualité du cas p = 2, la troisiéme utilise Holder et la définition de la norme du dual.
Notons que si z € L®(12),

(Tzz,y) = ¢(zzy) = (Tx,zy) = (2T, y)

la deuxiéme relation en utilisant la commutativité des espaces de fonctions soit la relation zZzy = T2y
et la seconde la définition du produit scalaire (T'x,Zy) = f Txzydp. donc on déduit si m. est la
multiplication par z € L*®, Tm, = m,T. Montrons que T' = m, pour g € L>. (on dit que cette
algébre est son propre commutant dans B(L2(f2)), ou qu’elle est maximale commutative).

En effet, soit z,, = T'(14,) € L*. On a ||T|| < 1 car ||¢|| < 1.

Pour g € L™ avec ||g|| <1,

!/T(l)gdu! = |/(|g|1/2T)(1)g!g|1/2du| = |/T(Ig|1/2)9|9|1/2du| < [llgl"ll2llglg~"2[l2 = [lglh < 1

ol on a utilisé a la deuxiéme égalité la commutation avec mygi2. On voit donc par la formule
de la proposition que ||7(1a,)]le < 1. Comme T'(14,) = T(1a,1a,) = 14, T(14,) donc
on définit g(x) = T'(14,)(z) pour x € A, de facon cohérente de sorte que gla, = T(14,) d’on
lglloe = supy, [l91a, |l < 1.

Et pour z €€ L* N L' C L? T(214,) = my(z14,) donc par densité dans L? T' = m,. Enfin pour
feLYQ) f=|f|"*g avec g € L?, on obtient

o(f) = o(1f1'%9) = (TUF1'?), 9) = (=(IF1V?), 9) = L) fI'?9) = I(Z)(f).

donc ¢ = I(Z) d’ou la surjectivité de 1.

(2) cas p > 1 u(Q) < oo utilisant les cas p = 1,2. (On lappliquera ensuite a Q0 = A,,.) Aprés
normalisation, on peut supposer p(2) = 1.

On commence par montrer que via I, L?(Q)’ C L'(Q2). Si p < 2, c’est évident par I'inclusion
L3(Q2) C [LP(Q)] et par restriction et théoréme de representation de Riesz, on obtient g € L%*(Q) C
LY(92) tel que

Olize)(f) = (9. /)

Sip>2pourx € L™ et ¢ € (LP),

B < / 2P < / 2Pl 2dp < el il 252,

Par I'inégalité d"Young (cas particulier d’'Holder utilisé dans sa preuve) |ab| < af’/P+b%/Q utilisé
avee 1P+ 1/Q = 1,P = p/2.Q = p/(p — 2), a = [lal|¥"" /2.5 = (ellz]|c)"/©, on obtient
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En incluant {(z,z),z € (L®(Q))} C L=(Q) x L*(Q) avec norme ||(z,y)|| = 5llzlleo + =273 vll2
on étend par Hahn Banach ¢ a L>(Q) x L*(Q2) donnant un élément de (¢, ¢2) € L=(Q) x L*(Q2)
avec ||¢1]] < €/Q, ||¢2]] < 7o (car en calculant la norme duale on a max(Q||¢:||/e, PelIR||gy|]) <
1) Donc ||¢|Loo(Q) - J(¢2)||(Loo(g))/ = ||§Z§1H(Loo(g))/ S E/Q et gf)g S Ll(Q). Or par le cas P = 1,
(L' ()" = L>(Q)" et il contient L'(2) comme espace fermé isométriquement via J (comme tout

espace de Banach est inclus isométriquement comme espace fermé dans son bidual). Comme le
LY(Q))”
résultat précédent indique ¢ € LQ(Q)( ) , on déduit ¢ € J(L'(Q)) comme voulu. On a donc une

fonction g telle que pour tout f € L>()

lp(x)] <

o(f) = /Q ofdy

Soit donc g 'image dans L! de ¢ (on revient au cas général p €]1, 0o[)Or dans le cas d'un espace
avec mesure finie, I’équation de la proposition donne : [|¢||zry = sup{|o(2)|,||z]l, < 1,z €

1} = supd| [ gedul, lall, < 1, € L=} = [lgll

On déduit donc g € L? comme on voulait et ¢ = T'(g) (en étendant la relation depuisL>(2) par
densité dans LP(2).

(3)cas 1 < p < 0o et p o-fini. Soit ¢ € (LP(Q2, p))’, il faut montrer qu’elle vient d'un élément
de L2, ). On pose ¢, (f) = ¢(f1la,) pour f € LP(A,, n) C LP(Q, ). Par le cas précédent, il existe
gn € LU(A,, 1) telle que

Vf € LP(Ay, p), / gnfd = $(f14,).

llgnllq = sup{lo(FLa)5 [l < 1, f € L2(An, )} < {I¢]lzry < 00

Or par unicité dans le cas (2) et vu les A, croissant pour n > m, g,1a,, = g et donc |g,| est
croissant et g = sup |g,| vérifie par convergence monotone ||g||, < ||@]|(zry , vu |gn| < |g] et comme
Gn — ¢ D-s., on déduit par convergence dominée ||g, — g||, — 0 et en passant a la limite g, = gla,.

Or fla, — f dans LP et donc par continuité la relation ¢(f1a,) = T(g)(f1a,) devient ¢(f) =
T(g)(f) pour tout f € L? donc ¢ = T'(g).

m

4.4 Convolution

Dans cette section, on considére I'espace mesuré (€, 4, T) = (IR?, Leb, B) muni de la tribu bo-
rélienne et de la mesure de Lebesgue. On note alors LP(IR?) = LP(IR?, Leb, B). Vu I'accord avec
I'intégrale de Riemann, on note aussi dy = dLeb(y).

Théoréme A.41 (définissant la Convolution). Soient f € L'(IRY),g € LP(IR%),1 < p < co. Pour
presque tout x € IR?, y — f(x — y)g(y) est dans L'(IR?). La convolution de f et g est la fonction
f * g définie par :

(f % g)(z) = /le f(x —)g(y)dy.

Alors fx g € LP(IR?) et :
1 *glly < 1I71Rlgllp-
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Démonstration. Sip = oo, comme |g| < ||g||oop-D-, f(2—v)g(y) < ||gl|s|f(x—y)| d’ou intégrabilité
et la borne souhaitée en intégrant (comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation).
On suppose d’abord p = 1 et on utilise le Théoréme de Fubini Tonelli pour calculer :

/ da| fl#lg|(x) = / dz / dylf(r—)llg ()| = / dy / dl f(e—9)l9(w)] = IIf1] / dylg()] = 111 llgll < ox

On déduit du théoréme de Fubini que pour presque tout z, y — f(x — y)g(y) est intégrable et on
obtient la borne souhaitée

1 gl < A f1allglls-

Pour 1 < p < o0, soit ¢ I'exposant conjugué. Du cas p = 1 on déduit y — |f(x — y)||g(y)|? est
dans L' donc y +— |f(z — y)|"/?|g(y)| est dans LP pour presque tout z. Or y — |f(z — y)|"/? € L9
donc par Holder, y = | f(z —y)|lg(y)| = [f(z — »)["*lg(y)|.|f(z — y)['/* est dans L' et

p
(reaop < ( [1r=ollatlas) < ( [186=nlsra) 117"
Par I'inégalité précédente du cas p = 1, on obtient donc en intégrant :

1f# gl2 < (1IN * gl < WA “Nal A1l = 1Al .

Ezercice 22. (cf TD) Soit f € L',g € LP. h € L9, f(x) = f(—x) Montrer que :

[Tean= [atin.

4.5 Support de la convolution

Si f continue, Supp(f) = {x: f(z) # 0}. Le résultat suivant permet d’étendre la définition aux
fonctions mesurables.

Lemme A.42. Pour f : IR* — IK mesurable, soit (w;)icr la famille de tous les ouverts tels que, pour
chaque i, f =0 p.p sur w;. St w = Ujcqw; alors f =0 p.p. sur w. De sorte que w est le plus grand
ouvert sur lequel f =0 p.p.

Démonstration. Il faut écrire w comme union dénombrable car I n’est pas forcément dénombrable.
Soit K, = {z € w : ||z|| < n,d(z,w’) > 1/n} comme la distance & un fermé est continue, on
voit que K, fermé borné de IR" (e.v.n de dimension finie) donc est compact et w = U _NK,. Par
compacité, K,, recouvert par une union finie K, C w;,, U...Uw;,, . donc w = Une]N,j <y Wi est
union dénombrable d’ouvert sur lesquels f = 0 p.p. d’ou le résultat. O

Définition 44. Soit f : IR — IK mesurable, On pose Supp(f) = IR — w ot w est le plus grand
ouvert sur lequel f = 0 p.p. Si f € LP(IR?), on pose Supp(f) = Supp(fi) pour n’importe quel
représentant f; € f de la classe d’égalité presque partout.

Proposition A.43. Si f € L'(IR%), g € LP(IR) alors :

Supp(f * g) C Supp(f) + Supp(g).

Démonstration. On fixe z € R? avec y — f(z — y)g(y) € L'. Si = ¢ Supp(f) + Supp(g), on a
(x — Supp(f)) N Supp(g) = O donc en intégrant f * g(x) = 0 sur Int((Supp(f) + Supp(g))¢) =
(Supp(f) + Supp(g))¢. Donc f * g est 0, p.p. sur cet ouvert de sorte qu’il est inclus dans Supp(f *
9)°. O
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4.6 Reégularisation par convolution

On étudiera plus systématiquement au chapitre suivant certaines classes importantes de fonctions
continues. Pour Q C IR? un ouvert. On note C*(Q) I'ensemble des fonctions k-fois différentiables avec
leurs dérivées continues et C*(Q) les fonctions a support compact de C*(£2). Pour simplifier si o € IN?,
on note o o

a1 Qq
O0x} Oz,

Dof =

f
On note |a| = |a;| + ... + |ag|. On note
C™(Q) =N, NCF(Q),  CZ(Q) =N NCEQ).

Proposition A.44. Soit1 < p < co. Si f € C*(IRY), g € LP(IR?), k € INU{cx} alors fxg € C*(IR?)
et si|a| <k :

D(f = g) = D(f) * g.
De plus, st p < 0o, on a aussi la formule comprise comme intégrale de Riemann a valeur Lp(]Rd), st

Supp(f) C [-C,C)* :
fxg= / dyf(y)T—yg.
[7cvc]d

Démonstration. Par récurrence il suffit du cas & = 1. On applique le théoréme de dérivation avec

condition de domination. 22 f(z — y)g(y) = (32 f)(z — y)g(y).
Comme (52 f) est & support compact et continue, il est borné par ||(32 f)||« et
o f (e = 9] < ol = 1))
T — coli(z — :
B Y)9\y)l = B K Y)g\y

avec K le compact support de f. Or par Hélder [15_x(y)|g|(y)dy < Leb(B — K)Y4||g|,, donc on
a une domination par une fonction intégrable clp_gg si © € B avec B compact. Le théoréeme de
dérivation conclut donc. De plus, par changement de variables linéaire si Supp(f) C [-C, C]¢, on
a

Foo0) = [ e =voiy= [ swote—vtr= [ s

avec T,(g)(x) = g(x + h). On a vu a la proposition que y — f(y)(7—,9) est continue & valeur
LP(IR%) on peut donc parler de son intégrale de Riemann, sur [—~C,C]¢ (calculée successivement
variable par variable). On obtient une suite (de sommes de Riemann) qui converge dans LP(IRY),
donc quitte & extraire une suite qui converge p.p. et donc p.p. la limite f[f c.0p dyf(y)(t—yg) coincide
avec I'intégrale de Riemann f[f c.ope f(y)(7_yg9)(z) par exemple si g est continue & support compact
et cette intégrale vaut I'intégrale de Lebesgue donc f * g(x). On en déduit 1'égalité voulue dans L?
si g continue a support compact. Or par densité, on a une suite de fonctions g, continues & support
compact convergeant dans LP vers g. Et comme SUP{R4 7—ygn — T7—y9ll, = 0, f(.)(7_.gn) converge
uniformément vers f(.)(7-.g) et comme lintégrale de Riemann est continue pour la convergence
uniforme f[—C,C]d dyf(y)(7_,g) est la limite de f[—C,C]d dyf(y)(7_yg,) dans LP qu’on a déja vu valoir

f * gn, qui a pour limite f x g donc f[fc‘,C]d dyf(y)(T—yg) = f * g. ]
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4.7 Suites régularisantes et densité par convolution

Définition 45. Une suite régularisante est une suite de fonctions p, € C®(IR%) avec fIRd pn =1,
pn 2 0 et Supp(ps) C By, (0, 1/n).

Ezercice 23. Montrer que si p,(z) = Cnp(nz) avec C [ p =1 et p(z) = 1u<1 eXp(m) alors

pn est une suite régularisante sur IR%.
Lemme A.45. Soit p, suite régularisante et f € LP(IR?) pour 1 < p < oo. Alors ||pn* f — f||, — 0.

Démonstration. On a comme ||.||, est une norme on a par 'inégalité triangulaire (de l'intégrale de

Riemann et la proposition [A.44]) :

on* f = fllp = 1| /dypn(y)(f—yf = Dllp < / dypn W7y f — Fllp

B(0,1/n)

Or si n assez grand, on a vu a la proposition que ||7—y f — f)||, < € pour y € B(0,1/n) de sorte
que la derniére intégrale est bornée par € [ B(0.1/n) dypn(y) = €. O

Proposition A.46. Soit Q C IR® un ouvert, alors C>°(2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < co.

Démonstration. Soit f € LP(Q) et K, = {x € Q : ||z]]2 < n,d(z,Q°) > 1/n}. On a déja remarqué
que K, compact et UK,, = Q donc flk, — f p.p. et par la domination |flk, — f| < |f| on conclut
par le TCD & ||f1x, — fl|l, — 0. Soit m > n, si on considére p,, * (flg,) € C®(IR%), on a par la
relation sur les supports des convolution,

Supp(pm * flg,) C Supp(pm) + Supp(flk,) € B(0,1/m) + K,, C

(vu que pour K, F compacts K + F est compact et en comparant les distances pour la derniére
inclusion). Donc p,, * (f1x,) € C=(IR?). Mais on a vu [|pm * (flk,) — fli,|lr@) = |lpm * (flk,) —
flr,llp =m—oco 0. Donc flg, puis f sont dans 'adhérence de C'°(€2). O

5 Compléments au chapitre 5

Le théoréme des bases ne nécessite pas I’hypothése I dénombrable ou H séparable, voici la version
générale.

Comme l'existence de base algébrique d’un espace vectoriel de dimension infinie, elle requiére un
lemme général de théorie des ensembles :

5.1 Rappel sur le lemme de Zorn

Si on était en dimension finie, on voudrait faire une récurrence sur le cardinal d’une famille
orthonormale en ajoutant un vecteur de plus pris dans un ensemble dense. Une facon de rédiger la
preuve est de considérer un sous-espace de dimension maximale et d’obtenir une contradiction en
construisant une famille libre de cardinal 1 de plus.

Dans le cas de la dimension infinie on pourrait faire une récurrence transfinie en complétant une
base de G en une base de E et mettant un “bon ordre" sur la base. En analyse (ou en algebre), on
préfére souvent utiliser la conséquence suivante de 'axiome du choix, le lemme de Zorn, qui utilise
une notion de maximalité pour obtenir une contradiction comme dans la preuve par induction.
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Soit P muni d’un ordre partiel <. () C P est dit totalement ordonné si tout a,b € Q on a soit
a < b, soit b < a. ¢ € P est un majorant de Q si Va € Q,a < c.

m € P est un élément maximal de P si tout x € P tel que m < x on a x = m.

Enfin P est dit inductif si tout ensemble totalement ordonné de P admet un majorant.

Lemme A.47. (de Zorn) Tout ensemble ordonné, inductif, non vide admet un élément mazximal.

5.2 Théoréme des bases dans le cas général

Théoréme A.48. Soit H un espace préhilbertien.

1. Une famille orthonormale (x;);c; est libre et vérifie 'inégalité de Bessel, pour tout x € H :
D ez < [l
iel

2. De plus une famille orthonormale (e;);e; est une base hilbertienne si et seulement si on a
I’égalité de Bessel-Parseval :
2 2
>l P =l

iel
De plus, dans ce cas, pour tout x € H, la série suivante converge (dans H mais pas absolument)
xr = E eile;, ).
el

3. Si H est un espace de Hilbert, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base
hilbertienne de H et J : x v+ ((x,€;))icr €tablit alors une isométrie surjective J : H ~ (*(I).

Remarque 24. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit scalaire (qui
est série absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

<y7 l’> = Z<y7 ei><€i7 $>

Démonstration. (1) Si > Nwz; = 0, on calcule A\; = (z;,> \z;) = 0 donc z; est bien libre. Si F
est une partie finie de I, et V = Vi = Vect(e;,i € F), on a déja vu la formule pour la projection

orthogonale sur Vg :
py(x) = Zei(ei,@.
i€F
Donc par la propriété de contraction de pg et 'ortogonalité
||Z9F($)||2 = <Zei<€uﬂ?>7 Z%‘(@j,x» = Z |<€i,$>|2 < ||5l”||2
i€F JEF i€F

la famille est donc sommable et on a l'inégalité de Bessel pour la somme (en passant au supremum)
et on trouve en particulier ({x,¢e;));er € (*(I).

(2) Si (e;)er est une base soit =, € Vect(e;, i € I) convergeant vers .

De plus, pour n assez grand |||z]|? — [|z.|[?| < €/2 et pour tout J,

1lv, @17 = llpv, @)L < pv, (2 = @)l + [21) < (120 = @)l + [l2]]) < /2
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d’ou en prenant J tel que py,(x,) = z,, on obtient

> Hej o) — [l

ieJ

<e

et donc la somme de la série est ||z|| d’on I'égalité de Parseval.
Réciproquement, Si on a égalité, on trouve J,, tel que

> ey )P = llpv,, @)II° — Il
J€Jn

et ceci implique par le théoréme de Pythagore :

1pv,,, (@) = zllz = [|=]5 = [y, (@)[[5 = 0

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;, i € I) d’otu la propriété de base hilbertienne.
De plus un calcul donne la formule pour x :

le =S een )l = 3 en ) — 0.

i€F igF

(3) Considérons l’ensemble des familles orthonormales contenant une famille orthonormale don-
née, et ordonné par inclusion. C’est un ensemble non-vide. Si on a une famille totalement ordonnée
de familles orthonormales, 'union est un majorant, donc ’ensemble ordonné est inductif, il admet
donc par le lemme de Zorn un élément maximal (e;);cr. Si ce n’était pas une base (complétant la
famille orthonormale de départ), on aurait un z avec

D e < izl

i€l

Comme H est complet lasomme y = 37, e;(e;, x) converge car si (I,,) croissante telle que Y7, |(e;, z)[* —

> ier e, o) P la suite y, = 37, ei(es, ) est de Cauchy car pour ¢ > p

lyp = wallz =D Kewa)? <D e ) = 0.

i€ly—1Ip igI,

On déduit que y — x est orthogonal & tout e; car tout i tel que (e;, z) # 0 est dans un I, et que
(Yyn — x,€;) = 0 pour n assez grand pour un tel 7. Donc par orthogonalité

lly — |5 = [l2]* = ) |z, 2:)* > 0
el

donc ajouter (y — ) /||y — x|| & la famille orthonormale contredit la maximalité et conclut.

Une fois l'existence d’une base, l'isométrie est évidente par le (2), et si on a une suite (\;);es
dans ¢*(I), on voit que > \je; converge par complétude comme ci-dessus et on obtient ainsi la
surjectivité. ]
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5.3 Correction de I’exercice sur les polynémes de Hermite

Soit H = L2(IR, i) l'espace de Hilbert réel des fonctions de carrés intégrables pour la mesure

gaussienne standard p(dx) = \/%e*ﬁ/ 2dx, muni de la norme usuelle :

e—%/2
171l = \/ S @R

H,(z) = (—1)71%%2 (%)” (P2

Soit

(et donc Hy(z) = 1)

1. Montrons par récurrence que pour n > 1, H,, est un polynoéme de la forme :
n—1
VnlH,(x) = 2" + Z apx”.
k=0

En effet Hy(z) = (—1)e*’/2(—xze *"/2) = z et si on suppose 'hypothése au rang n

0 D Hys () — —2 ( d ) (e~ P/l (x))

dx
Or (4) (7% /2%y = —gFt1e=7"/2 4 kak=1e=7*/2 donc I'hyp de rec donne
n—1
d
(n+ 1) Hn+1<l’) _ _er/ (d ) 712/2 Q? +Z akx n+1_nxn71>+z ak<xk+1_kxk71)
x
k=0

qui a la forme souhaitée.
2. Montrons que (H,,),>0 est une famille orthonormale de H.
On calcule pour m > n :

() = (1" [0 (1)

En intégrant par partie

/ H,(z) (%)m(e_””Q/Q)dx:[Hn(x) (%)ml —2/2)] / H (z ( ) " (e=*/?)du

le crochet est 0 vu que P(:c)e_$2/2 pour P polynome tend vers 0 en 4oc.
Par induction si m > n

(H,,H,,) = (=1)"" i) : (/%) dx =0

] e (G

et si m= n vu H{"”(z) = v/nl en appliquant le 1.

d\"" 2 1 2
(Hn, H,) = (—1)™™" —) (e )de = — [ e Pdz =1

v/ 0 (i =

comme voulue.
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5.4 Théoréme d’injectivité de la transformée de Fourier

Définition 46. La fonction caractéristique (f.c. ou transformée de Fourier) du v.a. (X1,...,X,,) :
2 — IR" est définie par
Dixy,xn) (b, s ty) = E[e’<th>]’

pour tout t = (ty,...,t,) € IR" et en notant le produit scalaire (¢, X) :=> " | ;X;.

La fonction px caractérise la loi de X par le théoréme d’injectivité de la transformée de Fourier/
théoréme d’inversion de la transformée de Fourier ci-dessous. On utilisera aussi plus tard au chapitre
2 la fonction caractéristique pour caractériser une notion de convergence, au chapitre 3 pour I'intro-
duction des vecteurs gaussiens qui seront la base du chapitre 5 sur le mouvement brownien. C’est
une notion FONDAMENTALE...

Lemme A.49. Soit X ~ N(m,0?) de loi normale alors ®x(t) = exp(—LZ + imt).

PROOF : On a vu une preuve a l'exercice 8 du TD 3 de MASS 31 utlhsant que la partie imaginaire est
nulle par parité et le calcul de la partie réelle en établissant une équation différentielle par intégration
dépendant d’un paramétre.

On donne ici une autre preuve par prolongement analytique. Par transfert, on doit montrer

. (zfm)
i ﬁem* 207 = exp(—— + ¢mt) en faisant le changement de variables u = (x — m)/o on se

raméne au cas ¢ = 1, m = 0.
En prenant m = z dans le calcul de la densité, on a pour z € IR

/OO 1 _:c2+22—2xz /OO 1 _ (93*2>2
e 2 = e 2 =1.
e V2m oo V2T

Pour z € C, en appliquant le résultat précédent

(o]
Lofe|™ 22 sz!” _a? / [ |2
dr—— e 2 = lim da:— ez < dr——c¢e o +zal < ex
;/IR Vor n! N—o0 V2m £ “JIR V27 A 2

La premiére bornitude permet d’appliquer le TCD pour les séries (ou Fubini pour la mesure discréte)
et intervertir somme et série :

) < oo

d:r;——e 7 = dx e 2T
/IR V27 n! /]R V2T

la fonction de droite est donc la somme d’une série entiére exp(% ) pour z € IR, donc par identification
des coefficients, elle vaut cette valeur pour tout z € €, en partlcuher pour z = it et on trouve le
résultat. [

On démontrera le théoréme suivant dans la prochaine section puisque la preuve utilise des pro-
priétés générales de 'indépendance importante a noter pour elles-mémes :

Théoréme A.50 (Théoréme d’injectivité de la transformation de Fourier). Deuz v.a. (X7, ..., X,,), (Y1, ...

tels que
Dxy,x0) (1) = Py, v (D)VE € IR

sont égales en loi, c’est a dire :

Pixy,..x0) = P, va)-
De plus, si ®x € L'(IR", Leb) alors Pix,...x,) aune densité par rapport a la mesure de Lebesgue
donnée par (la transformée de Fourier inverse) qui est une fonction continue :

s x0) = sz [ B o (Depl=ie. 1)t
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Sommes de variables aléatoires indépendantes (Rappels)

Vous avez probablement vu en TD de théorie de la mesure la définition de la convolution que I'on
rappelle ici et relie aux sommes de variables aléatoires indépendantes.

Définition 47 (Convolution). Soit  une mesure de Proba sur S € IR? et f : IR — IR une fonction
mesurable telle que pour tout z € S, y — f(z —y) est dans L*(IR?, 1), la convolution de f et p est
la fonction f x p définie par :

(Fem@) = [, Fla=)in(s).
Si p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité g, on note aussi f * g.

Proposition A.51. Soient X,Y : Q — IR? des v.a. indépendantes :
1.Vt € IR, Dx iy (t) = Px (1) Py (t)
2. 8i X;,Y; sont dans L*(2), Cov(X; +Y;, X; +Y;) = Cov(X;, X;) + Cov(Y3, Y)).

3. Si Px(dz) = f(x)dz, Py(dx) = g(y)dy alors Pxiy est absolument continue par rapport a
Lebesque (sur IR?) de densité f x g définie Lebesque p.p. :

Pxiy(dz) = (f * g)(2)dz.

4. Si seulement X est de loi absolument continue mais de densité continue bornée f, alors quel
que s0it Y, Px.y est absolument continue par rapport a Lebesque (sur IR) de densité f x Py
(définie partout). De plus, pour tout h continue bornée :

E((h+ f)(Y)) = E(M(X +Y)).

PROOF : 1. On a ®x,y(t) = E[e?™ )] = E[eX ] = E[e"¥|E[e®] = ®x(t)Py (t) I'avant derniére
égalité par indépendance car f(x) = e"® est bornée donc intégrable (par rapport a une probabilité).
2. En général par bilinéarité¢ Cov(X; +Y;, X; +Y;) = Cov(X;, X;) + Cov(Y;, Y;) + Cov(Y;, X;) +
Cou(Y;, X;), mais ici par indépendance les deux derniers termes sont nuls.
3.1l faut d’abord vérifier que f x g est bien définie. Par Fubini-Tonelli vu le caractére positif :

/mn o /Rn i@ =y)gly) = /Rn dy( /Rn daf(x = y)g(y) = /]Rn dyg(y) =1

donc f]R” dyf(z — y)g(y) existe et est fini p.p.
En prenant A mesurable positive et en appliquant le transfert, on obtient par changement de
variables z = z + y dans I'intégrale sur y obtenue par Fubini :

BOX+Y) = [ b+ fe)dary(an) = |

R h(2)f(z —y)dzPy(dy) = /IRd h(2)(f * Py)(2)dz

ce qui donne le calcul de densité (égalité de la loi avec seulement le cas h = 1g). Dans le cas de 4.
on raisonne pareil sauf que f continue bornée donne = — f(x — y) intégrable par rapport a la proba
Py directement. L’application de Fubini vient de fled |h(2)f(z — y)|dzPy (dy) < ||h]|e. L'égalité
intermédiaire donne aussi E(h(X +Y)) = fIRd(h x [)(y)Py(dy) = E((hx f)(Y)) par transfert. m
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Preuve [Facultative] du Thm d’injectivité de la transformée de Fourier

On va utiliser les lois gaussiennes pour se ramener au cas avec densité tout en exploitant leurs
propriétés de stabilité par cette transformeée.

Lemme A.52. Soit g, la densité sur IR" d’un n-uplet de variable gaussienne i.i.d. N'(0,0?). Pour
tout h : IR" — IR continue bornée, (h * g,)(x) =50 h(x). On a méme convergence uniforme sur
tout compact.

En terme de convergence en loi, cela signifiera au chapitre 2 que si (Xi(0),..., X,,(0)) sont les
variables de densités g,, alors 2+ (X;(0), ..., X,,(0)) =50 @ en loi en utilisant la proposition[A.51](4)
aucas Y = z.

PROOF : Par transfert et changement de variables

(e gn)(e) = hia) = [ (0l = 2) = hw)an ()=

En prenant, en prenant le supremum sur un compact K :

sup | (h * g5)(x) — h(z)[ < /IR”’ sup |(h(z — 02) = h(x))|g1(2)d=

zeK zeK

la limite vient de la convergence dominée par une constante 2||h||,, puisque une constante est inté-

grable par rapport & une probabilité comme g;(2)dz, et la limite ponctuelle en z vient de la continuité

de h qui est donc uniformément continue sur K + B(0, |z|) et donc pour |o| < 1,z — 0z, z sont dans

ce compact de distance o|z| tendant vers 0. Si h est uniformément continue sur IR? on a méme

convergence uniforme sur R [
On a aussi besoin de la conséquence suivante du lemme de classe monotone :

Proposition A.53. Soient X,Y : Q — IR" des variables aléatoires. Les propriétés suivantes sont
équivalentes

1. X,Y sont égales en loi : Px = Py.

2. Pour tout h : IR" — IR, continue bornée, [ h(X)dP = [ h(Y)dP
3. Pour tout ouvert O de IR", Px(O) = Py(O).

4. pour tout (xq,...,x,) € IR" :

Px(] — 00, 21] X ..X]| —00,2,]) = Py (] — 00, 1] X ...X] — 00, x,]).

La fonction Fx(x1,...,x,) = Px(] — 00,21] X ...x] — 00, z,,]) appelée fonction de répartition
caractérise donc la loi.

Démonstration. Les produits d’intervalles | — 0o, 1] X ... x| — 00, ;] et les ouverts sont des familles
stables par intersection finie et engendrent la tribu des boréliens de IR" (car par intersection et
complémentaire on obtient les boules carrées de la norme infini et que tout ouvert de IR" est union
dénombrable de telles boules, de centre un point de@®" par densité de®".) On applique donc le lemme
de classe monotone pour obtenir les 2 derniéres équivalences. 1 implique 2 vient du th de transfert
plus bas comme I'équivalence de 2 avec : Pour tout h : IR — IR, fRd h(z)dPx(z) = fIRd h(z)dPy ().

Pour montrer 3 & partir de 2 et conclure, il suffit de remarquer que h,,(z) = max(1, nd(., O°)) sont
des fonctions continues bornées par 1 (car la distance a un fermé x — d(x, O°¢) = inf{d(x,y),y € O°}
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est continue, cf. MASS 31). Si x € O°, h,(x) = 0 et sinon, h,, est une suite croissante qui tend vers
hn(z) — 1o(x) (car si x € O, nd(.,0°) — oo donc > 1 pour n assez grand donc h,(z) = 1 pour n
assez grand). Donc par convergence monotone, fIRd hn(x)dPx(xz) — Px(O) d’ou l'égalité du 3. par
celle du 2.

[l

PREUVE DU THM : Pour montrer U'injectivité, par le lemme [A.53] il suffit de montrer que
I'égalité des transformée de Fourier implique égalité de E(h(X)) pour tout h continue bornée.
Or par le lemme précédent, (h * g,)(z) — h(x) tout en étant borné par ||h||s donc par TCD :

B(h(X)) = lim B((h# g,)(X)) = lim E(h(X +Y,))

la derniére égalité avec Y, de densité g, et indépendant de X par la proposition (4) puisque la
densité g, est continue bornée. Or la transformée de Fourier de X + Y, est ®x,y, (t) = Ox () Py, (1)

par la proposition (2) et donc

1£][30°
Ty, () = Sx(t)exp(——5—)
par le calcul du lemme [A.49] Comme ceci est intégrable, on s’attend a avoir la formule d’inversion
de Fourier de la deuxiéme partie qui va donner E(h(X + Y,)) en fonction de ®x .y, (¢), nous allons
donc la montrer & la main dans ce cas pour conclure la preuve.

Or en interprétant la densité comme une variante de la transformée de Fourier dans le cas gaus-
sien :

1 |z —yll3 1 lvl[* . y—=
(9o%Px)(x) = /IRd Wexp(—T)PX(dy) = /IR“ PX(dy)dUJd(%)dew(— 5 ti{T——.v)))
soit par le changement de variables u = v/o de jacobien o~ on obtient

Eh(X+Y,)) = /]Rd dxh(z)(g, * Px)(x) = /]R?’d dx Px (dy)dvh(x) (2;)dexp(—T +i(y —x,v)))

soit en appliquant Fubini sur les intégrales en y, v

2(1,[|2

E(MX+Y,)) = /]de dxdv (};S:j))d a:p(—a HQUH —i{z,v)))Px(v) = /IRM dxdv (};(:))dexp(—i(x,v>))<I>X+ya(v)
qui est la formule souhaitée qui ne dépend bien que de la transformée de Fourier ®x et conclut
Iinjectivité.

Maintenant si ®x est intégrable |h(z)Px. vy, (v)| < h(z)|Px(v)| est une domination (si h est a
support compacte) et puisque P x .y, (v) —,_0 Px(v) par les formules précédentes, on obtient par le
TCD la formule souhaitée pour la densité a la limite. La continuité de la densité vient du Théoréme
de continuité des intégrales & parameétres. On remarque qu’en utilisant E(h(X))) = fIRd deh(z) fx(x)

pour tout h positive continue a support compact, on déduit fx positive (sinon par continuité elle
est négative sur un ouvert dans lequel on peut prendre le support de h pour contredire positivité de
I'intégrale) et par convergence monotone et faisant tendre h — 1, on déduit fx intégrable et densité
de proba. D’ou on peut utiliser E(h(X))) = f]Rd dxh(z) fx(x) (maintenant valable pour h continue
bornée car fx peut servir de domination) pour identifier Py (dz) = fx(z)dz en utilisant le lemme
[A53
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5.5 Théoréme de Radon-Nikodym et Théoréme de Dunford-Pettis (INi-
veau M1-M2)

Ce complément pourrait pour ’essentiel étre ajouté comme application du théoréme de Riesz ou
du théoréeme de dualité des espaces LP. Nous expliquons un théoréme de théorie de la mesure qui
permet de dire quand une mesure provient d'une densité dans L*(£2, 1). On en déduit une application
a un théoréme de compacité qui est utile pour la preuve du cas uniformément continue du théoréme
de convergence des martingale dans L', le théoréme de Dunford-Pettis [A.55]

Définition 48. Si p, v sont des mesures de probabilités sur (€2,7), on dit que p est absolument
continue par rapport a v et on note p < v si pour tout A € T, v(A) = 0 implique que pu(A) =0

Définition 49. Si u, v sont des mesures de probabilités sur (€2, 7)), on dit que p admet une densité

h € L*(Q,v) par rapport a v et on note h = % ,si h >0 p.s. et pour tout A € T :

/Q L ahdy = u(A).

Les définitions s’étendent aux mesures o-finies, mais on considére seulement ici le cas de proba-
bilités.

Théoréme A.54 (de Radon-Nikodym). Pour toutes mesures de probabilités p,v sur (2, 7T), il y a
équivalence entre i <K v et l’existence d’une densité h = fl—’; € LY(Q,v) de p par rapport a v, et la
densité est alors unique v-p.s.

PROOF : Si on a deux densités h, k, [,14(h — k)dv = 0 pour tout A T mesurable, donc par la
construction de l'intégrale aussi fQ fhdv = fQ fkdv d’abord pour f mesurable positive (par TCM)
puis pour f mesurable bornée donc par dualité h — k = 0 dans L*(€, v) donc v-p.s.

De plus, si on a existence d'une densité et si v(A) = 0, par TCM, fQ 14h = lim, o0 fQ La(hAn) =0
car | [, La(h An)dv| < ||(h An)||2][14]]2 < nv(A)Y? = 0 par Cauchy-Schwartz. Donc pu(A) = 0 c’est
a dire on a montré p < v.

La partie difficile est I’existence d’une densité si 4 < v. On va utiliser le théoréme de représenta-
tion de Riesz (ou sa variante pour la dualité de L', le théoréme . Soit e = p+ av avec a > 0.

L’idée est simple on s’attend a avoir une densité id“?" = « + h strictement positive et donc ddTV = O%rh
@
A 2 . a o h . .
bornée par 1/ donc dans L* ensuite (1 — 255) = @577 a0 h et on devrait pouvoir retrouver
h ainsi.

Appliquons cette idée, si f € L*(€,du,), on a

1t == [1fidav < [ 1s1du,

Donc f € L' (Q,dv) et f — [ fdv définit une forme linéaire continue sur L'(€2, du, ), donc par le
théoréme il existe h, € L>(Q, dp,) telle que pour tout f € L'(Q, du,) on a

/ fdv = / Fhadjta.

Et de plus, on a [|ha||pe(uy) < 1/ Si f = 1ip,<0y, on obtient [ max(0, hy)dp, > 0 donc vaut 0,
donc

(e < 0F) < ~paa({ha < 0}) =0
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donc h, > 0, v p.s.
On montre maintenant la monotonie attendue pour A, (si on veut qu’elle soit égale & un —) Si
f > a, on a pour f positive bornée en utilisant p,(g) < us(g) pour g positive v-p.s,

[ hada = [ gav= [ thodua < [ fhodus

car fh, posivite v-p.s. par le résultat précédent, donc comme c’est valable pour tout f > 0, on a
hg < hqpp-p.s. donc v-p.s.
Finalement, on a l'identité

/fdu:/fdua—/fadu:/f(l—aha)dua:/fa(l—aha)dVJr/f(l—aha)du.

Par [|ha||re(uy) < 1/a. on a 1 —ahy > 0 piq-p.s. donc v-p.s. En raisonnant comme avant on
obtient (1 — ahy) > (1 — Shg) v-p.s. Donc, par I'égalité précédente (toujours pour f positive en
utilisant la croissance de o« — ah, v-p.s. par ce qu'on vient de voir donc p-p.s. par I’hypothése
pLy):

[ att=atody = [ sahadu < [ ohada= [ 150~ pns)an

soit a(1—ahy,) < B(1—Bhg), v-p.s. donc converge vers un h en croissant et par convergence monotone
et 1’égalité avant on obtient

a—00

/fhdu: lim fa(l—aha)dyzali_{go/fdu—/f(l—ozha)duS/fd,u.
/

Donc pour f =1 on trouve h € L'(Q,dv). Or par la monotonie de la limite définissant h, on a

a(l —ah,) _h

(e

(07

v-p.s. puisque h est fini v-p.s. donc en utilisant encore I'hypothése, aussi pu-p.s. Comme on a vu
la monotonie en a par convergence monotone, on déduit f f(1 — ahy)dp — 0 et donc finalement
I’égalité attendue qui conclut la preuve :

/fhdu:ggo/fdu—/f(1—aha)du:/fdu.

On peut maintenant rappeler et prouver le théoréme :

Théoréme A.55 (Dunford-Pettis). Soit une suite (X,,) dans L'(2, T, P) avec T une tribu dénom-
brablement engendrée (donc T = T(E) avec & dénombrable, en particulier T = B(IR")). On a

I’équivalence entre
1. (X,) est uniformément intégrable

2. (X,) admet une sous-suite (X,,) ayant pour limite faible X € L', c’est-a-dire :
Vf e L%(Q), E((X,, — X)f) — 0.

3. (X,,) est bornée dans L' et pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que si A € T vérifie P(A) <n
alors pour tout n, E(14|X,|) <e.
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C’est surtout I’équivalence entre 1. et 2. qui est difficile et porte le nom de théoréme de Dunford-
Pettis. L’hypothése “dénombrablement engendrée" n’est pas nécessaire (cf. Delacherie-Meyer Proba-
bilités et Potentiel Vol 1 p 27) mais nous la faisons pour simplifier.

PROOF : On commence par I’équivalence entre 1 et 3. Supposons 3. et fixons € > 0, n t.q. P(A) <7

o o sup I BUX0)
implique E(14]X,|) < e. Par l'inégalité de Markov P(|X,| > ¢) < —8——
SUpneﬂ\I E(|Xnl)

< n deés que

c>

7 , en appliquant alors a A = {|X,,| > ¢}, on déduit sup, E(1(|X,| > c}|X,|) < e Et
donc lim,,o E(1{|X,| > c}|X,|) = 0 qui est 'uniforme intégrabilité recherchée.

Réciproquement, pour ¢ < 0 fixé¢, on prend ¢ > 0 tel que sup, E(l{x,>¢|Xn|) < €/2, (en
particulier
E(|X0]) = E(Lyx, 12| Xnl) + B(Lyx, <o | Xal) < ¢ +¢/2

donc X,, et bornée dans L', de sorte que
E(14]X5|) = E(Lalyx, >} [ Xn )+ E(lalyx, < | Xal) < E(lx, 5| Xn) TE(1alyx,<qc) < €/2+P(A)c

qui est borné par e dés que P(A) <n = €/2¢c qui convient.

On suppose maintenant 3 et on montre 2. Si 7 = o(A,,n € IN), A l'algébre engendré par les A,
c’est & dire les unions finis d’intersections finis de A,, AS (qui n’est en général pas une o algébres)
qui est stable par, complémentaire union finie et intersection finie. Il est facile de voir que A est
dénombrable.

En séparant les parties positives,négatives, on peut supposer X,, > 0 et par extraction diagonale,
on trouve ny telle que E[X,,, 14] — p(A) converge pour tout A € A.

Il est facile de voir que u(2) < oo vu que (X,,) est bornée dans L' (par 3.) u est additive sur les
unions disjointes finies (par additivité de 1 — E[X,,, 14] qui est une mesure et passage & la limite).
De plus, par 3., soit € positive, on a un 7 tel que P(A) < n implique E[X,,, 14] < € donc u(A) <e.

En particulier si P(A) =0, on a u(A) = 0.

Un résultat classique de théorie de la mesure dit que u s’étend de fagon unique sur o(.A) en une
mesure p* (cf. par exemple Barbe-Ledoux Th 1.49). Il est facile de voir que I'on a encore si P(A) = 0,
on a p*(A) = 0. Donc, pu* < P et par le théoréeme de Radom-Nikodym, il existe X € L' telle que
E(X14) = u(A) = lim,,ney E[X,, 14]. Il en est donc de méme pour toute fonction étagée f,, (resp.
gm) d’une suite décroissante (resp. croissante) convergeant vers f mesurable positive bornée

Dot on a les deux inégalités donnant 1’égalité

limsup E[X,, f] < lim E[X,, f] = E(Xf,) = E(X/)

N—00 n—0o0

liminf E[X,, f] > lim E[X,, ¢, = E(Xg.) = E(X/f).
n— oo

n—oo

On a donc obtenu 2.
On laisse en exercice I'implication de 3. vers 1. que 'on n’a pas utilisé dans le cours.
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